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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 


Аналитическая Геометуля разсматриваетъ фиуры посредствриъ ВЫ: 
числен!я или ‘алгебраическаго анализа. 

Декарть былъ первый, который началъ выражать Фигуры посредствомъ 
алгебраическихъ символовъ,—что, какъ мы увидимъ, даетъ общий способъ 
лля рёшевшя геометрическихъ вопросовъ. 

Сперва мы займемся плоскими фигурами, или Фигурами двух изМВ- 
ренёй; потомъ фигурами въ пространств®, или Фигурами трехъ измфрений. 


ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ. 


КНИГА ПЕРВАЯ. 
Введение. 


ГЛАВА 1. 


_ Координаты. 


Положеше точки на плоскости опредфляется двумя величинами, кото- 
‚рыя называются координатами точки. Ро | 

Системъ координатз можетъ быть весьма много; но мы объяснимъ 
только самыя простыя и наиболЪе употребительныя_ ИЗЪ НИХЪ. 


ЖШрюнмолнчейныя координаты, 


В. Начертимз на плоскости двз прямыя лини или неизм5няемыя оси 


ХХ и У’У (фи. 1) положевше какой- нибудь точки М на плоскости 
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будетъ вполн$ опредфлено пересъчешемъ двухъ прямыхъ СС Б/Н, : 

_ раллельныхъ этимъ осямъ. Положене лини Н'Н опредФляется ея раз- 
стоящемь ОР отъ оси У'У, отсчитываемымъ на 
другой оси; но при этомъ необходимо означить, въ 

` какую сторону отъ У’”У берется длина ОР; дая 
этого условимся разстояше ОР брать со знакомъ 
-{- если оно, наприм$ръ, откладывается, по направле- 
ню ОХ, и со знакомъ — ,‚ если оно откладывается 
по направленю ОХ, т. е. по направлению противо- 
положному предъидущему. Точно также положен!е 
диви С '@ опредфляется ея’разстояшемъ ОС) отъ оси Х’Х, отечитывае- 
мымъ ва второй оси, и берется со знакомъ | или —, смотря потому 
откладывается ли оно по направленю ОУ или ОУ”. 

Эти двЪ величины ОР и ОО (взятыя съ приличными. знаками), ко- 
‘торыя такимъ образомъ опредъляютъ положене двухъ параллельныхъ ли- 
нй, а сл6довательно, и точки М ихъ пересзченя, называются прямо- 
линейными координатами точки. Обыкновенно ихъ означаютъ буквами 
х и у. Координата, которая обозначается черезъ х, называется абсииссою; 

координата у — ординатою. ДвЪ постоянныя’ прамыя Х’Х и У’У назы- 

_ ваются осями координат; первая называется осью х-овъ, вторая осью 

_У-овъ. Точка О, отъ которой отсчитываются координаты по каждой оси въ 

ту или Фругую сторону, называется началом» координате. 

Если х и у будемъ давать всЪ возможныя величины, положительныя или 
отрицательныя; или другими словами, если мы будемъ х и 9 измЪнять 
отъ — ©х до- о, то получимъ вез точки плоскости; но при этомъ каж- 
дая пара величинъ х и у опредфляетъ одну только точку. 

дамфтимъ, что обЪ координаты точки М суть проэкщи прямой ОМ на 
оси ОХ и ОУ, проэкци, которыя на каждую ось образуются параллельно 
другой оси. Проэкщи на ось х-овъ, какъ самая координата ж, есть длина ОР, 
взятая со знакомъ -|- или —,‘смотря потому берется ли она по направале- 
ню ОХ или по противоположному направленю ОХ’; точно также про- 
экщя на оси У-овъ, какъ самая координата у, есть длина ОС), взятая со зна- 


КОМЪ -- или —, смотря потому берется ли ио направлению ОУ или по 
противоположному направлено ОУ’. 


Фиг, 1. 
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, о : 2 
Шрямолиненныяюрямоугольныя координатьх. 


2. Постоянныя оси обыкновенно проводятъ перпенди- 
кулярно другъ къ другу; въ этомъ случаЪ обв координаты 
точки М (фи. 2) будутъ разстояния этой точки отъ двухъ 
осей; въ этомъ случаЪ онф будутъ ореогональными про- 
ЭкЦЯМИ прамой ОМ на объ оси. | 





.. 
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Шоларныхя координатьт. 


3. Пусть О’ будетъ постоянная точка, называемая олюсом5: ОХ. — 
постоянная ось (4. 3). Положеве точки М можно опредълить ея раз- 
стоямемъ ОМ —р оть полюса, ко- 


Фиг. 3. °’ Фи. 4. 
торое называется радиусом векто- 





ромё, и \ломз о, который обра- м 

. : о 
зуетъ этотъ радгусъ векторъ съ осью. Ре 
Точка М будетъ также вполн$ опре- 6 хх 


дБлена пересфченшемъ круга радгуса р, 
центръ котораго находится въ полюсБ, съ прямою ОГ, идущей отъ по- 
люса и составляющей съ осью ОХ уголь о (фи. 4); но надобно только 
выбрать направлеше, въ которомъ отсчитывался бы уголь ® отЪ оси ОХ. 
Измфняя р отъ 0 до -|- © их оть 0 до 2т, получимъ вс$` точки пло- 
скости. Дъйствительно, если ® примемъ за постоянное, а’р будемъ.измз- 
нать отъь о до- ©, то. получимъ вс точки прямой О]; если зат5мъ 
будемъ измЪнять ® отъ 0 до 2м, то прямая ОТ, своимъ обращевемъ, обой- 
детъ всю плоскость, начиная отъ положешя ОХ. 


Биподярнкя коордиваты. 


4. Положене точки М можно также опредълить разстоянлями ея № и % 
отъ двухъ постоянныхь точекъ К и Е’ (фи. 5), то есть пресфченемт 
двухъ круговъ, описанныхъ изъ точекъ Ки Ё,, а 
какъ центровъ, ралусами \ и %. Но система эта  — 
не такъ удобна, какъ двз предъидущия; такъ какъ не’ / 
всякая пара величинъ % ни ® возможна; надобно, | 
чтобы разстояне полюсовъ было менфе ихъ суммы а И. 
и боле ихъ разности; а ®н$ этихъ услов1й является те 
неопред$ленность, потому что дВБ Е `пересвкаются въ дВУХЪ 


_ точкахъ. 






1* 
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Положен!е точки М можно опредфлить также помощию угловъ МЕЕ’ 
и МЕ’Е; означимъ эти углы, отсчитываемые въ опредфленномъ направлении, 
черезъ и В; каждый изъ нихъ можетъ измняться отъ 0 до Эл; и каж. 
дой парЪ величинъ х и В соотв®фтствуетъ только одна точка плоскости. 


г 


®бжщее нонлте © системах координатть. 


9. Число системъ координатъ‘безконечно. Положеше точки на плоско- 
сти вообще опред$ляется пересфчешемъ двухъ ливй, 


‚этой плоскости. Пусть иж 6) А’, АИ, Аи^... 


проведенных въ 
. будетъ первый рядъ 


факс О ЛИЙ Одного, и Того же рода, соотвЪтетвую- 

г. о. | 
щихъ различнымъ величинамъ №’, 9", %!'.... 
‘перемфннаго 4%; пусть В’, БВ", В!"'’.... будетъ 


второй рядъ ливй одного рода, соотвЪтетвую- 
щихъ различнымь величинамъь 9’, ®", %1!.... 





перем$ннаго $; какая-нибудь точка плоскости 
опредъляется двумя ливями, проходящими че- 
резъ эту точку, и частныя величины, даваемыя перемзннымъ # и %, 
чтобы получить эти двЪ ливши, называются коо`фдинатами точки. Сово- 
купность этихъ двухъ рядовъ лив составляетъ систему коорлинатъ. 

_Въ первой разсмотрфнной нами’ систем каждый такой рядъ состоитъ 
изъ прямыхъ параллельныхъ лин; вотъ почему эти ее и назы- 
ваются прямолинейными координатами. 


А Ди / А 


Въ полярной систем первый рядъ состоитъ изъ прямыхъ, которыя 
идутъ отъ полюса О и опредзляются перемвннымъ угломъ ©, образуе- 
мымъ ими съ осью ОХ ( (фи. 4); второй рядъ составляютъ концентрич- 
ные круги, описанные около полюса перемвннымъ рамусомъ р. и 

Въ первой биполярной системЪ, каждый изъ рядовъ состоитъ изъ кон- 
центричныхъ круговъ. Во. второй каждый рядъ состоитъ изъ прямыхъ, 
идущихъ отъ одной изъ постоявныхъ точекъ Е или РЁ’. ' 


Выражеше плоскихь лин посредством» уравнени. 


6. Пусть АВ (фи. Т) будетъ какая-нибудь плоская ливня; проведемъ 
Въ плоскости ДВ оси ОХ и ОУ и означимъ черезъ х и у лвъ коорди- 


наты ОР и МР какой-нибудь точки М этой лини. Когда точка М дви- 


жется по лини, 06$ коордиваты одновременво измЪфняютея, такъ-что 


_ если за абециссу возьмемъ произвольную величину ОР, то величина орди- 
наты МР, соотвфтствующей этой абециссф, будетъ совершенно опредълена 
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и при измзнени. абсциссы измБняется также ордината. Такимъ образомъ 
ордината МР есть хункщя абсциесы ОР; свойство этой Функши зависитъ 
отъ свойства лиши. Когда ливня опредЪфляется гео- 





_метрически, тогда, разумъется, изъ гебметрическаго и. 
опред$леня лими можно вывести уравнеше между И й 
12 и у, которое аналитически опредфлитъ Функцю у. ри 
Уравнете между х и у, найденное такимъ Орви, а 
называется уравненемъ лини. | | м И х 


7. Положимъ, наоборотъ, что дано уравнене 


Е (2,4) =0 


съ лвумя перемфнными хи 4; каждая пара дъйствительныхъ величину 
хи 9, которая удовлетворяетъ этому уравненио, опредъляетъ точку Пло- 
_скости. Пусть %) и 9, булутъ дъйствительныя величины 2 и У, удовлетво- 
ряющия уравненю; если будемъ измънять х непрерывно, начиная съ х., 
то одна изъ величинъ у будетъ также измЪфняться непрерывво, начивая 
отъ у, и вообще она будетъ дъйствительная, пока х будегъ заключаться 
между извъстными предзлами; такимъ образомъ точка, координаты которой 
‘суть д и у, опишетъ въ плоскости непрерывную лин, Итакъ совокуп- 
ность отиствителныхь ръшенй Уаанениа С5 бвумя перемнными _ 
вообще представляется влоскою линею. 

8. Все, что мы сказали о прямолинейныхъ координатахт, очевидно, 
имзетъ мъсто во всякой другой системЪ координатъ. Въ полярной системф, 
когда точка М двигается по длинш, радусъ векторъ р измФняется вм 
съ угломъ ®; это есть ФУНЕЩЯ ОТЪ ®, а лин!Я выразится Е СЪ 
двумя перемёнными ‘2 и ©. 

9. Способъ выражать Фигуры уравненями составляет’ основаше ана- 
литической геометрии; съ помощио его при изучени Фигуръ можно упо- 
треблять алгебраическое вычисление. Аналитическая Геометрия разематри- 
ваеть три главные вопроса: найти уравнеюше ‹хигуры, когда она пред- 
ставлена геометрически; построить фигуру, выражаемую даннымъ урэавне- 
мемъ, и наконецъ, найти соотношеня, которыя существуютъ между геоме- 
трическими свойствами Фигуръ и зналитическими свойствами уравнений. 

Изъ примЪровъ, которые мы изложимъ въ сльдующей главЪ, увидимъ, 
какимъ ыы лини выражаются уравнениями. 
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ГЛАВА ИП. 


_Прим$ры. 


10. Вообще геометрическое опредфленте кривой, которая опредБляется 
по каждой ея точкф, соотв$тствуетъ извфстной системЪ координатъ; если 
возьмемъ извфстную систему; то уравнеше кривой будетъ непосредствен- 
нымъ переводомъ ея геометрическаго опредзленя. 


Жругъ. 


11. Аруь есть ‘еометрическое мъсто точекз, находящихся на оди- 
наковом5 разстоящи 0те опредъленной точки, называемой центромз. 
Кругъ чертятъ циркулемъ, помфщая одну его ножку въ центръ, а таро» 
писываютъ окружность. 

Если центръ О возьмемъ за полюсъ и какую-нибудь прямую ОХ за 
полярную ось (фи. 8) и если черезъ г означимъ 


Фиг. 8. 
длину радуса, то уравнене окружности въ поляр- 
х | ныхъЪ координатахъ будетъ 
| ж (1) р Е Г, 
В | 
иг Потому что длина ралуса вектора постоянно равна 
оби ВТ "7 | 
У а `, какая бы ни была: величина угла о. 
ми _’Найдемъ теперь ур. круга въ прямолинейныхъ 


координатахъ. Возьмемъ двЪ прямоугольныя оси коор- 
динатъ ОХ и ОУ, проходяция черезъ центръ. Изъ прямоугольнаго треуголь- 
Вика ОМР нахолимЪ соотношене 


(2) т д у Е 


межлу ‘координатами хи у точки М окружности: это есть ур. окружности 
относительно этой системы ‘координатъ. 


э.кжитель. . 


12. Эллипйсь есть такая кривая, в5 которой сумма разстоянй 
какдой ея точки отз двухь опредъленныхь точек есть величина по- 
стоянная. Эти двЪ точки называются Фокусами эллипса. Эллипеъ можно 
легко постронть по точкамъ. Пусть Ки Е’ (фи. 9} будутъ Фокусы; отло- 
жимъ на линш Е’Р лин!ю ЕК, равную постоянной суммЪ разстоявй каж- 


ПРИМЪРЫ. и. . в 1 
дой точки кривой отъ двухъ Фокусовъ. Изъ точки Е”, какъ центра, опи- 
`шемъ различными радуеами круги; пусть 2 будетъ точка, въ которой ОДИНЪ 
ИЗЪ пров пересёкаетъь прямую Е’”К; потомъ 
ИЗЪ Фокуса №, кэкь центра, радусомъ, равнымъ 
КО, опишемъ другой кругъ; этотъ кругъ пере- 
сфчетъ первый въ двухъ точкахъ М и М’, ко- 
торыя булутъ точками эллипса, потому что сумма ` 
разстояня МЕ’ и МЕ точки М отъ двухъ Фоку- 
совъ равна сумм$ двухъ рамусовъ Е’) и КО, 
т. е. данной лини Е’К. Подобное построеше 
продолжаемъ для каждаго круга, описаннаго изъ Фокуса Е”, какъ центра; 
когда получимъ довольно больное число точекъ, то, соединивЪ эти точки одною 
непрерывною лишею, мы получимъ искомый эллипсъ. Если чрезъ 2а озна- 
чимъ постоянную сумму, и чрезъ 2с разстояне КЕ” хокусовъ, то, чтобы 
получить эллипсъ , необходимо, чтобы За было боле Эс. Означимъ 
чрезъ ах больший ражусъ; тогда меньций радусъ будетъ а—; два круга 
пересвкутся тогда, когда разность ражусовъ, Эа, будетъ менъе разстояния 
центровъ 2с. Такимъ образомъ. болышй радтусъ долженъ быть менфе ас, 
меньший болфе. а—с. 

13. Графическое построене, которое мы показали, употребляется при 
черчени на бумагЪ; но въ искусственныхъ работахъ, когда надо начер- 
тить эллипсъ на доскф, употребляютъ скорфйций способъ. 

Въ двухъ Фокусахъ Е и Е’ (фи. 10) прикръпляется_ произвольной 
длины нитка. Потомъ натягиваютъ нить каранда- 
шемъ и, двигая его, описываютъ такимъ образомъ 
кривую, которая будетъ эллипсъ, потому что въ каж- 
домъ положеши нитки сумма разстоянй МЕ и МЕ’ 
равна ‘постоянной длин$ этой нитки. Изъ такого по-_ 
строен!я видно, что эллипсъ есть также сомкнутая 
кривая, какъ и кругъ. | 
_ 1%. Теперь изложимъ н®которыя наиболЪе простыя свойства эллипса. 

Осью кривой называется прямая лин!я, которая раздфляетъ кривую 
на дв симметричныя части, т. е. на дв таюмя части, которыя совершенно 
совпадутъ, когда, повернувъ одну около оси, наложимъ ее на другую. 

Очевидно, что прямая АА’ (физ. 11), проведенная черезъ два Фокуса, 
есть ось эллипса. Въ самомъ дЪлф, разсматривая дв точки М и М’, опре- 
дъляемыя перес$ченемъ` двухъ круговъ, описанныхъ изъ Фхокусовъ Е и ЕЁ”, 
какъ центровъ, получимъ два равные треугольника КМЕ!' ЕМ’Е’, кото 


Фиг. 9. 





Фиг. 10. 





8 | КНИГА т, ГЛАВА ПИ. 


рые совпадутъ, когда верхнюю часть Фигуры повернемъ около прямой АА, 
и наложимъ на нижнюю часть; слёдовательно, точка М совпадетъ съ точ- | 
кою М№М?; и такъ какъ это будетъ для каждыхъ двухЪ такихъ соотвЪтствен- 
выхъ точекъ, то половина эллипса АМА ' совер- 
шенно совпадетъ съ лругою половивою АМ’А’. 

Такимъ образомъ прямая АА’ есть ось эллипса. 

Вершинами называются точки А и А’, въ ко- 

торыхъ ось нересЪкаетъ кривую..При построен!и 

эллипса по точкамъ, мы. откладывали на оси 
_ооть Фокуса Е’ линно Е'’К, равную постоян- 
ной суммЪ, и точка А, средина лини ЕК бу- 
деть точка эллипса; потому что если разстояне АК замънимъ равнымъ 
ему разстоявтемъ АК. то увидимъ, что сумма разстояий АГ’и АК этой 
точки отъ обоихъ Фокусовъ равна постоянной сумм® ЕК; такимъ образомъ 
точка А есть вершина эллипса. Точно также, если на оси отъ другаго 
Фокуса Е отложимъ лино КК’ равную Е’К, и если возьмемъ средину 
лими ЕК’, то получимъ вторую вершину А’ эллииса. Разстояше 
АЕ — А’Т’, какъ половины равныхъ разстояшй КК и Е’К '; саБдовательно, 
объ вершины А и А’ равно отстоять отъ двухъ фокусовъ Ки ЁЕ.. 
Замфтимъ, что лишя АА’ равна постоянной суммъ разстояшя 
каждой точки эллипса отз обоих Ффокусовз; потому что, замзнивъ 
А’Е' раввою ей АЕ или АК, увидимъ, что АА’ равно ЕК. 

_ 15. Въ эмипев существуеть другая ось — перпенликуляръ ВВ’, воз- 
становленный изъ средины прямой ЕЁ’. Чтобы доказать это, опишемъ кругъ 
изъ Фокуса Е’, какъ центра, радтусомъ раввымьъ ЕМ, а изъ Фокуса К, 
радтусомъ равнымъ Е”М онишемъ второй кругъ. Эти два круга, пересъ- 
каясь, дадутъ двЪ новыя точки № и №’ эллипса. Треугольники МЕ’, 
Е”МЕ равны, потому что имфютъ три равныя стороны. Повернемъ часть 
ВАВ’ около ВВ' и наложимъ на другую; тогда прямая ОК совпадетъ съ 
ОЕ’; ‘и прямая ЕМ пойдетъь но ваправленю ЕХ; потому что уголъ. 
ОЕМ —= ОГУ; а такъ какъ ЕМ равно Е’М, то точка М совпадаетъ съ 
точкою М. Такимъ образомъ часть ВАВ’ совершенно совпадаетъ съ дру- 
гою частю ВА!В!’; отсюда вадно, что прямая В’В есть также ось эалипса. 
_ Вершины В и В’ опредфляются пересфчешемъ двухъ равныхъ груговъ, 
описанных изъ Фокусовъ, какъ центровъ, рамусомьъ ОА, равнымъ поло- 
винф АА’; потому что оба. разстоямя ВЕ ВЕ’ равны между собою: каж- 
дое же изъ нихъ равно половинз постоянной суммы, а слБдовательно, 


Фиг. 11. 





ПРИМЪРЫ. | | д 


половин$ АА’ Лимя ВВ' менфе АА’. потому что. прямая ВВ’ менъе 
ломаной лини БЕ -- ЕВ’, которая равна АА'. 

065 оси раздфляютъ эллипеъ на четыре равныя части. 

16. Дентромъ кривой называется такая точка, отъ которой всЪ точки 

кривой находятся попарно на одной прямой, проходящей черезъ центръ, 
на равномъ разстоями по ту и по другую сторону ея... 
_ Точка О, пересъчеше двухъ осей или средина разстояшя КЕ” между 
Фокусами, есть центръ эллипса. Дъйствительно, пусть М будетъ какая-ни- 
будь точка эллипса; соединимь М и О прямою и продолжимъ ее на ве-. 
личину ОМ’, равную ОМ. Такъ какъ въ четыреугольникв ЕМЕ’М” даго- 
нали КЕ’, ММ’ пересъкаются пополамъ, то этотъ четыреугольникъ есть 
параллелограммъ, и слёдовательно, въ немъ противоположныя стороны равны. 
Такъ какъ сумма разстоянй М’Е - №Е”’ точки №’ отъ обоихъ Фокусовъ 
равна сумм МЕ’ МЕ, то точка № принадлежитъ также эллиису. Та- 
кимъ образомъ об точки Ми № эллипса находятся на одной прямой 
ММ, проходящей черезъ` точку О, и лежатъ на равномъ отъ нея раз- 
стоянт. То же самое будетъ для каждой пары точекъ; слфдовательно, 
точка О есть центръ эллипса. 

#7. Видъ и разм5ры эллипса зависятъ отъ разстоян!я РЕ ’ Фокусовъ 
и постоянной суммы АА’. Мы видъли какимъ образомъ опредЪляется от- 
сюда величива ВВ’. Можно также наоборотъ опредфлить эллинсъ по двумъ 
величинамъ АА’ и ВВ’, которыя называются его осями. Сначала опре- 
дЪлимъ Фокусы (49. 12); для. этого изъ конца. 
В малой оси, какъ центра, радуесомъ, равнымъ' 
большой полуоси ОА, описываемъ окружность, 
которая перес$ четъ бельшую ось въ двухъ точкахъ. 
Е’и ГЕ’. Элльпоъ, Фокусы котораго суть Ки К'а 
большая ось есть АА’ малою осью долженъ имфть 
прямую ВВ’. ОпредЪливъ Фокусы, построимъ эллипстъ 
по точкамт, или начертимъ его рр движентемт, какъ это было 
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показано. 
12 Эксиентрииитетомз называется отношение разстоян!я КЕ ’ Фо- 


кусовъ къ большой оси АА!. 

Эллипсъ есть кривая сомкнутая, болЪе или мене растянутая; видъ 
его зависить отъ эксцентрицитета. Если эксцентрицитетъ равенъ нулто, 
то оба Фокуса соваалутъ съ центромъ; тогда’ разстояне какой-нибудь 
точки эллипса отъ центра будетъ величина постоянная, и эллипсъ обра- 
тится въ окружность круга. Если эксцентрицитетъ будетъ очень малъ, то 
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оба Фокуса будутъ очень близки кь центру; тогда обЪ оси будутъ мало 
‘отличаться другъ отъ друга, и эллинсъ будетъ округлый и будетъ мало 
отличаться отъ круга. По мфрБ того какъ эксцентрицитетъ будетъ увели- 
чиваться, предполагая большую ось постоянвою, Фокусы будутъ удаляться 
отъ центра, малая ось будетъ уменынаться, и ‘эллипсъ будетъ все болфе 
и боле получать сплюснутый видъ. | 

19. Найдемъ теперь уравнене эллипса. Система координатъ, опредз- 
ляемая самимъ объясненемъ эллипса, будетъ первая биполярная система. 
Ес4и положене каждой точки плоскости опредфлимъ по ихъ разстоянямъ 
отъ двухъ опредфленныхъ точекъ Г и Г’, то уравнеше эллипса будетъ 


(1) ие =аа. 


_Взявъ вторую биполярную систему, эллипсъ выразится также очень 
простымъ уравнешемъ. Означивъ черезь хи В два угла координатъ и 
черезъ 2р периметръ 2а - 2с треугольника МЕЕ”, получимъ 
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а наконецъ, ур. эллипса въ прямо- 
_ линейныхъ координатахъ. Возьмемъ оси кривой 
за оси коорлинатъ (04. 13); такъ какъ РЕ’ 
и РЕ, равны с—х ис-х, то изъ прямо- 
угольныхъ треугольниковъ ЕМР и Е!МР на- 
хоДИМъЪ 





и Ур (с— 2), = Ут 
Внеся эти величины въ ур. (1), получимъ 
(3) У у? = -- Уи? - Ее = За. 


Чтобы уничтожить здбеь корень, перенесемъ первый корень во вто- 
рую часть и 065 части уравнен!я возвысимъ въ квадратъ; тогда позучимъ 
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или, сдълавъ а 


У у? - Ее- = — сх. 


Возвысивъ_ снова Въ квадратъ, найдемъ 
(4) а?’ т (а — с #3 —47 (@ — с). 


Но. Ур. (4) тожественно съ ур. (8). оно тожественно съ четырьмя урав- 
ненями 


ие = а, и— = 24, и 924, и =, 


которыя ПОЛУЧИМЪ, когда въ ур. (3) перемвнимъ знаки у радикамовъ. Уравне- 
н1е—х— +2—=2а не имъетъ дЪйствительныхъ рёшений. Уравнен1я 1—0 = За, 
—и-Ро— 2а, полагая За > Эс, также не имфютъ дьйствительныхъ р$- 
шенй; потому что величины и и ® означаютъ разстоявя . точекъ Ки Е 
отъ точки, имфющей координатами < и у, а разность 'разстоянйй не’ мо- 
жетъ равняться величин 2а, которая больше разстояюмя @с или ЕЕ’. 
Такимъ образомъ, ограничиваясь дфйствительными р5шен!ями, можно сказать, 
что ур. (4) тожественно съ ур. (8). Такъ какъ постоянная сумма 2а 6о- 


лъе разстояния ФОкуСовъ 2С, ТО иаик положить 02 — с* = 06, и тогда 
ур. эллипса прейставится въ видь @ зу ба" == ай, 
8 ее: 
ИДИ — (5) ы=Е 
Гипербола, 


20. Гилербола есть такая кривая, в5 которой разность разстоя- 
нй каждой ея точки от 067 опредъленныхь точекз есть величина 
постоянная. Эти двЪ опред Бленныя точки называются фокусами гиперболы. 

Гиперболу можно легко построить по 
точкамъ. На прямой Е’К (464%. 14) отложимъ 
линню К’К, равную постоянной разности. . | в 
Изъ фокуса К” какъ центра, разными раду- | < 
сами опишемъ круги. Пуеть О будетъ точка, 
вВЪ которой одинъ изъ такихъ круговъ пере- 
сЪкаетъ прямую Е’Е;изъ хокусаК, какъ цен- 
тра, рад!усомъ,равнымъ КО, опишемъ другой 
кругъ. Этотъ пересёчетъ. первый въ двухъ. 
точкахь М и М’, которыя будутъ точками = | 
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гиперболы, потому что разность разстоявй МЕ’и МЕ точки М отъ 
двухъ Фокусовъ равна разности двухъ рамусовъ Е’) и КО, т. е. 
данной длин Е’К. Новторимъ то же самое построене для каждаго круга, 
описаннаго изъ Фокуса Е”, какъ центра; когда получимъ большое число 
подобныхъ точекъ, то соединивъ вс эти точки непрерывною лишею, по- 
лучимъ дугу гиперболы МАМ’. 

Гипербола состоитъ изъ двухъ неопредфленныхъ в$твей МАМ”, МА/М”; 
для первой разстояте МК менъе МЕ”, для второй, ваоборотъ, разетоя- 
не МК болфе МЕ’. Вторую вЪтвь получимъ точно такъ же, какъ и первую, 
откладывая на прямой КЕ’ линю ЕК’, равную постоянной разности, и 
описывая изъ Фокуса К, какъ центра, кругъ произвольнымъ радтусомъ 
ЕО, а изъ Фокуса Е’, какъ центра, радлусомъ, равнымъ ЕО), другой кругъ. 

Если чрезъ За назовемъ постоянную разность и черезъ Эс разстоя- 
не РЕ’ Фокусовъ, то, чтобы получить кривую, необходимо, чтобы За 
было мензе 2с. Означимъ черезъ” х | а больший радтусъ: тогда мёньший 
будетъ х — а; круги пересфкутся тогда, когда сумма 2= рамусовъ будетъ 
больше 2с. Такимъ образомъ ббльший рамусъ долженъ быть болъе с- а 
меньший долженъ быть боле с— а. 

21. Гиперболу можно начертить также непрерывнымъ движешемъ. 
Ноложимъ, что линейка обращается около Фокуса Г”, и что одинъ конецъь 
нитки прикрЪпленъ въ Фокус Е, а другой къ концу © линейки (фи. 15). 
Если обращая линейку, мы будемъ въ то же время двигать карандаштъ 
по линейк$, натягивая постоянно имъ нить, То 
онъ опишетъ дугу гиперболы. ДЪйствительно, 
| пусть Е’С” будетъ какое-нибудь положен!е ли- 
_ нейки; тогда карандашъ передвинется отъ СН 
къ М, и вить приметъь положеше С’ МЕ. Такъ 
‘Ккакъ разность разстояый МЕ’и МЕ не ‘измЪ- 
| нится, если мы увеличимъ ихъ на одну и ту 
ра Ох < же величину (С’М; то, слдовательно, она равна 
постоянной разности между длиною линейки 
СГЕ’ или СЕ’ и длиною витки СМЕ или СЕ. Вторую вфтвь мы по- 
лучимъ, поворачивая линейку около Фокуса Е. | 

22. Прямая КЕ’ есть ось кривой; каждую вЪтвь она раздЪаяетъ на 
двБ симметричныя части, потому что двЪ ‘точки Ми М’или Ми № 
(фиг. 14), которыя опредфляются пересъчемемъ двухъ круговъ. описан- 
ныхЪъ изъ Фокусовъ, какъ центровъ, расположены симметрично относи- 
тельно этой прямой. Точки Аи ДА’, въ которыхъ ось пересвкаетъ кри- 
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вую, называются вершинами гиперболы. Чтобы найти вершины Аи А’, 
надобно взять средины лишй КК и ЕК’. Длина оси АА’ равна посто- 
янной разности разстоян!й каждой точки ги перболы отъ обоихЪ Фокусовъ, по- 
тому что если А’Ё’ зам5нимъ равною ей АК, то увидимъ, что Е’К равно АА’. 
Гипербола имЪетъ также другую ось, которая есть перпендикуляръ ВВ’, 
возставленный изъ средины прямой АА’. Чтобы доказать это, стоитъ только 
КЪ дВумЪ вфтвямъ гиперболы приложить всф т$ суждевя, которыя мы 
сдфлали относительно эллипса ($ 15). Но вторая ось не пересъкаетъ кри- 
`вую; поэтому, первую называютъ поперечною; очевидно также, что точка О, 
средина разстоямя ЕЕ” Фокусовъ, есть центрь кривой. | 
23. Если возьмемь первую биполярную систему и означимъ черезъ 
шие разстояня какой-нибудь точки кривой отъ двухъ ФОКуСОВЪ КиРГ,, 
‚ то объ ветви кривой выразятся соотвфтственно уравнешями. 


(1) ми == 24. 


Если принять вторую биполярную систему, то уравненя вЪтвей будутъ 





© 
— ап о° — 
АВЕ а, ера». Я в 
Е "= ва В. — ста 
Тапо’ 2 та15 2 


Въ прямоугольныхъ же координатахъ, если за оси координатъ возь- 
мемъ обЪъ.оси кривой, уравнене гиперболы будетъ 


К-т = аа. 


СдЪлавъ тЪ же преобразованя, какъ въ & 19, получимъ ур. въ ЦЪломЪ 
видЪ а? р (@° — 6?) <? — а*(а” — с”), которое мы получили для эллипса. 

Это уравнеше, какъ мы замбтили, тожлественно съ четырьмя различ- 
ными уравнешами ® — % — = 2а, и-- в = = 2а, но въ дйствитель- 
ности, гакъ какъ 9% менфе Эс, два посаЪвдния ур. не имфютъ дЪйстви- 
тельныхъ ръшенй. Если положимъ с* -— а? = 0*, то ур. гиперболы при- 
метъ видъ 


} 


(9) ЗУ, 


Замфтимъ, что, принимая прямолинейную систему координатъ, объ въЪтви 
гиперболы выражаются однимъ ур. (2), между т5мъ какъ, принимая пер- 
вую биполярную систему, одна изъ вътвей выражается уравнешемъ 


‘14 . КНИГА |1. ГЛАВА И. 


„—и==За, другая ур. и —® == 28а. Надобно также, чтобы и во второй 
биполярной системЪ были два различныя уравнентя. 


Шарабола. 


2%. Парабола есть такая кривая, каждая точка которой равно 
отстоить 0ть точки, называемой фокусом, и отз прямой, называе- 
мой директрисою. 


Параболу можно легко построить по точкамъ. Пусть Е, будетъ хо- 
кусъ, 0О! {пректриса (физ. 16); проведемъ черезъ окусъ прямую ВО 
перпендикулярную къ директрис$; точка А, средина 
ЕО, есть первая точка параболы. Проведемъ рядъ 
дин й, параллельныхъ директрисЪ, на разстояняхъ, ко- 
торыя были бы больше АП. Пусть Р будетъ точка, 
въ которой одна изъ такихъ линй пересБкаетъ пря- 
мую ОВ; изъ Фокуса К радусомъ, равнымъ ОР, опи- 
шемъ кругъ, который пересзчетъ эту параллельную 
лин!ю въ двухт точкахъ М и М’; эти точки будутъ 
точками параболы, потому что перпендикуляръ МЕ’, 
опущенный изъ точки М на директрису, равенъ ОР, 
и, слфдовательно, ралусу МЕ; итакъ точка М, равно удаленная 
отъ Фокуса и отъ директрисы, есть точка параболы. СдФлавъ по- 
лобное же построеше для каждой параллельной линш, получимъ рядъ 
точекъ, и потомъ соединимъ ихъ одною непрерывною лишею. 

Прямая ОВ, проведенная черезъ фокусъ перпендикулярно къ дирек- 
трисф, есть ось параболы. Дъйствительно хорда ММ’, по построеню, 
перпендикулярна къ ОВ и въ точк$ Р она дЪлится пополамъ. Слфдовательно, 
если верхнюю часть параболы, повернувъ около прямой ОВ, наложимъ на 
другую, то прямая РМ совпалетъ съ РМ’, а точка М съ М’. Такъ какъ 
это будетъ справедливо для каждыхъ двухъ точекъ, то очевидно, что верх- 
няя часть совершенно совпадеть съ нижнею; бльдовательно, прямая ОВ 
есть 06% параболы. Точка А, средина ЕП) есть вершина параболы. 

Нарабола не представляется сомкнутою кривою, какъ эллиисъ; она, на- 
противъ, состоитъ изъ двухъ вЪфтвей, которыя простираются неопред$- 
ленно. РазмЪры параболы зависятъ отъ разетояня фокуса отъ директрисы, 
которое называется хараметромз параболы. Когда это разстоян!е очень 
мало, тогда 00$ вЪтви. параболы будутъ очень близки другъ къ другу; 


Фиг. 16, 
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когда же параметръ булетъ увеличиваться, объ вЪтви будутъ расходиться, 
и парабола будетъ дФлаться боле и болфе отверстою. 

25. Параболу можно также начертить непрерывнымъ движешемъ. ‚ При- 
ложимъ линейку къ директрис$ ОО’ (физ. 171); къ линейкь приложимъ 
треугольникьъ @НК; къ вершин$ его (С прикрвпимъ. | 


3 _ Фиг. 14. 
однимъ концемъ вить, равную сторон © треугольника, | 
другой же конецъ прикрЗпимъ въ ФокусЪ; натявувъ нить го’ 
карандашемъ и двигая треугольникъ вдоль линейки, а | Г 


карандашъ въ то же время вдоль треугольника, мы опи-` 
шемъ дугу параболы. Въ самомъ дзлБ пусть М будетъ 
точка, въ которой будетъ находиться карандаш, когда 
треугольникъ занимаетъ. положеше @НК; такъ какъ длина 
нитки или зоманая лия СМ -Р МЕ равна сторонё @Н 
треугольника, то разстояме МЕ равно МН, а слЪдова- 
тельно, точка М принадлежитъ параболб. | 

26. Опредфлене параболы указываетъ намъ на такую систему коор- 
динатъ, ‹о которой мы еще не говорили. Какую- 
нибудь точку М плоскости можно опредФаить по- 
мощю ея разстоянй МЕ и МЕ отъ Фокуса Ки р 
отъ директрисы ОО’ (4. 18). Точка М опредф- += 
ляется пересфченемъ круга, описаннаго изъ фокуса, 
какъ центра, съ прямою, параллельною директрисЪ. = 
Если черезъ м и © назовемъ координаты точки М, в 
то ур. параболы относительно этой системы будетъ 


Возьмемъ теперь вершину А параболы за начало прямолинейныхь 
координатъ, ось АХ параболы за ось х-овъ, а перпендикуляръ АУ за 
ось у-овъ. Означивъ ‘черезъь р разстояшя ЕО Фокуса отъ директрисы, 





Фиг. 18. 





ы------—- М8 


получимъ -. = _ 
< у К а. р 
ф = АР + Ар =#--%, и = \ У (=— 2)”, 


И ур. параболы будетъ 





Уи у - в 5) 
ИЛИ 


@) у ра 
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27. Прежде, нежели `пойдемъ далфе, опредвлимъ понят1е о касатель- 
ной, проведенной къ какой-нибудь кривой. Въ элементарной геометрии 
касательною къ кругу обыкновенно. называется безконечная прямая, кото- 
рая съ окружностью имфетъ только одну 
общую точку; но такое опредфлене не 

——_—_———_—_—_———"  составляетъ общаго понятия о касательной; 

д >. | о и поэтому касательную надо опредзлить иначе. 

_^ Пусть М сбудетъ данная точка кривой 
(фи. 19); черезъ эту точку и точку М’, близкую къ ней, проведемъ 
неопредЪленную прямую. Представимъ себЪ теперь, что точка М’ неопре- 
дфленно приближается къ точкЪ М; тогда ирямая ' ММ’ будетъ при- 
ближаться къ предфльному положетю МТ. Эта прямая МТ и вазы- 
вается касательною къ кривой въ точкЪ М. 

Изъ этого опредзлен!я видно, что касательная къ 
кругу въ точкв М перпендикулярна къ ралусу ОМ; 
потому что вь равнобедренномъ треугольникв МОМ!’ 


— ОЕ чо | 9 
| о (физ. 19°) уголь ОММ!’ равенъ прямому углу безъ 
половины Центральнаго угла МОМ”; саЪфдовательно, 


Фиг. 19. 


Фиг. 19а. 


а 


когда точка М’ неопредфленно приближается къ точк$ 
М, уголъ при центр приближается къ ыы а 
уголь ОММ” обращается въ прямой. 


гоклеез. 
Фиг. 50. Жнссоида Жокл 
т 98. Даны кругъ, маметрь АВ и касательная 
' ГЕ ВС къ концу этого д1аметра (0%. 20). Если изъ. 

| | т 
Е точки А ипроведемъ сЪкущую АЕ и на ней отложимъ 
] } 
И * 


оть точки А линю АМ, равную отрфзку РЕ сфку- 
щей, заключающемуся между кругомъ и касатель- 
ною, то геометрическое мвсто точки М будетъ кри: 
вая, которая называется 4%сс0и0ою. 

Если сЪкушую АЕ мы будемъ поворачивать 
около точки А по направленю отъ АХ къ пер- 
пендикуляру АУ, то отрфзокъ РЕ, а сафдовательно, 
и АМ булутъ неопредфленно увеличиваться; точка же 
ве М опишетъ вътвь безконечной кривой АММ.. Еели 
ет же мы будемъ обращать сфкущую въ другую сто- 


-х 
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рону оть АХ, тогда, очевидно, получимъ вторую вЪтвь,’ равную 
первой. 

Прямая АВ есть ось кривой, потому что объ вЪтви расположены сим- 
метрично относительно этой прямой. 

Касательная, проведенная къ двумъ вЪтвямъ въ точкф А, совнадаетъ 
съ осью. Дъйствительно, если сфкущая АМ будетъ вращаться около 
точки А такимъ образомъ, чтобы хорда АМ или ПЕ обратилась въ нуль, 
то она будетъ приближаться къ предфльному положеню АВ; слфдовательно, 
АВ есть касательная въ точкф А. Точка А называется точкою возврата. 

Очевидно также, что двЪ вЪтви кривой неопредЪленно приближаются КЪ 
прямой СС/. Дъйствительно, разсмотримъ сЪкущую въ положени АЕ’. 
Вычитая изъ нея поперем$нно дв$ равныя лини АМ’и ПЕ’, полу- 
чимь М’Е” = АГ’. Такъ какъ хорда АР’ при обращени сЪкущей все 
боле и болЪе уменьшается и приближается къ нулю, то и лимя М’Е’ 
муде адакже уменьшаться и приближаться къ нулю, а слФдоват., и пер- 
пендикуауь. М'Н. Эта прямая СС’, къ которой неопредфленно прибли- 
жретей. кривая, называется асимитотою. 

Циссоид$ была найдена греческимъ геометромъ Дюклесомъ, для рфше- 
н}я задачи 0 построеви двухъ среднихъ пропорцюнальныхъ между двумя 

ДАННЫМИ ДИН1ЯМи. 
ва. 55. Найдемъ теперь ур. циссоиды въ нолярныхъ Фиг. 21. 
"фоординакахь Возьмемъ точку А за полюсъ, а пря- 
мую АЗ, ‘за полярную’ ось. Означимъ черезъ а 
даме ра“ даннаго круга, черезъ р и ® координаты. 
-нибудь точки М кривой (4%. 21). Изъ прямо- 
угольныхъ треугольниковъ АВЕ, АВП получимъ 





а 
АЕ —=——., АР —= а е08ь; 








08 0 
Ц @ ЗП. 
откуда р — РЕ —= АЕ — А) — — — асе0з в ЦА 
у С05 6 `` 608 ф.: 


Такимъ образомъ циссоида въ полярныхъ коор, ната выражается урав- 
ненемъ 


аз * в 


(1) Р — 608 ° 





Теперь найдемъ ея ур. въ прямолинейныхъ координатахъ. Точку А 
возьмемъ за начало координатъ, прямую АВ за ось 1-овъ, а перпендику- 
ляръ за ось у-овъ. Изъ прямоугольнаго треугольника МАР мы имфемъ 


Брю и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. о 
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НВА : 1—9 э. 
д — 2.608 ®, У = раш о, р’ =? у; 
т з 
если въ ур. (1) 08 х ЗАМБЬНИМЪ ЧР Ш 6 черезъ У ‚ ТО ПОЛучимъ 
| о 


2* д —= а\*; потомъ 0? замфнимъ черезъ 47 -- у?; тогда мы получимъ ур. 
циссоиды въ прямолинейныхъ координатахъ: 


(2) у а—* —®=0. 


30. Построимъ теперь циссоиду, видъ который мы уже нашли геомет- 


рическимъ путемъ, по ея уравненшю, выражевному въ прямолинейныхъ 
координатахъ. 


Р+шивЪ это ур. относительно у, получимъ 





О р. 


а—т` 


Такъ какъ ордината имфетъ дЪйствительныя величины только при тхъ 
величинахъ абсциссы, которыя заключаются между 0 и а, то, сл$д., вся 
‘кривая расположена между осью уУ-овъ и лишею СО’, параллельною этой 
оси и проведенною отъ нея на разстоящи а (физ. 20). Когда д возра: 
стаетъ отъ 0 до а, числовая величина у увеличивается отъ О до ©; 
отсюда видимъ, что вЪтвь кривой, проходя черезъ начало А, простирается 
въ безконечность. При этомъ изм5неши х, разстояше М’Н. = а — х точки 
кривой отъ прямой ВС будетъ приближаться къ нулю; изъ чего мы з3з- 
ктючаемъ, что прямая ВС есть асимптота кривой. Такъ какъ каждой вели- 
чин 2 соотвЪътствуютъ лв$ величины 4/, равныя и съ обратными знаками, 
то кривая состоитъ изъ двухъ вЪтвей, расположенныхъ симметрично отно- 
сительно оси АХ. 


Стро-роида. 


31. Данъ въ плоскости прямой уголь УОХ (фи. 22) и опредфаенная 
точка А на одной изъ его сторонъ; черезъ эту точку проводимъ какую- 
нибуль прямую. 'АП), которая пересЪчетъ сторону ОУ въ точку У), и на 
этой прямой» в606Ъ стороны отъ точки 0) отложимъ лини ОМ и ПМ, 
равныя ОТ: тебметрическое мзсто точекъ Ми Ми будетъ строфоида. | 

Когда прямая АШ находится въ положени ЛО, тогда 06$ точки М 
и № сливаются съ О. Если отсюда эта прямая будетъ поворачиватьея 
такъ, что точка о булетъ полниматься ло ОУ, то ОО будетъ ‚увеличи- 
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ваться, и при этомъ,` очевидно, точка М№ опишетъ вЪтвь безконечной 


кривой ОМ. 
Что же касается точки М, то она при такомъ обращени линши АП 


будетъ болфе и болБе приближаться къ точк$ А. Дъйствительно, точки 
М и М мы получимъ, описавъ кругъ изъ точки 


О, какъ центра, радгусомъ равнымъ ОО; когда ре 9 
точка 0) будетъ безконечно подниматься, тогда м * к 
дуга круга ОМ будетъ сливаться съ прямой 

ОА, а точка М совпадетъ съ А. По другой в \ 

сторон$ оси ОХ, очевидно, будетъ симме- 2% | 


тричная часть. 
Точка О, ‘черезъ которую проходятъ об6 х в чак: МИНИ 
вфтви кривой, называется кратною точкою. = 
Касательныя, проведенныя въ этой точкЪ къ ь 
двумъ вЪФтвямъ кривой, сливаются съ биссек- 
трисами прямыхъ угловъ УОХ, УОХ’. ДЪй- 
ствительно, уголь ОЛЕ, какъ внфшний уголъ рав- =’ 
нобедреннаго треугольника ПОМ; равенъ сумм$ двухъ внутреннихъ угловт, 
ему несмежныхъ,„ то есть равенъ двойному углу РОМ; точно также уголъ 
ОЛА равенъ двойному углу ДОМ. Поэтому ‚ когда прямую АО будемъ при- 
ближать къ АО, тупой уголь ООЕ будетъ уменьшаться и приближаться къ 
прямому ут, половина угла УОМ будетъ также уменьшаться и прибаи- 


острый же уголь ОДА будетъ увеличиваться и ‘прибли- 


У К 


жаться КЪ _. 


жаться къ прямому углу; половина угла УОМ будетъ увеличиваться и при- 


. | 
ближаться также къ. Сверхъ того замвтимъ, что прямыя ОМ и ОМ 


взаимно перпендикулярны. Кром того видно, что дуга ОМА. расположена 
внизу своей касательной, между тЪмъ какъ дуга ОМ вверху. 

Касательная въ вершин$ А перпендикулярна къ оси ОХ, потому 
что, когда точка 0) неопредФленно поднимается, хорда АМ становится пер- 
пендикулярною къ ОХ. 

На продолжеши АО возьмемъ ОС; — ОА и изъ точки _ + возставимт 
перпендикуляръ Н'Н; эта прямая будетъ асимптотою двухъ безконечныхъ 
вътвей кривой; потому что разстояне МЕ, равное АМ, приближается 
КЪ нупо. | ` 

32. Найдемъ уравнеше этой кривой въ полярныхъ координатах?ъ. 
Возьмемъ точку О за полюсъ, а прямую ОА за полярную ось; тогда 


координаты точки М будутъ: о = ОМ, о = МОА. Въ равнобедренномъ 
ах 
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Га 


треугольник ОМ каждый изъ угловъ ОМ, ОМО равенъ = — ®, а 


с 


\ 


х 


уголь ООМ равенъ 2 ®; уголь ОАМ, какъ дополнительный предъидущаго, 


равенъ 5 — 2®. Если чрезъ я означимъ линю ОА, то изъ треуголь- 


ника ОМА получимъ 


. #л х 
би 
` 9 | ; 


—————ы——ы—ы— 


_ 


аш (2 $ " 
Ш 2 = © 


. 
а 


откуда 
а с08 2 в , 
1 —_-—_ 
Р С0В 6) 
Координаты точки М удовлетворяютъ этому же уравненю. 
НайдемЪъ теперь ур. этой же кривой въ прямолинейныхъ координатахъ, 
взявъ за оси двф прямыя ОХ и ОУ. Если въ предъидущемъ уравневши, 
представленномъ въ вид рс08 ® — а (608? о — 3т" о), 08 о и зто 


о 
< о 
2 


2* -- у” вмъето р?, получимъ ур. третьей степени. 
(2) 2 (12° у) — а (2? — у) =0. 


33. Построимъ теперь строФоиду по ея уравненйю, выраженному въ 
прямолинейныхъ координатахъ. Рёшивъ ур. (2) относительно у, получимъ 


м 
зам5вимъ ихъ величинами — и-^ то получимъ 22” — а (17 — 4*); внеся 


Ия—л 


у езеенеонняй БЕ ета С 
у ’ а-х 


Ордината у будетъ дъиствительною величиною тогда, когда подкорен- 
ная величина будетъ положительна. Поэтому если 5-у.будемъ давать 
величины положительныя, То дробь будетъ положительная, когда числи- 
тель будетъ положительный; а для этого х долженъ быть мене а. Ёсли 
х-у будемъ давать отрицательныя величины, то дробь будетъ положительною, 
когда знаменатель будетъ положительный; а для этого необходимо, чтобы 
абсолютная величина 2 была меньше а. Такимъ обризомъ абсцисса можетъ 
измфняться только отъ-—а до-а; слБдоват., если въ обЪ стороны отъ на- 
чала координатъ по оси х-овъ отложимъ лини ОА и ОС, равныяа, и 
если черезъ точки С и А проведемъ лини Н’Н, КК’, параллельныя оси 
/-овЪъ, то вся кривая будетъ заключаться между этими двумя параллель- 
ными; о вилЪ же кривой можно судить по измвненю Функши. 
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Ср 
у 


ый 
ах 





и=#\ 


Когда 2 измЪняется ость О до а, У получаетъ конечныя величины; при 
х == 0, а также при х —= а, у обращается въ нуль; это показываетъ; что 
взтвь ОМА кривой проходитъ черезъ точку О и примыкаетъ въ точк® 
А. Когда д измБняется отъ О до—@, то ордината у будетъ отрицательная 
и измъняется отъ О до—оо; это показываетъ, что другая вЪтвь ОМ' идетъ 
отъ начала въ безконечность, приближаясь болфе и болБе`къ прямой НН, 
которая есть ея асимптота; эта вЗтвь составляетъ продолжене вътви АОМ. 

Перемзнивъ знакъ радикала, получимъ вътвь АМ'ОМ, симметричную 
первой относительно оси 5-овъ. 


Шаскалева улитка. 


34. Черезь точку А, взятую на кругё, проводимъ какую-нибудь 
сЪкущую АД и: на ней по обЪ стороны точки 0), въ которой она пере- 
съкаетъ кругъ, откладываемь лини ОМ и ОМ постоянной величины; 
геометрическое мЪсто точекъ М и М будетъ кривая, которая называется 
улиткой Паскаля. 

Чтобы получить всю кривую, положимъ, что радлусъ векторъ сперва 
совпадаеть съ даметромъ АВ круга, а потомъ поворачивается въ ту или 
ъ другую сторону на прямой уголь. Мы получимъ также ц$лую кривую, 
когда радусъ векторъ совершитъ полный оборотъ, и когда по его направ- 
леншю отъ точки, въ которой онъ или его продолженте пересзкаетъ кругъ, 
будемъ откладывать постоянную длину. Кривая будетъ имфть три различ- 
ные вида, смотря потому, будетъ ли постоянная двина @ больше, равна 
или меньше д!аметра 6 круга, 

1) Разсмотримъ прежде тотъ случай, 
когда @& болфе 6. Когда радиусъ совпадаетъ 
съ АВ, тогда отъ точки В на этомъ ра- х.— 


дусв надо откладывать линю ВС, равную - 
а; и мы получимъ точку С кривой (фиг. 


Фиг. 23. 


23). Когда радусъ повернется около точки 
А и придеть въ положеше АЙ, мы по- 
лучимъ точку М. Когда же онъ повер- 


нется на прямой уголъ, точка- Г) придетъ 
въ А, точка М въ М’. Придя въ поло- 
жене АО’, радтусъ своимъ продолженемъ 


пересфчетъ ‚кругъ въ 1),; оть этой точки 





| 
№ 
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О, надо въ прежнемъ же направлене АТ)’ отложить линию 0,М., равную д. 
Когда радтусъ повернется на два прямые угла, т. е. придетъ въ 
нположене АХ’, точка 0, придетъ въ В, а точка М, въ Н; такимъ обра- 
зомъ получимъ дугу М’М.Н, которая составляетъ продолжене первой и 
которая также находится внЪ круга. Переходя изъ положешя ‘АХ’ и 
повернувшись еще на два прямые угла, рамусъ снова приходить въ 
начальное положене АХ, а движущаяся точка опишетъ дугу Н№’С, 
симметричную дугв @НМ относительно прямой Х’Х. Такимъ образомъ 
точка непрерывнымъ длвижешемъ описываетъ цфлую кривую. 

2) Положимъ теперь, что постоянная длина 4 равна 6. Когда радусъ 
векторъ повернется на два прямые угла отъ своего первоначальнаго 
положешя АХ, точка М опишетъ дугу СММ’А (фи. 24), которая окан- 
чивается въ точкз А. Касательная, проведенная въ точкь А, есть прямая 
АХ, которая есть предБль свкущей АМ,. Точка А.есть точка возврата. 


Фиг. 24. Фиг. 95. 





3) Разсмотримъ, наконецъ, случай, когда а менъе 6. Нри обращени 
рад1уса вектора на прямой уголъ отъ его первоначальнаго положения АХ, 
точка М опишетъ дугу ОММ’ (фи. 25). Когда потомъ рамусъ займетъ 
положеше АО’, точка Г) придеть въ ПО,, точка М въ М!. Занявъ 
такое положеше АП”, въ которомъ хорда П.А будетъ равна а, точка М, 
придетъ въ А, а кривая будетъ касаться прямой АО". При дальнЪй- 
шемъ вращеши, хорда П.А становится боле а, и если возьмемъ линио 
О,М., равную а, то получимъ точку М, внутри круга. Наконецъ, когда 
радтусъ придетъ въ положене АХ”; точка М, приходитъ въ Н. Такимъ 
образомъ внфшняя дуга ОМ’А составляетъ продолжение внутренней дуги 
 АМ.Н. Вращая въ другую сторону, получимъ дугу НМАМ!С, симмет- 
ричную первой относительно прямой Х’Х, и которая дополняетъ кривую. 
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35. Найдемъ ур. этой кривой въ полярныхъ координатахъ. Возьмемъ 
точку А за полюсъ, а прямую АХ за полярную ось. Назовемъ чрезъ 
 уголъ, образуемый направленемъ радуса съ направлешемъ АХ. Когда 
этотъ радусъ пересЪкаетъ кругъ, какъ напримьръ, въ положени АО, 
тогда изъ прямоугольнаго треугольника АШЗВ находимъ АО = В соз в, 
и слдовательно, 


р = ОМ -- АВ = а- В еоз®.. 


Когда же кругъ пересфкается продолжешемъ радпуса, какъ, напримфръ, въ 
положени АО’, тогда ‘уголь « будетъ уголъ ХАШО’; въ этомъ случаЪ 
изъ прямоугольнаго треугольника ВАО, находимь ),А —= — 6 с08 в, и 
сл$довательно, 


р =2,М, — О.А =а + $ сов. 


Когда рад1усъ находится въ положени АП”” (Фиг. 25), тогда длина радуса 
вектора откладывается не по направленю этого радуса, но по противо- 
положному направленю; въ этомъ случаЪ радгусъ векторъ слБдуетъ раз- 
сматривать какъ отрицательный, и мы получимъ 


Такимъ образомъ, во всЪхъ случаяхъ кривая выражается уравнешемъ 


() р —=а- 6 со8 в. 


Въ прямолинейныхъ координатахъ, если точку А возьмемъ за начало, 
дламетрь АВ за ось х-овъ, перпендикуляръ за ось У-овъ, ур. кривой 
будетъ 


(2) (23 -- у? — 6) — а? (2? - У), 
которое получим изъ ур. (1), замвнивъ въ немъь 0$ ® чрезъ : и р 


чрезъ 2? -- 9? ($ 29) и возвысивъ обф части въ квадратъ для унич- 
тоженя радикала. 

36. Эту же кривую мы получимъ еще слфдующимъ образомъ. Данъ 
кругь СН и опредфленная точка А; представимъ себЪ, что касательная 
СМ двигается по кругу, и изъ точки А опущенъ перпендикуляръ АМ 
на эту касательную (4. 26); найти геометрическое мЪето точки М. 

ЗаЪсь надобно разсматривать три случая, такъ какъ точка А можетъ 
находиться внутри круга, на немъ и вн его. Положимъ, напримзръ, что 
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точка А находится вн круга. Когда касательная касается круга въ. 
точк С, тогда перпендикуляръ, опущенный изъ точки А, совпадаетъ съ 
маметромъ АС, и точка С будетъ точка искомой кривой. Когда касатель- 
ная будетъ перемфщаться по четверти круга 


м СС”, точка М опишетъ дугу кривой @ММ". 

т Потомъ касательная наклоняется до положеня 

Е. ов ИН СИА, и мы получимъ дугу М’А кривой. При 
\ 17 ,е движен!и касательной по С"Н, основаше пер- 
у и _—\ пендикуляра будетъ находиться подъ д1аметромъ, 
я я Я и мы получимъ дугу АМН кривой. До сихъ 
———< ей поръ мы обращали касательную по полу- 
ве. окружности СС’М; обращая теперь по ниж- 


ни полуокружности, получимъ часть симме- 
тричную первой. 
37. Легко построить геометрически касательную въ какой-нибудь точк$ 
М кривой (444. 27). Пусть СМ и С’М’ будутъ двЪ близюя, касательныя про- 
веденныя къ кругу; [. точка ихъ пересвченя, АМ и АМ’ перпендикуляры, 
опущенные изъ точки А на эти касательныя. 
Такъ какъ окружность, описанная на АГ,, какъ 
на д1аметрв, проходитъ черезъ дв точки М, 
то сфкущая ММ’ кривой будетъ также с$- 
кущею этого круга. Если теперь положимъ, 
что точка С” безпредвльно приближается къ точк$ 
С, то точка М” будетъ приближаться къ точкЪ 
М; тогда дпаметръ АГ, совпадетъ съ АС, а с5- 
кущая ММ” сдълается касательною въ М кругу, 
описанному на д1аметрь АС. Такимъ образомъ, соединивъ точку М съ сре- 
диною ОР прямой АС и проведя перпендикуляръ МТ къ ОМ, получимъ 
касательную къ кругу въ точкъ М. Касательныя, проведенныя въ двойной‘ 
точкф А (4%. 26) къ двумъ вЪтвямъ кривой, проходящимъ черезъ эту 
точку, соотвътственно перпендикулярны КЪ такимъ касательнымъ, какЪъ 
АС", проведеннымъ изъ этой точки къ данному кругу. 
амЪтимъ, что геометрическое построене касательной останется то же, 
если мы будемъ разсматривать геометрическое мВсто основания перпенди- 


куляра, опушеннаго изъ данной точки на ие провеленную къ 
какой-нибудь кривой. 


Фиг. 27. 
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Найдемъ ур. этой кривой въ полярныхъ координатахъ. Возьмемъ точку 
А. за иолюсъ, даметрь АС за полярную ось (44. 96); чрезъ @& озна- 
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чимъ радлусъ ВС даннаго круга и черезъ В разстояше АВ. Если черезъ 
центръ В круга проведемъ ВПО параллельно СМ, то получимъ. 


р = АР - ОМ = в08 ® а. 


Это ур. есть то же, что ур. (1); откуда заключаемъ, что обф кривыя_ 
тождественны. 

Впрочемъ, это тождество легко вывести геометрически. Такъ какъ уголъ 
Г есть прямой, то геометрическое мзсто точки 0) есть кругъ, описанный 
на АВ, какъ на даметрв; слБдоват., точку М получимъ продолжая хорду. 
АЛ на постоянную величину ОМ, равную ВС. 


четьырехлепестный вЪичикуъ. 


38. Даны двЪф взаимно перпендикуларныя лини ОХ, ОУ, по кото- 
рымъ двигается конецъ прямой Р©), постоянной величины; изъ точки О 
опускаемъ перпендикуляръ ОМ на 
эту прямую: найти геометрическое 
мфето точки М (4. 28). 

Когда прямая Р©) совпадаетъ съ 
ОУ, точка М находится въ О, и 
перпендикуляръ ОМ совпадаетъ съ 
ОХ; слъдоват., касательная въ О къ 
дугв ОМ совпадаетъ съ ОХ. Точка 
Г, средина РФ, описываетъ кругъ, 
центръ котораго есть О, а радусъ 
равенъ а, означая чрезъ да поетоян- 
ную длину Р©. Такъ какъ периен- 
дикуляръ ОМ меныле косвенной ОТ, 
то разстояме ОМ будетъ наибольшее, 29 
когда прямая Р©) будетъ перпен- 
дикулярна къ биссектрисв ОА. 

При дальнъйшемъ своемъ движевши, прямая пройдетъ черезъ положе- 
не @'Р’, симметричное РС) относительно биссектрисы ОА, и мы полу- 
чимъ дугу АМ'О, ‘симметричную лугь ОМА. Такую кривую мы полу- 
чимъ въ каждомъ изъ четырехъ прямыхъ угловъ. Такимъ образомъ кри- 
вая имфетъ ченихре оси, изъ которыхъ дв суть данныя прямыя ОХ, 
ОУ, а дв друмя биссектрисы ОА, ОВ. Точка О есть ченирз кривой. 


Фиг. 38. 
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Если точку О возьмемъ за полюсъ, а ОХ за полярную ось, то изъ 
прямоугольныхъ треугольниковъ ОМР, ОР получимъ 


© — ОР с08 ®, ОР = Заз ь; 


слЪдовательно, 
(1) р=а эт 2. 


Въ прямолинейныхъ координатахъ эта кривая выразится уравнешемъ 
шестой степени | 


_ (2) (2 у?) — 41 ту = 0. 


ГЛАВА Ш. 


Объ однородности. 


39. Опредъленя. Функшя } (а, 65, с,...) называется однородною . 
относительно буквъ а, 6, с,.... тогда, когда, замфнивъ въ ней а чрезъ 


Ка, 6 чрезъ Ёб...., получимъ 


У ба, &0,...)= 7 (а; був...) 
_ГАВ показатель 72 называется степенью однородной Фхункщи. 


Таковы, наприм$ръ, хункщи 


а 
а106 ас а? — 6 


С. в с и 
а? -- 2а6 о БУс У а, а + Иа 


) 


степень первой есть 2, степень второй есть ы степень третьей 0, че- 
твертой — 2. " 

Очевидно: 

1-е — Что сумма или разность двухъ однородныхъ хункшщй одной и той › 
же степени есть однородная Функщя одинаковой степени съ данными 
ФУНКЩЯМИ. 

2-е — Что произведене н®сколькихъ однородныхъ фФункщй какихъ-ни- а 
будь степеней есть хункшя однородная, степень которой равна суммБ сте- 
пеней данныхъ Функций. 

3-е — Что частное двухъ однородныхъ хункщй есть однородная ФУНКЦ!Я, 1 
степень которой равна разности степеней длимаго и дФлителя. 
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4-е — Что степень однородной Функщи есть однородная Функщя, сте- 
пень которой есть произведене степени данной Функщи не показателя 
степени. | 

5-е — Что корень изъ однородной Фхункщи есть однородная Функция, 
_ степень которой равна степени данной хункщи, раздЪленной на показателя 
корня. 

6-е — Что трансцендентная Функщя отъ. однородной хункщи нулевой 
степени есть сама Функшя однородная и нулевой степени. Напр., хункци 


Уз -Р 6? 
Ш ея) [05 ео 


суть однородныя ий нулевой степени; потому что если а и 6 замфнимъ 
черезъ Ка и Аб, то буква & подъ трансцендентнымъ знакомъ исчезаетъ, 
а множитель А° можно поставить впереди. Но если величина, стоящая 
подъ трансцендентнымъ знакомъ, хотя бы. она была однородна, не будетъ 
нулевой степени, то букву Ё нельзя будетъ’ поставить множителемъ передъ 
‚ трансцендентнымъ знакомъ, и хункщя не будетъ роннии Напр., Функщя 
$10 @ВУ& 6с) не однородна. 

Если одночленъ будетъ ращональнымъ и цфлымъ относительно буквъ 
а, 0, с,..., то степенью одночлена относительно одной буквы назы- 
вается показатель этой буквы въ одночленз; степенью одночлена отно- 
сительно н5сколькихъ буквъ называется сумма показателей этихъ буквъ. 
Такъ какъ одночленъ всегда есть однородная Функщя, степень которой 
равна степени одночлена, то сумма н$®еколькихъ одночленовъ одной и 
той же степени есть многочленъ однородный той же степени. Напр. , много- 


членъ 


а — 4а*6 -|- 546° — 263 


есть однородная Функшя третьей степени относительно буквЪ диф. 

40. Когда ищутъ соотношенй, которыя существуютъ- между различ- 
ными лишями А, В, С,... Фигуры, измраютъ эти линш произволь-. 
ною единицею, которая ини не обозначается и остается совершенно 


произвольною. . Означимъ черезъ а, 6, с,... числа, выражающия мЪры 
дин! Фигуры, и положимъ, что мы нашли между этими числами соотношен!е 


(1) 7 (а, 6, с, ...) =0. 


_ Такъ какъ разсужденя, посредетвомъ которыхъ мы получили это со- 
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отношение, не зависятъ отъ единицы длины, то, очевидно, что это отно- 
шене должно существовать при всякой единиц. Назовемъ чрезъ «, В, у, ... 
частныя величины а, 6, с,... при первой единицЪ; черезъ «!, В’, у’, ... 


величина тЪхъ же количествъ при другой единицз; эти два ряда чиселъ 
удовлетворяютъ уравненямъ 


Ор № 50 
ЗВ У, ...) = 0. 


Но когда перемвняемъ единицу, то числа измфняются пропорцтонально, 


такъ.что если черезъ Ё означимъ отношене первой единицы къ второй, 
то получимъ 


откуда 
х!’ = Их, В! — АВ, у чеку. ... 


Внеся это въ ур. (3), получимъ 
| (4) Х (#=, №8, К...) =0. 


Положимъ, что первая единица остается неизмвняемою, вторая измФняется, 
тогда ©, В, 7, . . будутъ числа постоянныя, К число и, и Ур. 
(4) должно вых справедливо для всякаго числа Д. 

Такимъ образомъ: если ур. (1) будеть справедливо, козда в5 немз 
буквы а, 6, с,... замънимь числами а, В, 7..., то оно будеть также 
справедливо и тода, коза в5 нем эти же буквы замънимь через 
Ко, КВ, Ку ..., какое бы ни было число Ё. 

41. Предъидущее условте, очевидно, удовлетворяется тогда, когда пер- 


вая часть ур. (1) есть функтшя однородная относительно буквъ а, 6, с....; 
потому что тогда 


га (>, КВ. Ку, .) — а (=, В, Я 
если выражене }. (=, В, 7,...) равно нулю, то Х (№, КВ, Ку,...), будетъ 


также равно нулю для всякаго К. 

Теперь докажемъ наоборотъ, что однородность должна существовать. 
ограничиваясь алгебраическими уравненями, представленными вЪ Ц$- 
_ ЛОМЪ ВИДЪ. | 


Цоложимъ, что } (а; 6, с....) есть цфлый многочленъ; если всЪ члены 
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его не будутъ одинаковой степени, то члены одинаковыхъ степеней соеди- 
нимъ въ одну группу. Назовемъ черезъ ф (а, 6, с,...) совокупность чае- 
новъ, которые будутъ имфть самую высшую степень 2%, чрезъ ф (а, 6, с,...) 
совокупность членовъ 7-ой степени и т. д.; тогда ур. (4) обратится въ 


КФ (а, В, 7, ры КФ (м, В, у...) ... = 


Чтобы это ур. было справедливо для всякаго К, необходимо, чтобы 


ф (, В, 7, :.. РО, ФВ, у, Осы 


Такъ какъ единица мЪры, къ которой относятся числа а, 8, 5,... про- 
извольна, то между лишями Фигуры получимъ олнородныя отношеня 


ф (а, 0, с,...) =0, 4 (@,6, о Ма: 


Слфдовательно, если ур. (1) не однородно, то оно разоъляется на 
нъсколько отдъльныхь однородных уравнений. 

42. Можетъ случиться, что неоднородное ур. будетъ удовлетворено 
когда выберемъ частную единицу, хотя части, изъ которыхъ состоитъ 
уравнене, не будутъ отдъльно равны нулю; но тогда, если перемфнимъ еди- 
ницу, уравневше не удовлетворится. 

Объяснимъ это на примЪръ. 

Опредфлимъ размфры такого цилиндра, поверхность котораго была бы 
одинакова съ поверхностно шара даннаго радлуса А; а его объемъ былъ 
бы равенъ объему шара радуеса В. 

Пусть Х будетъ радусъ, а У высота цилиндра; назовемъ ‚ черезъ а, 6, 
д, у мъры линй А, В, Х, У, относительно какой-нибудь едьницы. Неиз- 
вЪстныя должны удовлетворять двумъ уравненлями. 


(5) д? --- ху — 24? —=0 
4 
Каждое изъ этихъ ур. однородно: первое второй степени, второе тре- 
тьей. Если эти уравненя справедливы при известной единиц мзры, то 
онз будутъ также справедливы при другой единицЪз. 


НеизвЪстныя хи 9 точно также должны удовлетворять неоднородному 
уравнен1ю 


(ем - а) + (гу — Е 85) = 0, 


которое получимъ, когда предъидуиия уравневя сложимъ. 


$ 
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Разсмотримъ ур. (7), не обращая внимав!я на его родъ. Можно найти 
тамя четыре лини Л, В, Х, У, что если измфримъ ихъ какою-нибудь 
единицею, то полученныя числа удовлетворять этому уравнен!ю, не обра- 
цая отдЪльно каждую часть этого уравнентя въ нуль. Положимъ, напримръ, 
что четыре лини относительно первой единицы выразятся числами а = 1, 
6 —3, х—=1, у= 18, 5, изъ которыхъ три взяты ‘произвольно, а чет- 
вертая опредФляется изъ ур. (17). Еели же эти лини измфримъ единицею, 
которая вдвое меньше, то получимъ а = 8, 6 = 6, х-=28, у= 31, ко- 
торыя болзе не удовлетворяютъ уравненю. Цилиндръ, построенный на лин!- 
яхъ Х иу, опредфленныхъ такимъ образомъ, имфетъ то свойство, что 
сумма чиселъ, которыя при выбранной единицё выражаютъ измфрения его 
поверхности : и объема, равна суммЪ чиселъ, выражающихъ поверхность 
перваго шара и объемъ втораго шара, но такого соотношен!я не будетъ, 
если перемфнимъ линейную единицу. 

Уравнене (7) не можетъ удовлетвориться измфренями этихъ линИй, 
если единицу длины булемъ измфнять произвольно, хотя бы он$ и удо- 
влетворяли отдфльно уравнентямъ (5) и (6). 

При рьшевш геометрическихъ задачъ, никогда не дЪлаютъ комбинащй 





изъ уравнешй подобныхъ предъидущему. Уравнен!я, которыя непосред- 


ственно даютъ теоремы элементарной геометрии, однородны; и когда два 
уравнен!я складываемъ почленно, для того чтобы получить ур. болъе про- 
стое, нежели одно изъ данныхъ уравнешй, необходимо чтобы слагаемыя урз- 
внен1я были одной степени. СлЪдовательно по правилу однородности всегда 
можно повфрить сдфланныя алгебраическия преобразования. 

Если за единицу длины возьмемъ одну изъ лившй Фигуры, то 
уравнен:я не булутъ однородны; но ихъ легко снова сдълать однородными. 


Пусть 
РО Оль О, 


будетъ ур., которое мы получимъ, взявъ за единицу линио А; буквы 


6’, с’... означаютъ величины ливй В, С,... относительно А. Возьмемъ 


произвольную единицу и чрезъ а, 6, с,... назовемъ величины ливй 
А, В, С.,..., относительно этой единицы; тогда получимъ 

о 

р М 
откуда 

р 
, а 
6 бя 


С 


и уравнеше (8) обратится въ однородное уравненге: 
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Ь с 
(9) Е(3 Е 


а 9’ 
Такъ, напримфръ, если стороны прямаго угла въ прямоугольномъ тре- 
угольник® измфрить гипотенузою, взятою за единицу, то величины сторонъ 
будутъ удовлетворять неоднородному уравнен!ю 


ор 
ев —1, 
ИЗЪ котораго получается однородное 


9 с? _ 
5 == 1, или 0? -{- с = а’, 


6 с 
замвнивъ 6” чрезъ - и с’ чрезъ = 


Всз кривыя, эллипсъ, гипербола, парабола, циссоида и т.`д. выра- 
жаются однородными уравнен1ями. Вакое-нибудь однородное уравнеше 


7 (м, у, а, 6, с,...) = 0, 


между перем5нными координатами х и у точки плоскости и величинами 
а, 6, с.... различныхъ данныхъ прямыхъ, опредфляетъ кривую, положене 
и ‘размфръ которой не зависятъ отъ единицы м$фры. Разсмотримъ, наобо- 
ротъ; численное уравневе между хиу 


Х (в, 9) =0, 


т. е. уравнене,` которое содержитъ только буквы д и у, и положимъ, 
что это уравнеше неоднородно. Чтобы дЪйствительные корни этого ур. 
выразить точками плоскости, надебно выбрать сначала произвольно мас- 
штабъ или прямую и взять ее за единицу. Когда масштабъ измняется, 
кривая не остается тою же; ниже мы увидимъ, что различныя кривыя, 
получаемыя такимъ образомъ, имъютъ замфчательную авалогло, эти кри- 
выя называются кривыми сходственными. 

4%. Замъчате Т. Часто случается, что въ одномъ и томъ же во- 
просв разсматриваются числа, выражаюцщия измврейя зинйй, поверхностей 
и объемовъ; единицы поверхности и объема, точно такъ же, какъ линейная 
единица, остаются неопредвленными; но обыкновенно полагаютъ, что 
между Ними существуетъ таксе отнсшевше, что едивица поверхности есть 
квадратъ, построенный на единиц длины, а единица объема есть кубъ, 
построенный на той же прямой. Въ этомъ случаЪ, чтобы удовлетворить 
однородности отношев!я, въ которомъ извфствыя буквы и У означаютъ 
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4 


поверхность и объемъ, замф$нимъ эти буквы чрезъ 1” и 09°, означая 
чрезъ ри 0 стороны квадрата или куба, равновеликихъ разсматриваемой 
поверхности или объема: такимъ образомъ уравнене будетъ содержать 
только лини. Можно также такого внесешя не дфлать; тогда въ вычисле- 
ни степени каждаго члена надобно удвоить показатели буквЪъ, означаю- 
щихъ поверхности, а показатели буквъ, означающихъ объемы, утроить. 
Замъчане П. Вообще, когда входатъ углы въ вычислеше, эти углы 
измфряются совершенно опредзленною единицею, и величины ихъ выра- 
зятся извЪстными числами. Чтобы опредФлить уголъ, надо описать изъ его 
вершины, какъ центра, произвольнымъ радусомъ дугу круга и взать 
отношен1е этой дуги къ рамусу, а это приводится къ тому, чтобы за 
единицу угла взять тотъ уголъ, въ которомъ дуга равна радтуеу. Триго- 
нометрическя Фхункщи оугловъ точно также суть числа. Слфдовательно, 
въ приложенти правилъ однородности не надобно обращать внимания на 
буквы, которыя означаютъ углы или ихъ тригонометрическия хункщи. 


Жостроеня зормулъ. 


45. Ръшивъ, если будетъ возможно, уравнения опредЪленной задачи, 
получимъ Формулы, показываюция ариеметическия ДЪйСтвия, которыя надо 
совершить надъ числами, которыми измфряются извфстныя величины, 
чтобы получить численныя величины неизвфстныхъ. Но не будетъ ли воз- 
можно изъ каждой Формулы или даже изъ каждаго уравненя вывеети гра- 
Фическое построеше, которое бы давало не численную величину неизвЪст- 
наго, но самое неизвЪетное? То есть, возможно ли ариеметичесюмя дЪй- 
стыя замЪнить дФйствлями графическими? Въ элементарной геометрии раз- 
сматриваютея только т построенмя, которыя могутъ быть произведены 
лишь съ помощю ограниченнаго числа прямыхъ лишй и круговъ и ко- 
торыя, слФдовательно, можно сдЪлать помопаю линейки и циркуля. Такъ 
какъ кругъ есть самая простая кривая, и ее легко получить, то у древ- 
нихъ геометровъ такого рода построешя имфли большое значенге; 
съ другой стороны, не зная алгебраическаго анализа, они не имъли спо- 
собовъ рЪфшить вопросъ, и только поел н$Феколькихъ безполезныхъ 
попытокъ, должны были прибъгать къ другимъ кривымъ. . Ихъ изы- 
скан!я сдфлали изв$стными н$Фкоторыя задачи, которыя, какъ въ настоя- 
щее время доказано, не могутъ быть рЪшены посредствомъ прямой 


лини и круга. Такъ напр., задачи объ улвоеши куба и разльлои угла 
на три части и т. д. 
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Положимъ, что неизвфстная есть прямая лин1я; когда неизвфстное есть 
поверхность или объемъ, тогда его представляютъ черезь ах или а’, 
гв а есть произвольно взятая линия; построеше лини 5 даетъ прямо- 
угольникъ ‘иди параллелепипедъ, равновелиюй искомой поверхности или 
объему. Опредфлеве даннаго угла по одной изъ его тригонометрической` 
лини приводится также къ опредфленио прямой. Положимъ еще, что вез 
буквы, какъ напримёръ х, означаютъ прямыя лини. | | | 

46. Ращмональная формула. Формула, которая опредфляетъ неизвЪ- 
стное х, должна быть однородна и первой степени; сверхъ этого она мо- 
жетъ быть цфлою, ращюональною или иррацюнальною. Если она цфлая, то 
имфетъ видЪ у 


д—=а-=ь-с..., 


и линю 1 мы получимъ, откладывая въ томъ и другомъ направлени ли- 
ши а, 6, с.... 
Простфйпий видъ дробной Формулы есть’ 


1 Ик ть 
—-_- 
„ озна - 


я 
НеизвЪстная есть четвертая пропорцтональная, которую построимъ помоинио 
двухъ параллельныхъь или помощио круга. 
Точно также построимъ формулу 


абс д 


6 са 
= пи Или Ф=- р т сх 


„омошию: ряда четвертыхъ‘ пропорщюональныхъ. 


__ 64 ебу __ ав 
=, ВМ, #=% 
| | | абс... 9%... 1 Е 
Съ помощио предъидущаго построешя, одночленъ — дит Ой 
степени приведется къ виду 2... р или къ виду ^"-`Ь гд® ›). есть ва- 


кая- нибудь линя, з # лия, опредфляемая изъ Формулы 


да 12. | 04... [ 
т — | 
_Раземотримъ теперь Формулу 
А—В+С 
А’--В’—С’ ? 


х — 
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въ которой А, В, С означають одночлены 17% -{- 1-ой степени, а А’, В’, С 
одночлены 1-ой степени. Прежде всего каждый изъ этихъ многочленовъ 
приводится къ боле простфйшему виду | | 


` "а, р и ..... "Ч. д" {р ев 


и тогда мы получимъ 


ван бе 9 д 
в" — ву 


Потомъ опредвляемъ неизв стное х, какъ четвертое пропорщональное 
между линмями В, а, 7. м 

Если дробь будетъ т-ой степени, то  предъидуция дЪиствя приве- 
дутея къ виду. | 


—__ ЗА ^ и. 
у 1 а 7 


В 


47. Ирролйональная формула второй степени. Возьмемъ прежде 
Формулу | 


1 


ТЕ 9, Чй 
д = а ИДИ — 
| 1% б 


Неизвъстное х есть среднее пропорщальное между лимями а и 6, _ кото- 
рое мы позлучимъ посредетвомъ прямоугольнаго треугольника. или г посрел- 
ствомъ касательной къ кругу. 

‹ Когда изъ ращональной Функщи извлекается корень 17- ой степени, 
ее приводятъ къ виду. | 


ттт 2 


И — Ил" 2 — 724. 





Разсмотримъ теперь ирращональную Формулу второй степени, въ 
которой положимъ, что количества, соединенныя знакомъ - или —, 
однородны и одной степени. Для большей ясности мы представимъ, что 


величина х приведена къ виду 
28 
М 


4 Е р; 

гд5 М№и ШП означаютъ Функши, въ которыя не входить ни знакъ дфле- 
н!я, ни дробный, ни отрицательный показатель; можно допустить также, 
что въ нихъ не входятъ ни произведен!я. двухъ радикаловъ, ни произведе- 


ня радикала на цфлое количество. Чтобы получить величину числителя №, 
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_вадобно выполнить извфстныя дЪйстви въ опредФленномъ порядк$: пер- 
вый радикалъ стоитъ надъ ЦЗлымъ выражешемъ, его можно привести къ 


7, | и / 
виду Аи. если ‘эту величину надо придать къ другимъ, то ихъ при-. 
водятъ къ одному виду, а’ слфд. также ихъ сумму. Новый ради- 


калъ можно теперь поставить или надъ Ц$Злымъ количествомъ, или 


| 


‚надъ количествомъ, имфющимъ показателя ‚ ГДЪ 920 есть нечетнос. 


® 


т 
Во всфхъ случаяхъ радикалъ приводятъ КЪ виду 44; этотъ членъ при- 
бавляютъ къ другимЪ того же вида и такъ далфе. Такимъ образомъ видно, 
что числитель М принимаетъ видъ ^2%. То же самое будетъ съ ‘знаменате- 
лемъ О); такъ какъ неизвЪетное д есть первой степени, то его найдемъ.. 
какъ четвертую пропорщюнальную. 

Гипотезы, которыя мы сдълали относительно составленя Формулы, 
необходимы, чтобы она ‘была однородна. | 

/Такимъ образомъ, всякое однородное выражеще первой степени: 
‘составленное какимъ нибуд-образомз посредством знаковь простых 
дъйств, сложентя, вычитатя, умножетя, дъленя, возвышения въ 
цю степень, извлеченя квадратнало корня, одним 6л0в0мз, всякое. 
нрралиональное выражене второй степени можетз быть построено 
посредствомь озраниченнаю числа прямыхь линй и крулове. | 

_  Доказывается также, что только выраженя такого оэода ‘можно по- 
строить такимъ образомъ; но это доказательство. здфсь нельзя помЪстить. 
Такъ, напримфръ, сторона х двойнаго куба другаго, сторона котораго есть а, 
и которая выражается формулою_ 
О рю У 2, 


не можетъ быть найдена линейкою и циркулемъ. 
То же самое бываетъ съ корнями уравневий третьей `и четвертой сте- 
пени, потому что въ выражевшя этихъ корней входятъ кубическе радикалы. 


_ 48. Построеще корней квадратнило уравнетя., Жвадратное уравче- 
_ ве съ однимъ неизвфстнымъ приводится къ виду 2? | рх -- 9 = 0. 
Чтобы оно было однородно, надобно, чтобы количество р было первой сте- 
пени, а д второй. Если эти количества будутъ ращональныя или иррац!о- 
нальныя второй степени, то можно построить линю а, равную первой, и 
квадратъ 6*, равновелиюй второму, и уравнене второй степени предета- 


ВИТСЯ ВЪ одномъ ИЗЪ четырехъ ВидОвЪ тв 
3 


1 
56 КНИГА Т, ГЛАВА ТУ. 


2? | ах + В = 0, 
2? —- ах — 06° = 0, 
д — ах -Ё 6? —= 0, 
х? — ах — 5 —0. 


Корни перваго и ‚втораго уравнемя равны корнямъ третьяго и четвертаго, 
взятымъ съ противными знаками; слЪдоват., достаточно разематривать эти; 
но если мы ихъ представимъ въ видз | 


х(а — 2) —= 6, х(х — а) =», 


то увидимъ, что надобно построить прамоугольникъ, равновелики квад 
рату 6?, и сумма или разность. сторонъ котораго была бы равна данной 
лини а,— задача, которая р5шается въ элементарной геометрии. 

Уравнен{я биквадратныя подобнымъ образомъ приводятся къ одной изъ 
группъ 


х* —- ат — с' 1 —=0, 
24 — абх са = 0, 
аб — с = 0, 
потому что безполезно разсматривать уравнев1я 2“ -- абх° -- с?а? = 0, 


которое иметь только мнимые корни. сли положимъ 27 == 02, то эти 
уравнен1я примутъ видъ ` 


| аб о - аб аб 
#2 — 4? =0, # — -2--® = 0, и — 2—2 = 0. 


Сперва, какъ было показано, опред5ляютъ корни 2 этихъ уравнеши, по- 
томъ находатъ х, какъ среднее пропорцтанальное межцу сиг. 


ГЛАВА ТУ. 


Преобразован1е координалтъ. 


Если известно уравневе лини относительно однфхъ координатъ, то 
изъ него можно вывести уравнене этой’же лини относительно другихЪ 
координатъ. 

Чтобы рфшить этотъ вопросъ въ общемъ видф, надобно найти Фор- 
мулы, которыя выражали бы координаты какой-нибудь точки, взятыя отно- 
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сительно извЪфстной системы координатъ посредетвомъ координатъ той. 
же точки, взятыхъ по другой систем$. Эти Формулы даже употребляются 
и въ другихъ’ вопросахъ. 

_ Прежде мы займемся преобразован!емъ одНЪхЪ прямолинейныхь коор- 
динатъ въ друпя прямолинейныя. 


еремЕжщеюе начала кеординатъ. 


49. Замфнимъ оси ОХ и ОУ двумя другими осями О’Х’ и О’У”, соот-. 
вътственно имъ параллельными (0%. 29) и имБющими то же направ- 


лен1е; тогда положене новыхъ осей опредфлится ко- ° Фи. 99. 
ординатами а и 6 новаго начала О’ относительно 

первоначальныхъ осей. Назовемъ черезъ х и‘у ко- / Г 
ординаты какой-нибудь точки М относительно первыхъ. | У 
осей; черезъ <’, У’ координаты той же точки отно- — / 7х 
сительно новыхъ осей.’ Представимъ себЪ, что проис- и 
ходитъ движене отъ точки О къ точк$ М по прямой ` "а 


ОМ или по ломаной ОО’М; проектируемъ эти дв лини на ось ОХ. 
Проекщя прямой ОМ, взятая съ приличнымъ знакомъ, есть абсцисса х. 
точки М; проекщя прямой ОО’ есть абецисса @ точки О’; проекщя пря- 
мой О’М на ОХ или на параллельную ей О’Х’ есть вовая абецисса 2”. 
Такъ какъ проекши двухЪ ‚линй равны между собою, то получимъ 
х=а -- 2’. Проектируя эти лини на ось ОУ, получим у —= 6 у’. 
Такимъ образомъ получимъ два уравнешя | 


а) _ ша, уве, 


выражаюция соотношен!я между прежними и новыми координатами ТОЧКИ 
М: Эти соотношевия ‘будуть справедливы” для всякаго положеня точки М 
въ плоскости. Изъ этихъ рава находим? 


(2) виа фа И=У-Ь. 
Шерсльна направлен я осей. 


50. Положимъ теперь, что мы изм$няемъ направлене осей, оставляя 
то же самое начало. Сначала мы раземотримъ частный случай, который 
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\ 


часто встр$фчается въ практик$; именно, когда об$ системы прямоугольный. 

Фиг. 30 = МПредставимъ себЪ, что прежнее направление осей 
мы измФнили въ новое Х'ОУ, повернувъ прямой 
уголь ХОУ (фи. 30) около начала координатъ на 
уголъ х, при этомъ уголъ х будемъ принимать за 
положительный, когда будемъ поворачивать отъ ОХ 
къ ОУ, и за отрицательный, когда будемъ повора- 
чивать въ обратномъ направлен!и. 

Чрезъ какую-нибудь точку М проведемъ лини МР и МР”, параллельныя 
осямь ОУ и ОУ’; означимъ черезъ х и у координаты точки М относи-_ 
тельно прежнихъ осей, а черезъ х’ и У! координаты этой же точки отно- 
сительно новыхъ осей. Проекщи двухъ линй ОРМ, ОРМ на какую ни- 
будь ось равны. Проложимъ, эти двф линш на ось ОХ. Проекшя лини. 
ОР будетъ сама ОР, взятая со знакомъ — или —, смотря по тому, откла- 
дывается ли она по направленю ОХ или по противоположному напра- 
вленю: во всякомъ случаЪ, это есть абецисса х. Проекшя же лини РМ 
равна нулю, потому что РМ перпенликузярна къ ОХ. Такимъ образомъ 
проекщя первой лини на ОХ равна х. Проложимъ теперь ломаную линию 
ОР’М; сначала проектируемъ линно ОР”; если лимю ОР’ отложимъ на 
ОХ!, то ее надо умножить на 608 х, и мы получимъ проекщю ОР’ Х 
08 х; если эту лишю отложимъ: въ обратномъ направлении, то ее надо 
умножить на 608 (а т); и мы получимъ ОР”, с0з (#-- я) или — ОР, Х 
0$ я; но въ первомъ случа я’ —= ОР', во второмъ а’ = — ОР” 
такимъ образомъ проекщя лини ОР” всегда выразится черезъ 2’ с0$ «. 
Разсмотримъ вторую линю Р’М. Если она идетъ по направлено ОХ’, 





. 7 | : 
то она съ ОХ составляетъ уголь «-Ё-, и ея проекшя будеть Р’МХ 
‚. 2 


Г л 
08 (&-- 7): если же она идетъ въ обратномъ направлеми, то она съ 
У 


2). 
ОХ образуетъ угодъ х = - т, и ея проекшя будетьъ — РМ, сов 
( р 5); но въ первомъ случа у’ — Р”М, во второмъ у' —= — Р’М; такимъ 


- . д, | п 
образомъ проекщшя Р’М всегда выразится черезъ 9’ соз ( х —- ). Слфдо- 
№ _— 


вательно, проекщя лини ОР’М будетъ -х’ 08 х -- 9’ 08 (= -|-- и Или 


2’ 08 х — 1’ в х. Сравнивъ проекщши двухъ линй ОРМ, ОРГ’М, пол) - 
ЧАМЪ Х = 4’ 608 х — 4' 51 а. 
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Проложимъ теперь обЪ лиши на ось ОУ. ны линии ОР. равна 
нулю; проекщя лини РМ, взятая съ приличнымъ звакомъ, равна 4/; такимъ 
образомъ проекщя первой ломаной ливши равна у. Лини ОХ’ и ОУ’ со-. 


ють.съ ОУ = ри я ай 
ставляютъ съ О\ углы — 5 -- ди «; Портому проекщя второй лити бу- 
Г. | т 5% м ‚(9 а ‚ м 
детъ 2’ со$ ( га %) + 608 а или 2’ Ш о - 9’ с08 ©; сравнивъ 


эти дв проекши получимъ 4’ == зш а —- 9’ 608 «. Такимъ образомъ 
получимъ Формулы | 


(3) т. == д’ 608 х — 9’ ша, у = я’ зти У’ 608 «, 


посредствомъ которыхъ прежния ‘координаты выражаются въ Функции 
НовЫХЪ. й р. о г Е. 
51. Займемся теперь общимъ вопросомъ. Пусть ОХ и ОХ будутъ 
двз кая нибудь оси, составляюция между собой уголъ 9; ОХ’ и ОУ’ 
1в% новыя оси, направлене которыхъ опредЪляется углами « и В, которые 
он$ образуютъь съ ОХ (фа. 30). Условимся углы « и В принимать за 
положительные, когда прямая описываетъ ихъ, обращаясь отъ ОХ къ ОУ; 
за отрицательные, когда прямая описываетъ ихъ, обращаясь въ их 
направлени. Черезъ какую-нибудь точку М 

проведемъ прямыя МР и МР’, параллельныя = Фиг. 31. 

осямъ ОУ и ОУ’. Чтобы получить ж, проложимъ 
объ ломаныя лини ОРМ, ОР’М по направлейю у 
ОН, перпендикулярному къ ОУ, и притомъ по 
такому, чтобы привести прямую, проходящую че- 


р“ 


у 
-----[--- > ‘3 > ==> = — —-—- 
у 





резъ ОУ, въ положеше ОН, надо было повернуть ол 
А 
КР 0 
оть ОУ къ ОХ на уголь = Б фЛиви ОХ состав- “7 ``" :. 
п ре 
аяетъ съ ОН уголъ 5 — я а линя ОУ перпен- фе 
и 


дикулярна къ ОН; поэтому проекшя первой 
лини будеть 2`зш 0. Линя ОХ’ образуеть съ ОН уголъ, равный углу 


НОХ, сложенному съ угломь ХОХ’, т. е. (3 — 9) Е < точно 


также линя Оу! составляетъ съ ОН уголъ, равный (5 2 в) -- В; слБ- 


довательно, проекция второй. линии. будетъ 


2! сов (5 — „+ С05 | СО 
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ИЛИ 


2’ т (6 — : -- у’ и О ры в) 


откуда находитъ соотношеше 
х зш 9 — 2’ $11 ебу Ш @— в) 


Чтобы получить у, проектируемъ двё лини ОРМ, ОР’М по направ- 
леню ОК, перпендикулярному къ ОХ, и притомъ по такому, что если бы 
провести прямую, проходящую чрезъ ОХ въ положеше ОК, надо было 


ы п 
повернуть отъ ОХ кь ОУ на уголъ 5: Такъ какъь ОХ перпендикулярна 


7: 
къ ОК, а ОУ съ этою прямою составляеть уголь — 5 -- 9, то 


проекщмя первой лиши будеть у зш 9. Углы, образуемые‘ линиями 
ОХ” и ОУ’ сь лишею ОК, равны угламъ, которые онЪ состав- 


3 п п | п. _ 
лаютъ съ ОХ, безъ угла 5; т. е. ах и — 5 ей 8; поэтому проэк- 


: е. и, п < / я \ 
ция второй лиши будетъ х’ соз | —3 м ) У с03 . "У 6 ) ИЛИ 
хзша-Р у’ вш 68; откуда. 
Г т 0 — я’ шах -|- у’ зат В. 
Такимъ образомъ получаемт дв$ Формулы 


[== ’ зШ (9 —%) + $ чт (9—8). 


- Ш 0 
(4) : й — 1)! 10 х —- у’ Эт в. 


я зш @ 


ДЛЯ д косоугольныхъ координатъ въ друг!я косоугольныя ко- 
ординаты. 

Отсюда легко вывести Формулы, служация къ преобразованю новыхъ 
осей въ прежния. Дзйствительно, такъ какъ уголъ новыхъ осей есть 
5 —; а оси ОХ и ОХ образують съ ОХ’ углы — «ий — а, то ВЪ 
предъидущихъ Формулахъ надо 9 зам$нить черезъ 60 — «, « черезъ — а, 6 





черезъ 9 — х; и мы получимъ 
р еее 0 
(5) ТА т (В — ) 
| ‚ _ Фиша + уз (9 — а) 
"> зш (В — &) 


52. Изъ этихъ общихъ Формулъ можно вывести Формулы, которыя 
‘часто употребляются. 
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1-й. Кода данныя`оси прямоуюольниыя. ‘Въ этомъ случаз 0 — 5. а 
поэтому Формулы (4) обратятся въ 
се | Е = х — <’ 08 У’ 03 6, 
(6) иж: № 
у — д! зш «- у’ в В, 


2-Й. ри новыя оси прямоуюльныя. Положивъ въ Формулахъ (4) 


% 





= получимъ изъ Формулъ (4) 








——==——— 


с! эт (9 — ог) — 9 03 (9 — «). 
тя зш 9 
(7) р у = 2’ 51 о -|- У! с08 @ 


^ 909 


| 


Можно бы было положить также В —=х — -, но тогда надобно бы 


о’ 
было перемфнить направлене оси _ ОУ, а слфдовательно и знакъ при у 
въ Формулахъ (7). 


‚ 3-й: Кода объ системы осей прямоулюльныя. Если въ оормулахь 


(6) положимъ В — «| 5 то получимъ прежня Формулы (3), 
(3. ( 2—2' 08 а — 9’ «т д 

в } о. | 

- | | у =’ зп -Р У’ 008 «. 


„ 


. | ь 2 | т 
Ихъ ‚можно ‘также получить, положивъ въ Формулахъ (17) 09 — ы 


Эдщее преобразован е. 


— 


53. Положимъ, что мы перемзняемъ въ одно и то же время начало и 


направлене осей. Система новыхъ осей опредЪляется Фиг. 32. 
координатами а иф новаго начала О’ относительно ху, В 
прежнихъ осей, и углами. < и В, `которые новыя оси Г. 
О/Х’ и О’У' образуютъ съ осью ОХ (Фиг. 32). Е 
Черезъ точку О’ проведемъ двЪ оси О’Х, и О", я ы |’ ныне :- 
- параллельно ОХ и ОХ. Въ сльдстве перенесешя на- Не х 


чала координатъ получимъ:. 


х =а--1,, у—=О- 91; 
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въ слБдстве же перемфны направленя осей найдемъ (формула 4) 


ХИ! зш (9 — =) чу’ за (08 — В _ д’ т = | у’ зт в. 


в в. 
о > 9 — ут 6 


р 6 


отсюда находимъ обния Формулы преобразовантя 


| зш 9 


© — а в 2’ эт (9 — <) -- у’ т (— в) 
е д’ за о У’ а в. 
ера 


(8) 
шв 
Замфтимъ, что прежня координаты ф и 9 выражаются хунктями цз- 
лыми, первой степени, относительно новыхъ координатъ 2! и. У'. 


1 


7 


Шреобразоване прямолинейных координатъ въ поларныя. 


54. Пусть ОХ и ОУ будуть двз прямоутольныя оси; возьмемъ на- 
Фиг. 33. чало координатъ за полюсъ, а ось х-овъ за по- 
| лярную ось (фил. 33). Проектируя прямую ОМ на 
_ ось ОХ и на ось ОУ, получимъ | 


1 





(9) Х —, 0 608 ®, У = 0 1 ®. 


Отсюда находимъ обратныя Формулы 
р —= Уз? Ну’, ибо —*, 


служация для преобразовавя полярныхъ координатъ‘ въ прямолинейныя. 

Подобнаго рода преобразован!я мы дфлали нзсколько разъ, находя 
уравнення циссоиды, Паскалевой улитки и четырехлепестнаго вфнчика 
относительно прямолинейныхъ координатъ. 


\ 


Ртазстояние между двумя точками. 


55. Возьмемъ сначала прямоугольныя оси и найдемъ разетоян!е на- 

Фиг. 34. чала координатъ отъ точки М, координаты которой 
мы назовемъ черезъ х и 9. Изъ прямоугольнаго тре- 
угольника ОРМ ($4. 34), для всякаго положения 
точки М въ плоскости, 'находимъ 


ОМ? — ОР? -- РМ = 2+», 
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Отсюда, означивъ черезъ { разстояме ОМ, получимъ 
(10) о р Уя 


Найдемъ теперь разстояше двухъ точекь М и М!, находящихся гдё-ни- 
будь въ плоскости. Означимъ ‚черезъ хи у координаты точки М, и че- 
резъ д’ ‘и 4’ координаты точки М’ относительно 
‚ прямоугольныхь осей ОХ, ОУ. Черезъ точку М 
(физ. 35) проведемъ оси МХ’, МУ’ параллельно 
даннымъ осямъ; тогда координаты точки М’ отно- 
сительно этихъ новыхъ осей будутъ 2’ —х, у’ — 9 
(формула 2 (< 49). Поэтому разстояше / новаго на- 
чала М отъ точки М’ будеть (формула 10), 


Фиг. 35. 





` ———ы—ы—.——_——-ц.[[——=-—=>—ы—=ыы=—=ы=[(ыы=ы-ы[ынЫШы=щшщЩщ06щщ——щ—Щщ——————ыыы—аы„ы.„—ы- 


(11) и” =Убя р У 


56. До сихъ поръ мы разсматривали прямбугольныя ‘оси. Если же 
оси будутъ косоугольныя и составляюция между собою уголъ 9, то Фор- 
мула, выражающая разстоянте между двумя точ- 
ками, будетъ нфсколько сложнЪе. Найдемъ сперва 
разстоянме начала координатъ О отъ какой-ни- 
будь точки М плоскости. Изъ треугольника ОРМ 
(фиё. 36) для всякаго положешя точки М, мы Г 


| | чер — 
им5емъ х 7 


ОМ? — ОР* + РМ? — 2.ОР. РМ. соз ОРМ. 


‚Фиг. 36. 


М 





Если точка М лежитъ въ углЪ УОХ; то координаты ея хиу суть | ОР 
и =-- РМ, а уголь ОРМ есть дополнеше` угла 0; и мы получимъ 


(12) -1—= Уж у? ау с0зб. 


Если же точка М находится въ угл УОХ”, то координаты ея хи у 
суть — ОР и — РМ, и уголь ОРМ есть дополнеше угла 0; такимъ обра- 
зомъ, и въ этомъ блучав мы получаем ту же Формулу (12). Вогда же 
точка М лежитъ въ одномъ изъ угловъ УОХ”, У’ОХ, тогда уголь ОРМ 
есть также дополнене угла 9, но одна изъ ея координатъ будетъ поло- 
жительная, другая отрицательная, такимъ образомъ. и здфсь мы снова по- 
лучимъ ту же Формулу (12). Слёдовательно, эта Формула есть общая. 
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Чтобы найти разстояние лвухъ точекъ М и М’, проведемъ черезъ 
точку М дв$ оси, параллельныя первымъ; тогда найдемъ. 


————=————Ш—=Шщыымыыщы=щы=ыШ—Ш—=—ы= ==. 


(13) ре И — и)” -- 2 м ее %) (/' —— и) 6089. 


_ 57. Часто бываетъ необходимо опредфлить координаты точки, дъля- 
; а В | \ 
щей въ данномъ отношени линию, которая соеди- 


ыы няетъ дВЪ данныя точки. Означимъ черезъ хи у, 

у / ‚'’ 2’ и у’ координаты двухъ данныхъ точекъ Ми М! 

/ / ре (физ. 570), а черезъ х, и у, означимъ координаты 
Я а М, точки М,, которая дфлитъ прямую ММ., такъ что 


” | ММ 7’ 
их ода ‘ут — -—- . @ели’ перенесемъ оси въ точку М парал. 


: = ми 
_ Лельно имъ самимъ, то координаты точекъ М’ и М, 
относительно этихъ осей будутъ 2’— хх, 4' чих — 1, и -— У. 





Разности д, —х и &'— хилиу, — у и’ — у имЪютъ одинаковые 
знаки; стало быть отношен!е ихъ равно ыы 5 ИЛИ = —7, слФдовательно, 
Я от ‚ 
Ща фу тут | 
откуда 
стат, отуфту 
о те отт“ 


Этотъ вопросъ можно вообще выразить сл5Бдующимь образомъ; на пря- 
мой ММ’ найти такую точку, чтобы отношене ея разстояый отъ двухт, 
точекъ М и М’ было равно отношению 22’ къ 12. Этотъ вопросъ имФетъ 
два рьшеня. Предъидупия Формулы относятся къ тому случаю, когда 
М, находится между точекъ М и М"; но есть еще второе рьшеше; дЪй- 
ствительно, положивъ напримфръ, что 7%’ < 7; можно найти на продолжени 

ы. А М.М _ м 
прямой ММ’такую точку М,, лежащую выше точки М”, что мм» == 
| 2 
Означивъ черезъ т, и 4, координаты этой точки, получимъ. 


9х У _ ММ т’ 


—- 











хе и ММ тт 
эти Формулы найдемъ изъ предъидущихъ, перем5нивЪ знакъ у одной изъ 
величинъ 72 и т’. Отсюда: 

__ 905’ — тх __ МУ — 9 


о ы | бета ый: 


т’ — т ? 9? п’ — т 
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„Если величины 72 и т’ равны, то точка М, находится въ срединз 
ММ’, и координаты ея будуть | 
р 4+7! уу 


Бобесиеживенинь, , 


5, 91 а 
Въ такомъ случа точка М, удаляется въ безконечность. 


д 


Классификащял лин. 


5$. Для изученя общихъ свойствъ плоскихъ лин!Й, обыкновенно упо- 
требляются прямолинейныя коорлинаты. Относительно этой системы лини 
раздвляются на классы слфдующимъ образомъ. Во-первыхъ, лини раздЪ- 
ляются на аллебраичестя и трансцендентиыя, смотря по тому, . выра- 
жаются ли онф алгебраическими или трансцендентными уравнентями, Ура-' 
внен!е называется алгебраическимъ въ томъ случаз, когда координаты 
хи у входятъ въ него только съ знаками алгебраическихъ дЪйствй; но 
если одна изъ координатъ входитъ въ уравнеше подъ транецендентнымъ 
знакомъ, какъ напр. въ видз синуса, логариема ит.д., то уравнене назы- 
вается трансцендентнымь. Алгебраическя уравнения всегда можно предста- 
вить въ цфломъ вид, уничтоживъ радикалы и знаменателей. 

Алгебраичесяя ливши, смотря по степени ихъ уравнешй, раздляются 
на порядки. Лив'ями перваго порядка называются тЪ, которыя выражаются 
уравненями первой степени относительно д и у; втораго порядка т$, ко- 
торыя выражаются уравнев1ями второй степени, и т. д. Очевидно, что 
степень уравнения будетъ одна и та же, при всякомъ положеши осей’ 
въ плоскости. Въ самомъ дфлЪ, пусть Х (5, 9) = 0 будетъ уравнеше линии, 
относительно извфстныхъ осей ОХ и ОУ; т степень этого уравневая, 
предполагая 7% цфлымъ. Чтобы отнести эту линню къ другимъ осямъ 
О/У’ и О’Х’, надо въ ея уравнеше внести вмЪсто 5 и У величины по 
Формуламъ (8) преобразования координатъ. Такъ какъ эти Формулы первой 
степени относительно коорлинатъь д’ и У’, то и уравнеме, выраженное 
по 2’ и у’, не можетъ быть степени высшей, нежели 72. Это уравнеше 
не можетъ быть также степени менышей, потому что при обратномъ пре- 
образовании степень увеличилась бы, что невозможно. Такимъ. образомъ, 
преобразованное уравнен!е должно быть одинаковой. степени съ первона- 
чальнымъ. 

‚Порядокъ лини показываетъ, во сколькихъ точкахъ эта линя пересз- 
‚кается прямою. Дъйствительно, пусть 7 будетъ порядокъ лиши; } (2, У) =0 
_будетъ ея уравнее, принимая съкущую прямую за ось 2—овъ. Если въ этомъ 
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уравнени сдвлаемъ у =— 0, то изъ полученнаго такимъ обра уравнен!я 
относительно д опредфлятся абециссы точекъ геометрическаго мъста, орди- 
наты которыхъ равны нулю, т. е. точки пересъченя оси х съ этимъ гео- 
_ метрическимъ мфстомъ. Когда первая часть уравненя не равна нулю, 
такъ какъ оно степени высшей нежели 2, то ур. не имфетъ болфе т 
корней, а слЬдовательно, прямая имфетъ по большей мЪръ 77% точекъ пере- 
съченя съ лишею. Если бы уравненме удовлетворялось величинами х въ 
количеств большемъ, нежели 7, то первая часть была бы равна 
нулю, и слБдовательно цФфлая прямая составляла бы часть геометриче- 
скаго мЪфста; въ этомъ случаЪ многочленъ Х (х, у), обращаюцийся въ 
нуль, когда положимъ въ немъ у — 0, будетъ содержать у общимъ 
множителемъ, и уравнеше $ (2, у) = 0 разложится на два, изъ которыхъ 
одно у — О будетъ первой степени, другое 2 — 1 степени. 

Изъ этого видно, что лини перваго порядка суть прямыя лини, по- 
тому что онф могутъ пересфкаться прямою только въ одной точкЪ. Лин 
втораго порядка могутъ пересЪкатьея прямою только въ двухъ точкахъ; 
лини третьяго порядка въ трехъ точкахъ. Такъ какъ кругъ, эллипеъ 
гипербола и парабола суть лини втораго порядка (\& 19, 23, 26), то овЪ 
могутъ пересфкаться прямыми въ двухъ точкахъ. Ниссоида и строФоида 
(©© 29 и 32) суть третьяго порядка; онф могутъ пересъкаться прямыми 
въ трехъ точкахъ. 

Сначала мы разсемотримъ лини перваго порядка, потомъ втораго, и 
наконецъ лини, какого-нибудь порядка. 

Если говорятъ, что цФфлое алгебраическое уравненше 2-ой степени 
выражаетъ кривую 2-го порядка, то предполагаютъ, что первая часть не 
разлагается на произведенше цзлыхъ производителей: въ противномъ слу- 
чаЪ уравнение выразило бы дв или большее число лишй низшаго порядка. 
Такъ напр., уравнен!е второй степени, первая часть котораго состоитъ 
изъ произведения двухъ цфлый производителей первой степени, выражаетъ 
дв лин перваго порядка, т. е. дв прямыя. Точно также уравнене 
третьей степени можетъ выражать или три прямыя лин, или ливю вто- 
раго порядка и одну прямую. Въ слБдствые этого извъетныя свойства линй 
7-го порядка относятся также и къ систем$ 7 прямыхъ, т. е. къ много- 
угольнику, имвющему 2 сторонъ.. 
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КНИГА ВТОРАЯ, 


Шрлмаял линл и кругъ. 


ГЛАВА Г. 
Прямая линия. 


ШЖостроене уравнен а нервой стешени. . 


59. Общее уравнене первой степени съ двумя перемёнными хиу 
есть 


хо — Аз -- Ву + 0=0. 
Мы уже замфтили, что линя, выражаемая этимъ уравнешемъ, можетъ 
_пересзкатьея прямою только въ одной точкё. Мы докажемъ прямо, что 
это уравнеме выражаетъ прямую линю,. 
Коехфхишенты` А и В въ одно и то же время не могутъ равняться нудю, 
_ потому что въ этомъ случаз необходимо, чтобы С = 0, и тогда уравнене 
обратится въ тожество. Но можетъ случиться, что | 
одинъ изъ коеффишентовъ будетъ нуль; если напр. 
коефФищенть А равенъ нулю, то ур. обратится въ 
Ву С —=0 или у —=6. Это уравнене выражаетъ 


Фиг. 38. 








вв г. 
геометрическое м$сто точки М, ордината которой у | / 
МР, при всякой абециссв ОР, есть величина посто- ‘ - 
янная и равная 6; это` есть прямая, С”С’, парал-. } 


лельная оси ОХ (4%. 38). Мы ее получимъ, отложивъ по оси ОУ, по ту или 
другую сторону отъ начала координатъ (смотря по знаку 6) линйо ОВ, 
_равную`6б, и проведя черезъ точку В ливю С“’С, параллельную оси ОХ. 
Въ частномъ случаЪ ур. У —=0 представляеть самую ось ОХ. — 

_ Если коеффищентъь В равенъ нулю, то ур. будетъ Ах -|- С — 0 или 
х — а. Это уравнеше выражаетъ геометрическое м$ето точки М, абсцисса 
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которой М@), при всякой ординатф Об), есть величина постоянная и равная 
Фиг. 39. а; это есть прямая Н’Н, параллельная оси ОУ (фи. 
ча н 39). Мы ее получимъ, отложивъ по оси ОХ въ ту 
| или другую сторону отъ начала координатъ, смотря 
0-— -—/м я : | 
/ ‚^ по знаку а, линю ОА, равную а, и проведя черезъ 
АЯ точку А линио Н’Н, параллельную ОУ. Въ частномъ 
—0/ А НИ = ы 
, И случаЪ ур. х = О выражаетъ ось ОУ. 


Если коехфищенть В неравенъ нулю, то, раздЪливъ на него все ур., 
получимъ | 


у —= ко 
я о 
или. 
(2) 9 = аз + 6, 
и А С 
полагая для краткости а = —, == == 


Разсмотримъ сперва частный случай, когда 6 — 0; тогда мы по- 
лучимъ 
у — ах, или * = а. 

Если @ есть величина положительная, то отсюда заключаёмъ; что всЪ 
точки геометрическаго мЪста имфютЪъ ко- 
ординаты съ одинаковыми знаками, т. е. 
что онЪ расположены или въ угл5 УОХ 
или въ противоположномъ угл У’ОХ’ 
(физ. 40). Возьмемъ какую-нибудь аб- 

_ сцисеу ОР и черезъ точку 'Р проведемъ 
лин!ю , параллельную оси у-овъ. Такъ какъ на 
этой лини всегда можно найти такую точку 


Фиг. 40. 


ры | 
М, что ор  @, 10 точка М будетъ. точкою 


геометрическаго м5ета. Пусть М, М’М/И,... 
| | будутъ построенныя такимъ образомъ точки. 
геометрическаго мфста. Изъ равенства отношен1й 
МР М/Р/ —М"Р//__ 

ОР ОР’ —0Р” — 





Е, 


слЪдуетъ, что треугольники ОРМ, ОР’М’, ОРУМ!",.... подобны, и что, 
слЪ довательно, углы МОР, М’ОР’, М"ОР”... равны, и точки М, М’, 
М",... находятся на одной прямой А’А, проходящей черезъ начало. 
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Если мы будемъ непрерывно измфнять 2 отъ —х до 4-х, то точка М 
будетъ двигаться непрерывно и опишетъ неопредБленную прямую А’А.. 
Вели а отрицательное, то это показываетъ, что. вс$ точки геометриче- 
скаго мфста имЪютъ координаты съ обратными зна-. фиг. 41. 
ками, т. е. что он находятся въ углахъ У’ОХ 
и УОХ’ (фи. АР. Пусть М, М’ МИ.... бу- 
дутъ такя точки геометрическаго мъста; изъ отно- 
шений | 


МР М'Р'  —МИРН 
ВЕ: о а: 


^ ОР — ОР! ОР! 





заключаемъ, какь и прежде, что вс эти точки находятся на одной пря- 


мой А’А, проходящей черезъ начало. Такимъ образомъ во вефхъ слу- 


чаяхъ ур. У = ах выражаетъь прямую А’А, проходящую черезъ начало 
координата, р 
Возвратимся теперь къ ур. у—а2-- 6. Сравнивая два уравнен!я 
/—=аж-- и у = ах, увидимъ, что ординаты, соотвфтствуюция одной 
и той же абециесв, отличаются между собою постоянною величиною 6; 
‘поэтому, увеличивая или уменышая, смотря по знаку 6, ординаты вс$хъ 
_точекъ прямой А’А на величины ММ, М/№’, МИМУ,... равныя величин® 0 
(фил. 40), получимъ точки М, №, №,... которыя; очевидно, составятъ 
прямую В'В паралаельную А’А. | 
Такимъ образомъ, изъ всего предъидущаго мы видимъ, 470 всякое 
уравненяе первой степени, сз двумя персмънными х и чу, выражаеть 
д илию. вы 
Докажемъ теперь, наоборотъ: всякая прямая ливя выражается 
И первой степени. Ёсли прямая параллельна оси ОХ, то въ 
этомъ случа всф ея точки имфютъ одинаковую ординату, а, слдова- 
тельно, ея уравнене будетъь у —0 (фил. 38)- Если она параллельна оси 
ОУ, то всъ ея точки будутъ имфть одинаковую абециссу, и, слЪдова- 


тельно, ея ур. будеть 2 = а (фи. 89). Если прямая проходитъ черезъ 


начало координатъ, то она будетъ находиться въ одномъ изъ двухъ по- 
ложенй, показанныхъ на Фиг. 40 и 41; тогда изъ подобныхъ треуголь- 


— 


НИКоВЪ Находимъ 


`МР МР _ -МИРИ _ 
ов ОР! — РИ > 
ИЛИ | 
МР. МО' 2. — М!ГР!! ‚Я 
‘ор ОРГ 2+ ОБН 


Брю и Буке. ГЕОМЕТРИЯ. У = 


Г. 
( 
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Если черезъ а назовемъ это постоянное отношене, то ур. прямой 
будетъ - = а или у = а9. Положимъ, наконецъ, что прямая не парал- 


лельна ни одной изъ осей и не проходить черезъ начало координатъ 
(физ. 40). Если черезъ начало проведемъ лив!ю, параллельную этой пря- 
мой, то по предъидущему уравнене ея будетъ у = ах; разность же между 
ординатой, данной прямой и соотвЪтствующей ординатой параллельной лини 
есть величина постоянная 0; сдфдовательно, данная прямая выразится 


уравнешемъ у = ах -- 6. 


Звачене костлхъищонтовъ. 


‚61. Всякая прамая, непаралдельная оси 9-овЪ, выражается уравне- 
немъ вида 


у = ах - 6. 


Постоянное б означаетъ здфсь ординату точки Н (4%. 40), въ ко- 
торой прямая пересъкаетъ ось у, эта ордината называется ординалтою 
в; началь координате. р 

Постоянное @ зависитъ только отъ направлен! я прямой; поэтому оно 
будетъ одно и то же для всЪхъ параллельныхъ прямыхъ; оно называется 
ловымз коеффиилентомз или коеффищентомь направленля. Нроведемъ 
черезъ начало координать прямую ОА параллельно данной прямой и при- 
томъ съ той же стороны относительно оси ХХ!, какъ прямая ОУ. На- 
зовемъ уголь осей черезъ 0, черезъ « угодъ, образуемый ОА съ ОХ, 
который можетъ измвниться отъ 0 до т. Изъ фигуры 40 находимъ 





> __ У_ МР __ эт МОР __ БП < 
Я —х 0 ЭМ? вт (9—«)’ 
и изъ Фигуры 41, 
у _ МР. зш МОР _ зшао __ 30а 


ОР а ОМР  —вш (а—0)  зш (8—а)’ 
слъдовательно, во вс$хъ случаяхъ мы имфемъ . 


0 @ 
(3) РО а 


Если оси перпендикуларны, то это отношеше’ обратитея въ 


(4) _ тая & = 4, 


` 
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ых 
‘изъ котораго опредфляется уголь. «‚ образуемый осью ОХ съ /и-. 


нею ОА. 


Если же оси косоугольныя, то изъ ур. (3) получимъ 
= и 
м а вт 9 | 
2 о м ————-, 
(5) р 5 1 - 9 с030 
_ Такъ какъ эта формула. неудобна для вычисленя угла х помоппю ло- 
гариемовъ, то мы ее преобразуемъ. слБдующимъ образомъ. Мы знаемъ: 


а—1 _вта — вш (0 — а) . АЕ вв) 
а-1  зта-- за (8 — = 


- 


{по 5 
откуда | ых 


(6) ап (2-5 Ч —- "— 1аиб 5 5. 


62. Чтобы построить прямую, выражаемую уравнешемъ первой сте- 
пени съ числовыми коеффищентами, отыскиваемъ точки пересвчения этой. 
прямой съ осями и потомъ черезъ эти дв точки проводимъ прямую. 

Возьмемъ, наприм$ръ, ур. 2х — 3у —5. Чтобы найти координаты 
`точки пересъчетя этой прямей съ каждой изъ осей, надобно въ ея урав- 
о соотвтственно положить у —=. 0 и д==0; въ саЪдств1е чего получимъ 


ы 
=>. у—— ‚ ПОТОМЪ, ОТЛОЖИВЪ отъЪ начала координатъ на оси абсциссъ По 


5. | 
направлению а линЮ, равную` 5 и на ординатъ по направлен!ю ОУ! 


ар 5 
линю, равную =, получимъ искомыя точки перес$ченя. 
3 


Если же уравнен!е не содержитъ постоявнаго члена, то это показы- 
ваетъ, что прямая проходитъ черезъ начало; въ этомъ случа$ другая точка ея 
опредфлится, когда х дадимъ произвольную величину. Возьмемъ, наприм$ръ, 
уравненше Зу -Р 3х —=0; при х=0, у==0; слБдовательно, прямая про- 
ходитъ черезъ начало; если положимь х=9, то у=— 3; построивъ. 
точку, координаты которой суть х==2, у=—3, получимъ вторую 
точку; а линя, соединяющая эту точку съ началомъ, будетъ искомою 
прямою. 

63. Общее У прямой лини 


| д бег 


содержитъ два коеффищента или два произвольные параметра, потому 
что, раздфливъ уравнене на одинъ изъ коефхфищентовъ, получимъ отно- 
| ы 
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шенте двухъ другихъ коехфищентовъ къ этому третьему. Когда уравнене 
имЪеть видъ у — 0% 6, параметры будутъ а и 6. Чтобы опредЪлить 
положенше прямой лини въ плоскости, надо дать величины двумъ пара- 


метрамъ или двумъ отношенямъ этихъ параметровъ, которые опредЪляютъ 
ихъ величины, и 


\ 


задача (. 


6%. Наиипи общее уравневе прямыхь, проходящихь черезь дани 4/0 
точку. 


Назовемъ черезъ 2’ и У' координаты данной точки М. Уравнеше вся- 
кой прямой есть 


у —= ал -Е 6. 


Чтобы эта прямая проходила черезъ точку М, надобно, чтобы коор- 
динаты этой точки удовлетворяли уравненю прямой; слфдовательно, если 
перемфнныя координаты 2 и У замфнимъ а хГи 9’ точки М, 
то получимъ условное уравнене 


ты В, 


Изъ этого уравневя опредфляется одинъ изъ параметровъ ди 6 въ 


хункщи другаго; напримфръ параметръ 6 въ Фхункцш @; замзнивъ въ 
уравнени прямой 6 его величиною 4!—а2!, найденною изъ условнаго 
уравнен1я, получимъ | 


(1) у— у’ —=а (1 —1'). 


Это уравнене, въ которомъ угловой коехФишентъ @ остается произ- 
вольнымЪ, выражаетъ всЪ прямыя, проходяпия черезъ точку М. Поэтому 
если @ измЪняется, прямая будетъ обращаться около точки М. 

Мы сказали, что всякая прямая выражается уравнешемъ вида 
у —= ах 4-6, какое бы ни было ея положеше’ въ плоскости; но есть 
исключене, именно, когда прямая параллельна оси у, потому что въ 
этомъ случаЪ угловой коехФищентъ а равенъ безконечности, точно также 
и ордината въ начал$ 6. Въ такомъ слу, замънивЪ въ уравневи (7) @ отно- 


77% 
шенемъ м найдемъ 


п (у— 9’) —= т (2—2); 
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ПолоЖживЪ здфсь #—=0, получимъ ур. х ==’, выражающее лин!ю, парал- 
лельную оси у и проведенную черезъ точку М. 


задача ЕЯ. 


65. Черезх данную точку провести прямую, параллельную данной 
прямой. ‚ "В 

Пусть у—=ах - 6 будетъ уравнене данной прямой АВ, а х' и Чу 
координаты данной точки М (4%. 42). Такъ какъ фиг. 49. 
искомая прямая должна проходить черезъ данную _ х) р. 
точку, то ея уравнеше, какъ мы видфли, бу- 
детъ Ру 





р И" — (т — 7! 
Ч у —а ($ 2!). 


Эта прямая, по услов!ю, должна быть параллельна прямой АВ, по- 
этому угловой коеффищенть ея а’ долженъ быть равенъ угловому коеффи- 
щенту & прямой АВ; слЬдовательно, искомая параллельная СТ) выразится 
уравнешемъ и, 


у — 9! —а (2—х'). 
Задача их. 


66. Провести прямую черезь. двъ данныя точки. 
_ Пусть М и М’ (4. 43) булутъ двЪ данныя точки; 2’ и у’ коорди- 
наты точки М; 2” и 9!” координаты точки М’. Фит. 43. 
Такъ какъ прямая ММ” должна проходить черезъ 
точку М, то ея уравнеше будетъ 


о 


(т) у — у’ —= а (х— 2’). 





Остается теперь опредзлить коеффищентъ @ такъ, 
чтобы эта прямая проходила также черезъ точку М’. Для этого необхо- 
димо, чтобы координаты точки М”`удовлетворяли ур. (т), и мы получимъ 


у" — у — а (4" —х'), 
откуда | 
ме у“ — 9’ 


Ч 25/7 — 





то есть: угловой коеффищентъ прямой ММ’ равенъ разности ординатъ 
двухъ данныхъ точекъ, раздфленной на разность абсциссъ этихъ же точекъ. 
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Замвнивъ въ ур. (1) @ его величиною, получимъ уравнене прямой ММГ, 


К! 
(5) | Вы у’ ны ре (х 5х 2’), 


которое можно представить въ видз 
2—2! уу 


р ьыиа 


чу 
Если точка М находится въ началЪ координатъ, то 2’ = 0, у’ — 0, 
и ур. (8) въ этомъ случаБ получить видъ: 


а 
9 ка: рт ©. 
67. Часто случается, что прямая опредбляется точками А и В, въ 
которыхъ она пересвкаетъ оси ($. 44). Назовемъ 


Фиг. 44. черезъ а абсциссу первой точки, 6 ординату второй, 
= и пусть р | 
[ \ 
№ ° 4 Аз -- В--С =0 
В | | 
м № будетъ уравнеше искомой прямой. Если въ этомъ 
т уравненши послфдовательно положимъ у — дих = 0, 
оО Я А Хх ‚ 
/ № то получимъ точки, въ которыхъ прямая перес$каетъ 
. с (с: У И С р ни С. 
оси; въ сл$дств1е чего наидемъ @ — — д) 9 — — 5; 
С э С ИИ 
откуда А —= — - В —= — >. Замфнивъ А и В ихьъ величинами, по: 
ЛуУчимъ 
С У — 
(9) те в — 1. 


Задача ЕТ. у 


68. Ниипти точку пересъченя двухз данныхь прямыль. 
Пусть 
АХ ВС =оО 
А'х - В’у - С’ — 
будутъ уравненя двухъ данныхъ прямыхъь АВ и СО. (физ. 45). и М 
_ Фиг. 45. точка пересфченя этихъ двухъ прямыхъ. Такъ какъ 
точка М иринадлежитъ каждой прямой, то ея коор- 
динаты должны въ одно и то же время удовлетво- 
рять двумъ уравненямъ; слБдовательно, ршивъ эти 


два уравнения съ двумя неизв5стными, получимъ ко- 
ординаты точки М. 


У 
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__ ВС’ — В’ ОА’ — АС’ 
1 — АВ'—ВА” 9 — АВ’—ВА” - 





Если знаменатель АБВ’ — ВА’ не равенъ нулю, то х и у будутъ 
имфть величины конечныя и опредъленныя, и 0бЪ прямыя дЪйствительно 
пересвкутся въ точкё М. Но если знаменатель равенъ нулю, а числители 
не равны нулю, то 5 и у будутъ величины безконечныя; это показываетъ, 
что дв данныя прямыя параллельны и дЪйствительно въ этомъ случаз 


. 


ЭВ А А’ 

угловые ихъ коехФишенты равны: — 5 = — =. Въ томъ же случаЪ, 
А’ В С’. | 

когда = ==‹(, числители и И будутъ равны нулю, и ве- 


0 
личины 2 и У представятся въ видз-. Эта неопредфленность  показы- 


 ваетъ, что обЪ данныя прямыя сливаются; дЪйствительно; если положимъ 
А В! С’ | 
д ее —> С — К, откуда А’! — АХ, ПЕ ВА, С! — СА, внесемъ 


эти величины во второе уравнен!е и потомъ раздфлимъ его на Ё, то оно 
будетъ тожественно съ первымъ. 


Фадача %. - 


69. Найти общее уравнеме поямыль, протодящижь черезх точку 
пересъченя двухз данныхё прямылв. р 


Цусть | 
(10) т ь Ах -- Ву С =0 
(11) ео © А’х -- Ву С! =0 


будутъ уравненя двухъ данныхъ прямыхъ. Этотъ вопросъ можно р5шитТЬ . 
слБдующимъ образомъ. Изъ ур. (10) и (11) опред лимъ координаты точки 
перес$ченя двухъ прямыхъ и потомъ черезъ эту точку проведемъ ($ 64) 
‚ какую-нибудь прямую. Но этотъ вопросъ можно р$ёшить гораздо скоръе. 

о Умноживъ одно изъ ур. (10) и (11) на произвольную величину ^ и 
сложивъ ихъ, получимъ уравнеше первой степени | 


(12) ^ (Аг Ву + ©) -- 2 (А’з + Ву + С) =0, 


которое выражаетъ третью прямую, проходящую черезъ. точку перес$че- 
ня двухъ первыхъ. Дъйстпительно, такъ какъ координаты этой точки въ 
одно и то же время удовлетворяютъ двумъ уравненямъ (10) и (11), то 
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они обращаютъ въ нуль и величины, находяняся въ скобкахъ, а, сл%до- 
вательно, удовлетворяютъ уравнеше (12). Уравнеше (12) выражаетъ ‘всЪ 
прямыя, проходяция черезъ точку пересВчентя двухъ данныхъ прямыхъ, такъ 
какъ коеффищентъ / остается произвольнымъ; этотъ коеффищентъ можно опре- 
дълить напримвръ изъ условя, чтобы прямая проходила черезъ какую-ни- 
будь точку М плоскости, координаты которой суть х’ и 4’; для этого 
необходимо, чтобы удовлетворялось уравнене 


(Аа’ + Ву" + С) 2 (А+ ВА 6) = 0 


отсюда 
(13) ‚ёж — Аа От 
Положивъ въ ур. из И получимъ Ах Ву С — 0; это 


770 
есть первая линя. Вели _Х замънимъ черезъ — И нотомъ, умноживъ на ®, 


положимъ я —'0, получимъ вторую прямую А’х —- Ву - С’ = 0. 
ЗамЪнивЪ въ ур. (12) ^ его величиною (13), получимъ ур. 


(14) АФ + ВУ С Аж + Ву С! 
Ад! —- Ву! РС А" -- ВН -- С” 

которое выражаетъ прямую, проходящую черезъ точку М и точку пере- 
сфчен1я двухъ данныхъ прямыхъ. Въ этомъ’ уравнени числители суть 
первыя части уравнений цвухъ данныхъ прямыхъ, знаменатели же суть 
ть же многочлены, только въ нихъ ‘2 и У замфнены координатами данной 
точки. При взглялЪ на это уравнете прямо видно, что прямая, выражаемая 
имъ, проходить черезъ данную точку и точку пересъченя двухъ данныхъ 
прямыхъ. и 

Уравнен!е первой степени относительно хи 9, содержащее произволь- 
ный параметръ ), выражаетъ безконечное число прямыхъ; если этотъ 
параметръ входить въ уравнене только въ первой степени, то ур. можно 
представить въ видБ (12); тогда увидимъ, что вс прямыя проходятъ че- 
резъ одну и ту же точку, точку пересБченмя прямыхъ (10) и (11). 


Фадача \Я, 


70. Узнать, находятся ли три точки на р лиц. 
Пусть М, М/, М” будутъ три данныя точки; 2’ и 9' координаты первой 
точки, 2", У" координаты второй; х!", у!!” координаты третьей (физ. 46). 


ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. И: ви 


Угловые коефФищенты прямыхьъ ММ’, ММ" суть 
Гу] В 
а Е (©. 66). Если три точки М, М’ М" 


1—0! р! 
находятся на и лини, то прямыя ММ’, ММ" 
сливаются, а слфдовательно угловые коеффишенты ихъ 
равны: 





! 
/ 





у’! | 9)! 1 '— 
| (15) | Я 


ЗФадача У. 


71. Узнить, проходять ли три прямыя черезз одну и ту же 
точку. 
_— Пусть 

Аж Ву С =0, 
А! ж = В НС! — 0, 
А"х- Ву 0" — 0, 


будуть уравневшя трехъ данныхъ прямыхъ. Сперва найдемъ точку пере- 
сБченя двухъ первыхъ прямыхь И ПОТОМЪ координаты этой точки внесемъ 
въ третье уравнете. 

Этотъ вопросъ можно ръшить также другимъ способомъ. 

ранней 


(АА ВВ у ©4209 =0 


выражаетъ всЪ прямыя, проходящия черезъ точку пересЁ чения двухъ пер- 
выхъ прямыхъ ( 69); если третья прямая проходитъ черезъ эту точку, 
то надо опредфлить параметръ В такъ, чтобы предъидуция уравнен!я 
выражали эту третью прямую. Для того, чтобы два уравнешя выражали 
одну и ту же прямую, необходимо, чтобы коехфищенты были пропорцю- 
нальны: такимъ образомъ получили два’ соотношеня 


— 


А--АА! _ ВВ! __ С- 40! 
А“ а В" се С” 


съ однимъ неизвфстнымъ А. Исключивъ его, получимъ условное урав- 

нен!е. | хе 29 | у 
72. Разсмотримъ, напримфръ, въ треугольник ОАВ три лини, сое- 

динаюния средины сторонъ съ вершинами противоположныхъ угловъ 
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(фил. 47). Возьмемъ вершину О за начало координатъ, езороны ОА и 
Фиг. 41. _ ОВ за оси и черезъ а и 6 означимъ стороны ОА 
и ОВ. Линя АЕ, пересвкающая оси на разстоянт- 


| 6 
ЯХЪ 1 И 5. отъ начала, выразится уравнешемъ 





т 21 | 
а т = 
о Е А Хх | 


точно также уравнеше лини ВЕ будетъ 


2х 9 
: я 
= -нз = }. 
Координата точки 0), средивы АВ, суть ОЕ =>, ОЕ— 5. воооме 


уравнене прямой м, идущей отъ начала координатъ къ этой точкф, 
будетъ 


В 
и 


Рьшивъ -первыя два уравнешя, получимъ координаты х — г 4 == 
точки пересъчения С двухъ первыхъ линй АЕ и ВГ. Эти координаты 
‘удовлетворяютъ третьему; отсюда заключаемъ, что третья линя также 
проходитъ черезъ точку (5. 

Что эти три лиши проходятъ черезъ одну точку, видно прямо изъ 
того, что если первыя два уравнешя вычтемъ одноизъ другаго, то получимъ 
третье. и | 

73. Примфромъ трехъ точекъ, лежащихъ на прямой лини, служитъ 
рертокинииь ОАСВ (фи. 48). Если четыре стороны продолжимъ 
неопредленно, то составится тТакъ На- 
зываемый дополнительный четыреуголь- 
никъ; стороны, перес5каясь по двф, обрэ- 
зуютъ шесть точекъ, или вершинъ; со. 
единивъ противоположныя вершины, по- 
лучимъ три даговали АВ, А’В’ ОС. Мы 
 докажемъ, что три точки 0), Е, К, кото- 
рыя дфлятъ эти длагонали пополамъ, ле- 
жатъ на одной прямой. 


Фиг. 48. 





Возьмемъ стороны ОА и ОВ за оси коорлинатъ; черезъ @ и а’ 0зна- 
чимь лини ОА и ОА’; черезъ 6 и 6’ лимю ОВ и ОВ’. Координаты 
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(а р | 
точки О, средины АВ, будутъ 2’ — >, У’ — >; координаты_точки Е, сре- 


а! 0! | 
дины А’В’, будуть я" —->, У" — -„. Чтобы найти координаты точки 


Е, средины ОС, отыщемъ сначала координаты точки С, пересъченя дВухЪ 
прямыхъ АВ’, АВ, уравнен!я которыхъ суть 


х ЕЕ х Ва 
нЕ ау ЕВ 
Решивъ эти два уравнен!я, получимъ координаты точки (. 


__ аа! (6—6) __ 60! (а— а!) 
90 —а@а!'0' ' 6 -аь! ° 


Такъ какъ точка Е есть средина прямой ОС, то координаты ‘ея 2'", у!" 
будутъ половины координатъ точки С; слФдовательно, 


р — р} —_—_ 1! 
ар 9. ЗО а ори Ца--@ 


— 26 —а%')’ 9 9 (4% —а16).. 

Найдя координаты точекъ 0, Е, Е, увидимъ легко, что три точки. 
находятся на одной прямой. Дъфйствительно, такъ какъ угловые коеф- 
‘ФИЩенты прямыхъ РЕ и ОЕ: 


| 66! @—@) _, 
у Вт О ут — 9 ав там ИНЬ, 
о" = Ша та! аа о 
ад — а'6' 


равны между собой, то заключаемъ, что три точки 0, Е, Е находятся 
на одной” прямой. 2 


Залача УШИ. 


74. Опредьлить уолз; образуемый двумя прямыми. 
Пусть у = 05-56, и=а’а -Н5' будутъ уравнешя двухъ данныхъ пря- 
мыхъ. Черезъ начало координатъ проведемъ прямыя 


Фиг. 49. 
ОА и ОД', параллельныя даннымъ прямымъ (9%. 
49); назовемъ черезъ х и х' углы, образуемые этими * д 
линями съ ОХ, черезъ \У уголъ, который он5 с0- = / 


ставляютъ между собой. Чтобы опредфлить этотъ 
° уголь, положимъ >. Въ такомъ случа очевидно, 


что № И %«, Откуда 


| и. {ап «' — Тапа 
ап 11205 4205 с!" 





$ 
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Если оси прямоугольныя, то, какъ извфстно, 
| = Гена, 
ап х — а, ао х — &.;. 


внеся эти величины въ предъилущую Формулу, получимъ 


а'- — а 


Если оси косоугольныя, то ($ 61) 


° фапо: и _(апо «’ — 
—1 + а0088’ ЗАЛЫ 9 


| а’ эт 0 
-- а! соз 6? 
‚И сл5довательно, 

| т (а' — а) зш 0, ° 
(17) | ‘ап и соз 8" 

Изъ этихъ Формулъ находимъ зависимость, существующую между 
угловыми коехфищентами двухъ прямыхъ, перпендикулярныхъ между собой. 
Дъйствительно, когда уголь У прямой, тангенсъ его равенъ безконеч- 
ности, и если оси прямоугольныя, то получимъ | 


(18) | 1-Р аа’ = 0; 

если же оси косоугольныя, ТО 

(19) 1 аа’ -|+ (а а’) со80 — 0. 
задача ЕЖ. 


75. Из данной точки опустить на данную прямую перпендику- 
лЯ05 и найти длину этозо перпендикуляра. | 


Пусть 
(2) у—=а-б 
будеть ур. данной прямой АВ; х’и у’ координаты данной точки № 
Фиг. 50. (физ. 50). Возьмемъ прямоугольныя оси. Всякая пря- 
у мая, проходящая черезъ точку М, выражается урав- 
м 


К. неншемъ ( 64) 
у — у’ —а (х — 1’). 


Чтобы эта прямая была перпендикулярна къ пря- 
мой АВ, необходимо удовлетворить условю ($ 14) 





з 
а аа! — 0, откуда а’ = —-. Замфнивъ а’ его величиною, получим ь 


уравнеше перпендикуляра МР 
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о и “о о 1 | 
(20) у—у' = —-(@ вы ФФ, | 

Координаты хи 49 основаша Р перпендикуляра или точки перес$чения 
двухъ прямыхъ АВ и МР. мы найдемъ, рышивъ два ур. (2) и (20); но 
лучше опредфлимъ самыя разности х —#' и у —9'.- Уравневше (2) 
можно представить въ Вид * 

у — -у’= —а (# — я) — (у' — аа! — 0}; 


если въ этомъ уравнеши у — 4’ замзнимъ величиною изъ ур. (20), то 
получимъ 


а (у’ — ах’ — 6) 


р ПИ 1 
и, вь слёдстве уравнешя (20), 
о В 
9 й — 1 -+ а? 


Прилагая сюда формулу, выражающую разстояюя двухъ точекъ (& 55), 
получимъ длину [ перпендикулаяра МГ, 


г ео (1’ — ах’ — 6) (1 а”) 
= Ув =) о фу =У +, 
откуда 


у — ах! —6 


(21) [ — ЕЕ: У 


Знакъ надо выбирать такъ, чтобы { была величина положительная. 
Очевидно, что числитель будетъ положительный или отрицательный, смотря 
по тому будетъ ли точка М находиться относительно прямой АВ со сто- 
роны положительной оси 9/-овЪ или со стороны отрицательной. Дфйствительно, 
пусть М будетъ точка, въ которой прямая АБ пересъкаетъ линию, прове-. 
денную параллельно оси 9-овъ черезъ точку М; такъ какъ точка М 
находится на прямой АВ, то ордината у, этой точки равна аз’ --Ь, и 
Формула (21) обратится въ 
Е Е. 
И1 + а, 

Разность у’—- 9, въ первомъ случаз положительна, во второмъ отри- 
цательна. | 

Длину перпендикуляра МОЖНО опредфлить прямо изъ прямоугольнаго 


треугольника ММ№Р. 


1 
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р у’ — у, 

МР = ММ зш ММР = == (%’—,) соз а = == 2. 

Ут а* 
76. Возьмемъ теперь косоугольныя оси. Нрямыя АВ и МР будуть 
перпендикулярны тогда, когда угловые ихъ коехфишенты @и а’ удов- 


летворяютъ усломю 1 -—- аа' -|- (а а’ со 0—0, откуда а 
т Слвдовательно, уравнене перпендикуляра МЕ будетъ. 


1 1 а 03 6 а со8 6 
— 49! — — — 2’ 
(22) ых и За `а-+ соза @—#). 
_Рьшивъ два уравнения (2) и (22), получимъ координаты #2 и у точки Р; 
но если, какъ и прежде, опред$лимъ разности 1 — 5’, у — 9’, то найдемъ 


(/’-— аж’ — 65) (а -- соз 0) 


— 25!’ — 
# 11 4 -- 20 воз 0 


ре ‚— _ (@' — ах! — 6) Ч- ©0308), 
У — та 


внеся эти разности въ Формулу, выражающую разстояве двухъ точекъ 


($ 56) 
1=У@ — 5 "+2 (#— 7) 9—9) 6 


получимъ 


_ 1-- 2а ©03 9 - а* 


Раскрывъ скобки, увидимъ, что величина, находящаяся подъ корнемъ, 
имфетъ множителемъ 1 — `с03? 0; и ее можно написать такъ. 


‚ (1 -- За ©08 9-Е а?) вт? 9; 
слЪдовательно, 


(у’— аж! — 6) ше 
Ут -- 24 воз 0 -—— а? 


Числитель будетъ положительнымъ или отрицательнымъ, смотря по тому, 
находится ли точка М относительно ‘прямой АВ со стороны положитель-_ 
ной оси -овъ или, со стороны отрицательной. Знакъ выбираютъ всегда 
такъ, чтобы '{ было положительное. 


27. Во всъхъ предъилущихъ случаяхъ мы предполагали, что уравнен!е. 


— 
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данной прямой имЪъетъ видъ Е — ал -|- 6. Если это ур. будетъ имЪть 
.обиий видъ - 


(и) Ав РС —0 


в . ха 
то угловой коехфищентъ @& данной прямой будетъ-равенъ — т, и принимая 


а 1 
прямоугольныя оси координатъ, получимъ а’ = — == д, И перпенди- 


куляръ, опущенный изъ точки М, выразится уравненемъ 


7 В. 
9—9 = @ — #2’), 





ИЛИ 
` и ре 0’ # 9 зв" 9" : | 

(24) ВВ т 

ы. | м а 
Если въ Формулв (21) замвнимъ @ и 0 ихъ величинами — =, — г, 10 
получимъ | 
Ат! -- Ву! С 

У А* + В 


Эта формула выражаетъ разстояше точки отъ ‘прямой въ прямо- 
угольныхъ координатахъ: числитель въ этой ФформулЪ есть первая часть 
уравненя прямой, въ которомъ хи У замфнены координатами точки; 
знаменатель есть квадратный: корень изъ суммы квадратов коеффищентовъ 
прй 2 и у. 

Если оси косоугольныя, то 


__ В—А 0036 
А-В с03 6’ 


И уравнене перпендикуляра будетъ 


х 


| Иа т! а 4 = у’ 
(26) | А —В с030 “^ В-— А воз 6’ 
а ‘Формула (23) обратится въ 
(Ах' -- Ву’ —- ©) зп 8 
УМА: + В* — АВ с030 
Энакъ числителя надо брать, смотря по положению точки М отноСи- 
тельно прямой АВ. Пусть М (фи. 50) будетъ точка, въ которой ливня 
№О, параллельная оси у-овъ, пересёкаетъ прямую АВ для точки М выра- 


жеше Ах -|- Ву + С равно нулю; когда коеффищентъ В положительный 
И если мы двигаемся по направлемю у положительнаго, то членъ Ву 
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увеличивается, и ФУНКЦИЯ ‘принимает положительныя, все большия и больпия 
величины; если идемъ въ противоположномъ направлеши, то она прини- 


маеть отрицательныя ‘величины. Если В будетъ отрицательно, то заклю-: 
чеше будетъ обратное. 


задача Ж. 


78. Черезь точку пересъченя 0двухь данныхь прямылхв пре 
прямую, перпендикулярную к5 данной прямой. 
Пусть | 


А | ВЕС == 0, 
Ао + Ву 0 = 0 
_АТх | ВИу 0" — 


будутъ уравнешя трехъ прямыхъ въ прямоугольныхъ координатахъ. Всякая 
прямая, проходящая черезъ точку перес$ченя двухъ первыхъ прямыхъ, 
_ выражается уравнешемъ вида 


(Ав ВУ О -- 2 (Ав -- ВУ + 0) =0. 


Чтобы эта лин1я была перпендикулярна къ третьей, необходимо, чтобы 


1+ А" АА) 
В’ (В АВ!) | 
откуда 
И АА!! -- ВВ". 
`` ААП В'В!! 


замфнивЪ 4 его величиною, получимъ уравневе искомой прямой 
(28) (АА" - В'В/) (Аз + Ву-- 0) =(А”А -- В"В) (Аа - ВС” 


79. Три данныя прямыя образуютъ треугольникъ, вершины ‘котораго 
суть точки пересъченя этихъ прямыхъ; уравнене же (28) выражаетъ 
перпендикуляръ, опущенный изъ одной вершины на противоположную сто- 
рону. Перемъняя различнымъ образомъ значки, получимъ уравненя‘ пер- 


пендикуляровъ, опущенныхъ изъ каждой вершины на противоположную 
сторону, | 


ъ 


(А"А - ВИВ) (А'в 4 Ву + 0) = (АА’- ВВ” (АХ ВИ + 0"), 
(АА’ -- ВВ’) (А"х ++ В/у -+- С") = (А!'А" - ВВ” (Ах -- ВУ 0). 
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Очевидно, что если мы сложимъ первыя два уравнен1я, то получимъ 
третье. Отсюда заключимъ, что три высоты треугольника проходятъ че- 
резъ одну точку. 


Задача ЖК. 


80. Найти зеометрическое мъсто точекз, равно удаленные отв 
двужз данньйеь точекз. на 
о Возьмемъ прямоугольныя оси, и пусть ж' и у’, "и у" будутъ коор- 
динаты двухъ данныхъ точекъ. Если черезъ х и у означимъ координаты 
какой-нибудь точки. геометрическаго м$Ъста, то уравнен!е геометрическаго 
мфста будетъ- | 

3. 
в — фу = @ — «+ 9—9, 


ИЛИ 


у Р-Р 2’ на Г] | 
(29) И Ну) =0. = 
Это геометрическое м$ето есть. прямая, перпендикулярная въ срединЪ 
прямой, соединяющей двЪ данныя точки. 


- Задача ЖИ. 


1 


81. Найти зеометрическое мъсто точекз, равно удаленныхь отз 
°0вухё данных прямых. 
Возьмемъ прямоугольныя оси; пусть 


Аз Ву + С=0, 
А’» - Ву О =0, 


будутъ уравнене двухъ данныхъ прямыхъ. Если черезъ 5 и У означимъ 
координаты какой-нибудь точки геометрическаго м$ста, то а гео- 
метрическаго м$ста будетъ 


м Ах + Ву-+- С А’ф + Ву + С" 
(30) Изв ИАПВВ _ 


Такъ какъ здфсь двойной знакъ, то уравнеше это выражаетъ двъ 
прямыя, раздвляюцщия углы, образуемые. двумя данными прямыми, пополамъ. 


Бью и Буке. ГЕОМЕТРИИ. О 
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Уравнеше прамон лин относительно полярных коорданатъ. 


82. Пусть О будетъ полюсъ и ОХ полярная ось. Положеше прямой АВ 
можно опредълить длиною @& перпендикуляра ОШ, опущеннаго изъ полюса 
Фиг. 51. на эту прямую (41. 51), и угломъ х, который обра- 
зуетъ этотъ перпендикуляръ съ полярною осью; этотъ 
уголъ можетъ измфвяться отъ О до 2т. Означимъ че- 
резъ ри ® координаты какой-нибудь точки М пря- 
мой. Проектируя радлтусъ векторъ ОМ на перпенвди. 
куляръ ОШ), получимъ 





(4 


(31) р 608 (® — ®) = а; или 2 = — Е 





ог)’ 
Это уравнене имЪетъ видъ 


(32) ее ИВ р 


’ ^ А 6050 + Ваш о 


Обратно, всякое уравнене такого вида выражаегь прямую. Въ самомъ 
дъаЪ, переходя къ прямолинейнымъ координатамъ,. взявъ полярную ось за 
ось х-овъ и перпендикуляръ, проведенный изъ полюса, за ось у-овъ, ура: 
внене приметъ видъ Ах - Ву = С. 


Жругой водъ уравнена прамой. 


83. Разложивъ уравневе (51), получимъ 
2 ©08 © 608 а —- р Эм ® Ш х == а, 


или, взавъ прямоугольныя координаты, 
)33) х 08 «К узша — а =0. 


Первая часть уравненая прямой, представленная 
въ такомъ вид, имфетъ очень простое геометрическое 
значене. Разсмотримъ какую-нибудь точку М пло- 
скости, полярныя. координаты которой суть р иь, а 
прамоугольныя суть х и у. Изъ этой точки опустимъ 

 перпендикуляръ МР на прямую АВ (фи. 59). Про- 
© екщя радтуса вектора ОМ на прямую ОП) есть о с08 
(® — 2); и эта проекшя равна лини ОШ, увеличен- 
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ной или уменьшенной на периендикуляръ РМ, смотря по тому, находатея 
ли точка М и начало О по разнымъ сторонамъ прямой или по одной. 
Такимъ образомъ, если черезъ р означимъ этотъ перпендикуляръ и возь- 
‘мемъ его со знакомЪ -- въ первомъ случа и со знакомъ — во второмъ, 


/ 


то получимъ 
а-Е р — р 608 (› — #) ={ 608 « -- у з\ «, 
откуда фр = 08 « | уз а — а, 


Такимъ образомъ, первая часть уравненя (33) выражаетъ разстояше, 
взятое съ приличнымъ знакомъ, какой-нибудь точки плоскости, координаты 
которой суть Хи 4, отъ прямой, выражаемой этимъ уравнешемъ. Отсюда 
легко опредълить координаты 2, и чи, основан1я Р перпендикуляра. Дъйетви- 
_ тельно, такъ какъ разности 2 — 2, у— 9, суть проекщи прямой РМ на 
объ оси, то получимъ 


1— %, = 0 608 а == (1 е08 « |+ зш а — а) ©08 а, 
у — 9, = р зп «= (4 с08 х | у Ш х — а) 81 +. 


Уравнеше прямой, представленное въ вид$ (39), очень часто употре- 
бляется во многихъ случаяхъ. | 


ГЛАВА ЦП. 
№ругъ. 


84. Найдемъ прежде уравневе круга въ прамоугольныхъ координа- 
тахъ. Означимъ черезъь а и 6 координаты центра С Фиг. 53. 
(фи. 53) и черезъ 7 радлусъ. Такъ какъ окружность т 
есть Такое геометрическое место точекъ, разстоянше х 
которыхъ отъ центра равно радусу, то уравнене ея г. 
будетъ 
1) еба+- =! тв 


Раскрывъ скобки, это уравневе можно представить подъ видомъ 


(2) | 2? | у | Ах | ВС =0. 


Такимъ образомъ, уравнеше круза в прямоуюльныхь координатах 


есть уравнеше второй степени, которое не содержитз произведеня 


р # 


Зы 


65 КНИГА И, ГЛАВА ИП, 


ху перемънныхь и в5 которомь члены х? и у? имъютз одинаковые 
коефофаеиениты | 
33. брани всякое уравненше такого вида, относительно ирямоуголь- 


пыхъ координатъ, выражаетъ окружность круга. Дъйствительно, уравненте 
(2) можно написать такъ 


(#42) (+) + о 


. . А В 
Если построимъ точку С, координаты которой суть — И =; ТО Пер- 
вая часть представляетъ квадратъ разстояня какой-нибудь точки М плоско- 
сти, воординаты которой суть 2 иу, отъ точки С. Если вторая часть будетъ 


положительна, то уравнен!е будетъ удовлетворяться координатами всЪхъ 


А? —- В? 
точекъ плоскости, разстояне которыхъ отъ точки С равно ма —- —С; 


слъдовательно, это уравнен!е выражаетъ окружность круга. Если же вто- 
рая часть равна нулю, то разстояме МС равно нулю, и точка М совпа- 
детъ съ точкою СО, а уравнеме удовлетворитея только координатами этой 
точки; слфдовательно, геометрическое м$ето приводится къ одной точкЪ. 
Наконецъ, если вторая часть отрицательна, то уравнене не можетъ быть 
удовлетворено координатами никакой точки плоскости, потому что квадратъ 


разстоянтя точки М отъ точки С есть величина положительная; слЪфдова- 
тельно, ВЪ этомъ случа уравнене 


не выражаетъ викакого геометриче- 
скаго мЪста. 


Фиг. 54. 86. Бозьмемъ теперь косоугольныя оси, состав- 
аяюния между собою уголъ 9 (физ. 54); выразивъ, 


что разстояве какой-нибудь точки геометрическаго 


мЪста отъ центра равно радлусу, получимъ урав- 
неше окружности: 





г (3) ая’ 9—0 а-чу—бе=Р. 


Это ур. иметъ видъ 


(4) 27 -- у -- 2ху соо - Ах + ВС —0. 


И ТакЪ, иравненае кра относительно восоуюлныхь координать 
еспи, уравнеме второй степени, вв котором члены хи у’ коеффи- 
пена имтюта 1 « члень ху 


мноюится два раза на косинусв 
ал осей. 
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87. Обратно, всякое уравнене такого вида выражаетъ окружность круга. 
Дъйствительно, три постоянныя 4%, 0, 7? можно опредфлить такъ, чтобы урав- 
нентя (3) и (4) были тожественны. Раекрывъ скобки уравнения (3), получим 


2 2 6) рр 6 Е | в. ` 
_ 7-у- 229 в080 —2 (а--6 0030) х — 2 ( асов зу 
-= а? - 6? -- 206 со 0. — 9? — 0. 
Это уравнеше будетъ тожественно съ уравненемъ (4), если положимъ 


Г 
—$2, 
а? -- 60° +2 аб ©0809 — 7? —= С. 


ы 
а--6 088 — — 5, Ь + а с0з0 — 


Первыя два уравненя даютъ для а и 6 конечныя величины, потому что 
знаменатель | — с03? 09 или 81? 9 не равенъ нулю. Третье уравнеше 
даетъ 


"? — 2? 6-2 а6 в080 — С. 


Построимъ точку С, координаты которой суть а и 6. Первая часть. 
уравнения (3) выразитъ квадратъ разстояня точки С отъ какой-ни- 
будь точки М плоскости, координаты которой суть хи у. Если для 1? 
найлемъ величину положительную, то уравнене будетъ удовлетворено 
координатами всЪзхъ точекъ нлоскости, находящихся отъ точки Сна раз- 
стояни 7; слЪфдовательно, оно выражаетъ окружность круга. Если величина 
’? будетъ равна нулю, то разстояше МС будетъ равно нулю, и уравнеше. 
удовлетворится только координатами точки С; слЪ довательно, оно выражаетъ 
одну точку. Наконецъ, если 7? будетъ величина отрицательная, то уравне- 
не не будетъ удовлетворяться координатами никакой точки. 

`Вмъсто того, чтобы опредфлять центръ С помопию его координатъ а 
и 5, гораздо проще опредфлить его посредствомъ ореогональныхъ проек- 
щи прямой ОС на объ оси. Назовемъ черезъ а’ и 6’ эти двз проекщи 
ОЛ и ОЕ (4. 54), взятыя съ приличными знаками, и выразимъ, * что 
проекщя прямой ОС на.ту или другую ось равна проекщи ломаной лини 
ОРС или ООС. Такимъ образомъ получимъ 


а' —= а -- 6 соз 6, 6’ —=Б -Р ас08 0; 


| к ое В 
слвдовательно, а’ — — -х, а | 


Отложимъ на осяхъ отъ начала координатъ величины а’ и 6’ и изъ 
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точекъ ПО и Е возставимъ перпендикуляры къ осямъ; тогда пересфчене 
двухъ перпендикуляровъ и будетъ центръ С. 
88. Уравнене окружности круга, какъ мы видЪВли, есть 


(5) (— а) + 9 — 5 2—9 — В 0059 — г, 


Первая часть этого уравневя имфетъ слфдующее геометрическое зна- 
чеше. Разсмотримъ точку М, координаты которой суть хи у. Выраженше. 


(р — а) (у — 6} 2 (® — а) (у — 0) соз 0 


выражаетъ квадратъ прямой МС, которая соединяетъ точку М съ и 
(физ. 55); ион, первая часть уравнения равна МО? — 7?, т. е. 

Фиг. 55 произведентю двухъ множителей МС ли МС — т, 
которые выражаютъ два отрфзка МА и МВ даметра, 
проведеннаго черезъ точку М; эти отрфзки будутъ 
имЪть одинаковые или разные знаки, смотря по тому, 
отложены ли они по одному или по противополож- 
нымъ направленямъ. ТакимЪ образомъ, первая. часть 
уравнен:я (5) выражаетъ произведеше двухъ отрЪзковъ какой-нибудь съку- 
щей, проведенной черезъ точку М. Когда точка М находится вн круга, 
это произведенте равно квадрату касательной. 





Задача @, 


89. Найпиь уравнене касателоной, проведенной кз какой нибудь 
кривой. | 

Мы уже. опредвлили, что такое касательная, проведенная къ кривой 
въ точкё М ($21). Черезъ точку М и ближай- 


Фиг. 56. 
| р: шую къ ней точку М”, взятую на кривой, про- 
| 3 _.“  ведемъ съкушую ММ’; положимъ, что точка 
| м! М’ неопред$ленно приближается къ точк М: 


тогда сЪкущая ММ’, обращаясь около точки М. 
будеть приближаться къ предЪльному положе- 
в р Хх ню МТ: эта прямая МТ называется каса- 
тельною къ кривой въ точк$ М (44. 56). 

Пусть фи у будуть координаты точки прикосновешя М; эл й 
у = & координаты ближайшей точки М’; угловой коеффищентъ съкущей 
ММ’ есть отношене разности ординатъ двухъ точекъ М и М’ кь разно- 


Е 
—. Когда точка М” неопредвленно приближается къ 





0 


сти ихъ абсциссъ, т.е, 
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_точк М, оба приращеня Л и К приближаются къ нулю, а ихъ отношеше 
= КЪ предЪлу, который есть производная отъ ординаты, разсматриваемой 
какъ функтя абсциссы. Если ршимъ уравнеше кривой относительно у 
и представимъ его въ видф у =) (2), то угловой коехфищентъ касательной 
будетъ у’ — } (5). Когда же уравнене кривой 7 (2'’ у) = 0. не р5шено, 
тогда производную 9’ отъ неявной Функщи 9 найдемъ изъ уравнения 
ть —|-- о — 0, въ которомъ то и /’, означаютъ частныя производныя 
отъ Функщи (1! ), взятыя относительно 4 и относительно у. Отсюда 

Г. 

Гу 


(6) | у’ — 


Такимъ образомъ, если черезъ Х и У означимъ координаты какой-нибудь 
точки касательной, то ея уравнене будетъ 


(7) У—: =") иди (Хр. + (УЛ, =0. 


Задача ИЯ. 


90. Найти уравнеше касательной, проведенной кз круцу. 

Приложимъ предъидущую Формулу къ кругу, и для простоты, положимъ, 
что оси прямоугольныя, и начало координатъ находится въ центрЪ круга. 
Уравнетше круга въ такомъ случаъ будетъ 


а? + у? — 7? = 0. 
Опредфливъ у, получимъ у —= = И у2 — д?, взявъ производную отъ 


этой Функци, найдемъ 


, д 
НИ а — ри у 


Если же уравненшя мы не рёшимъ, то, прилагая Формулу (6), полу- 
^- ТР . 
чимъ ту же величину 1’ = Такимъ образомъ уравнене касательной 


будетъ 
У -у=р—< (Х — 2), ших уе у. 


Такъ какъ точка М находится на круг, то ея координаты удовле- 
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творяютъ уравнен1е круга; и мы получимъ 2° - 9? = 7?; въ такомъ 
случа$, уравневе касательной получаетъ боле простой видъ 


(8) хХ уу = г. 
Такъ какъ угловой коеффищентъ радуса, идущаго отъ центра къ точкф 


прикосновения, есть то отсюда видно, что касательная перпендикулярна | 


къ этому радщусу. 


Задача ЕИ. 


91. Провести касательную кз крузу черезз точку Р, лежащую 
внь круаа. м 

_Уравневе круга, относительно прямоугольныхъ осей, начало которыхъ 
находится въ центрЪ, есть | 


(9) 27? -- чу? а 2. | 


Означимъ черезь 2х, и у, координаты данной точки Р (04. 57). 
Пусть МР будетъ касательная, проведенная черезъ 
эту точку; такимъ образомъ вопросъ приводится къ 
опредъленю точки прикосновемя М. Означимъ че- 
резьъ 1х и 9 неизвЪстныя координаты этой точки. 
Такь какъ точка М находится на кругЪ$, то.ея ко- 
ординаты удовлетворяютъ уравнен1ю (9); сл$дова- 
тельно, касательная, проведенная къ точкв М, выра- 
зится уравнешемъ д Х Гу У ==!”. Такь какъ ка- 
сательная проходить черезъ точку Р, то координаты этой точки должны 
удовлетворять ея уравненаю; поэтому мы получимъ 


(10) г. хт, —- уу, — 7. 


РЬшивъ уравнене (9) и (10), найдемъ величины неизвфстныхъ 4 и 7. 

Очевидно, что рьшить два уравнения (9) и (10), изъ которыхъ первое 
выражаетъ кругъ, а второе — прямую, значитъ найти точки пересЪчения 
этихъ двухЪ лин, т. е. опредълить величины д и 9, которыя удовле- 
творяли бы въ одно и то же время этимъ двумъ уравненямъ, значитъ 
найти точки пересЪчевя прямой съ кругомъ. Эта прямая, которая пере- 
сфкаетъ кругъ въ двухъ точкахъ М и М’, называется прямою прикосно- 


Фиг. 51. 
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веня. Замфтимъ, что уравненше (10) прямой прикосновен!я имъетъ оди- 

наковый видъ съ уравнешемъ (8) касательной; съ тою только: разницею, 

что координаты точки прикосновенля замфНены координатами ‘точки Р. 
92. Извъстно, что если имъемъ два совмъстныя уравнения 


А 0, ВО 


съ двумя неизвъетными хи У, и если одно изъ нихъ замфнимъ уравне- 
немъ 72А -- пВ —= 0, которое получимъ, когда оба. уравнешя умно- 
жимъ на произвольныя: числа 7% и ® и сложимъ ихъ, то получимъ новую 
систему уравненй 


о А — 0, жА — пВ = 0, 


которая одинакова съ данной системой. Геометрически это выражаетъ то, . 
что точки пересвченя двухъ линй, выражаемыхъ двумя данными уравне- 
нями, суть точки пересъченя одной изъ нихъ третьей линтей. 

Мы сказали, что точки прикосновешя М и М’ опредъляются пересз- 
ченемъ даннаго’ круга съ прямою прикосновенй. Вычтя почденно два 
уравнения (9) и (10), получимъ новое уравнене 


27 -- У’ — 2.5 — 9.9 =0 


ИЛИ 
г, \* у: 2 Ур, 
|= :) "р | : Ва: 


которое можетъ замзнить уравнеше (10). Это новое уравнеше выражаетъ 


| ХХ 9] йо 
кругъ; его центръ, координаты котораго суть г. И г находится въ сре- 


динё прямой ОР. Такъ какъ это уравнеше не содержитъ постояннаго 
члена, то это показываетъ, что кругъ проходитъ черезъ начало коорди- 
натъ. Такимъ образомъ мы получаемъ кругъ, описанный на прямой: ОР, 
какъ на даметр$; точки, въ которыхъ этотъ кругъ пересфкаетъ данный 
кругъ, суть точки прикосновеная. 


Задача (У. 


_93. Провести касательную параллельно дачной прямой. 
Требуется провести касательную къ кругу 


(9) | 5? -- 91" —- 72. 
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параллельно Прямой — т, которая, положимъ, проходитъ черезт, 

начало координатъ (4%. 58). Если черезь хиу 
означимъ координаты точки прикосновеня М, то 
какъ извЪстно, угловой коехфищентъ касательной бу- 


Фиг. 58. 


Ч 
деть —-. Чтобы касательная МТ была параллельна 


данной прямой, необходимо, чтобы угловой ея коех- 
Фищентъ былъ равенъ т; такимъ образомъ полу- 





| г - Не 
чимъ уравнеше — ре 77., ИЛИ 


(11) у — — 


Такъ какъ координаты точки М должны удовлетворять уравнению круга. 
то он$ опредфлятся двумя совмфетными уравнешями (9) и (11), и сл$- 
довательно, точки прикосновеня М и М” опредфлятся пересъченлемъ круга 
‚съ прямой, выражаемой уравнешемъ (11); эта прямая ММ’ есть дламетръ, 
перпендикулярный къ данной прямой ОА. 

94. Этотъ вопросъ можно рьшить иначе, и это дастъ намъ поводъ 
представить уравнене касательной къ кругу въ новомъ видф. Найдемъ 
сперва точки пересфченя круга 2” -- у” == 7” съ какою-нибудь прямою 


у —=тлх-- К. Исключивъ 9, получимъь уравневше второй степени 
2? | (тх —- К)? —= 7”, или 


(п1? ++ 1) 2? + 2ткх № — 7 = 0. 


Если это уравненмше будетъ имть дфйствительные корни, то кривая 
пересъчеть кругъ въ двухъ точкахъ, абсциссы которыхъ будутъ корни 
уравнен!я. Если корни будутъ равны между собой, то обЪф точки пере- 
сЪченя сольются, и съкущая обратится въ касательную къ кругу. Нако- 
нецъ, если корни будутъ мнимые, то прямая не пересъчется съ кругомъ. 


Такимъ образомъ, чтобы прямая была касательною къ кругу, мы имЪ- 
емъ условте | 


т? Е? — (7? 1) (&* — 7?) = 0, или А — 7? (т? 1. 
ЗамЪнивъ въ уравнене прямой К его величиною, получимъ 
(12) у— т Е тУж- т. 


Это уравнеше, содержащее произвольный параметръ 7, выражаетъ 
вс$ касательныя къ кругу. 


КРУГЪ. | 5. 


Если направлеше касательной будетъ дано, т. е. угловой коеффищентъ 
7% будетъ извЪстенъ, то мы получимъ уравневя двухъ касательныхт, 
параллельныхъ данному направлению. 


задача %”.` 


95. Найти зеометрическое мъсто точекз, разстоящя которые 
0105 Одвуж5 опрефъленныхх точек находятся между собою вв банном? 


отношеняи. 
Пусть А и В будутъ двЪ данныя точки (4. 59). Прямую АВ возь- 
_  мемъ за ось 2-овъ, а перпендикуляръ, возстав- 


Флг. 59 | 
ленный изъ средины АВ, за ось У-овъ. Если 


: т 
черезъ За назовемъ разстояше АВ, черэзъ = 


данное отношене, и если черезъ х и у назо- 


их, вемъ координаты какой-нибудь точки’ геометри- 

В СОВЫ - р : 

а * "рт ческаго м$ста, то уравненте его будетъ 
Ра у (@-+ а) т" 


У (2 — а т 
или | 


(13) ду бат", На = 0. 


Это есть кругъ, центръ котораго находится на оси 1; а концы даметра 
ОЕ суть точки, которыя прямую АВ дфлятъ въ отношенми 7% къ 7. 





Задача №1. и 


96. Найти точки пересъченя 068455 -к0ую65. 


Пусть 
4) пу РАЗ Ву 
(15) Ру" Аа + ВУ 0'=0, 


будутъ уравнен1я двухъ круговъ относительно прямоугольныхъ координатз. 
Точки пересфченмя опредвлятся изъ этихъ двухъ уравненй. Второй кругъ 
можно замфнить прямою | 


(46) А+ (В В) у+ ©— 0) =0 
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которое получимъ, вычтя эти уравнешя одно изъ другаго: такимъ обра- 
зомъ вопросъ приводится къ отыскиваню точекъ пересфчения перваго 
круга съ этой прямой. Если прямая пересфчетъ кругъ, то оба круга 
будутъ имБть двЪ точки пересвченя, и уравчене (16) выразить общую 
сфкущую. Если прямая будетъ касательная къ кругу, то обЪ точки пере- 
сфченя сольются и оба круга будутъ касаться. Наконецъ, если прямая 
не пересъкаетъ кругъ, то оба круга не будутъ имфть общей точки. 

Во всЪхъ этихъ случаяхъ уравнеше (16) имфетъ замфчательное геоме- 
трическое значете. Первыя части уравневй (14) и (15) выражаютъ 
($ 88) произведен!я отрёзковъ сфкущихъ, проведенныхъ изъ какой-нибудь. 
точки М, координаты которой суть х и у, черезъ оба круга. Сравнивъ 
эти два выражевня, въ слфдств1е чего уничтожатся члены второй степени, 
получимъ уравнеше (16); сафдовательно, уравнеше (16) выражаетъ геоме- 
трическое м5сто такихъ точекъ, что произведеня отрфзковъ сфкущихъ, 
провеленныхъ изъ каждой изъ нихъ къ тому и другому кругу, будутъ 
равны. Это геометрическое м$сто есть прямая, которая называется ра- 
дикальноюосью лвухъ круговъ. Часть этой прямой, находящейся внЪ кру- 
говъ, есть геометрическое мЪсто такихъ точекъ, что касательныя, прове- 
денныя изъ нихъ къ двумъ кругамъ, равны между собой. Очевидно, что 
радикальныя оси трехъ круговъ, взятыхъ по два, проходатъ черезъ одну 


и ту же точку; эта точка называется радикальным центромз трехъ 
круговъ. 


Уравнсше круга относительно нодяриыхъ координаттъ. 


97. Пусть О будетъ полюсъ, а ОХ полярная ось (физ. 60). Назовемъ 
черезъ @ и « координаты центра С, черезъ т ра- 
длусъ, черезъ р и ® координаты какой-нибудь точки 


те М окружности. Въ треугольникБ ОСМ находимъ 
у с ] (17) 0? ны ар 03 (® Я «) -|- а? — 7? — (. 


Ф иг. 60. 


а + . | х, - | | | 





ое 5 р —= 9" 6©08 (® — о). 


Чтобы показать приложене этой формулы, разсмотримъ два пересЪ- 
каюниеся круга. Черезъ точку пересъченя О проведемъ какую-нибудь 
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сфкущую; эта съкущая пересфкаетъ круги въ двухъ друтихъ точкахъ 
Ми М’; найдемъ геометрическое мЪъсто средней точки прямой ММ’. 
Если точку О возьмемъ за полюсъ, то оба круга выразатся уравнешями 


р — 27 ©0$ (` — %), р — 2’ 608 (© Е %’), 
откуда непосредственно получимъ уравнеше геометрическаго мъста. 
р = 608 (® — а) 7” ©08 (® — «)); 


это уравеше можно представить въ видЪ 





г; 608 (® — «); 


такимъ образомъ, геометрическое м$сто есть кругъ, проходящИй черезъ 
точку пересфчешя О двухъ данныхъ круговъ. 


ГЛАВА Ш. 


Геометрическая м%$ета. 


98. Геометрическя м$5ста опредзляютъ различнымъ образомъ; или даютъ 
общее свойство каждой изъ точекъ геометрическаго мъета, и выражая это 
свойство помощию алгебраическихъ знаковъ, получаемъ уравнене геометри- 
ческаго м$Ъста. Такъ, напримЪфръ, мы опред$ляемъ окружность круга, какъ 
геометрическое м$сто точекъ, отстоящихъ отъ данней точки на опредЪленную 
величину; и представивъ это свойство общимъ для всъхъ точекъ геометриче- 
скаго мзста, мы получили уравнеше окружности (б 84). Подобнымъ же 
образомъ мы нашли геометрическое м5ето точекъ, разстояше которыхъ 
отъ двухъ данныхъ точекъ находятся между собой въ данномъ отношени 
(© 95); выразивъ это свойство, мы получили уравнеше геометрическаго 
мфста. Точно также мы получили уравнене перпендикуляра, возставлен- 
наго изъ средины прямой, соединяющей дв данныя точки ($ 80), ‘и 
уравнения линй, раздфляющихъ углы, образуемые двумя данными пря- 
мыми, пополамъ (6 81). 

Но обыкновенно линю РФ (04. 61) опредфляютъ движешемъ точки 
въ плоскости: каждое изъ положений движущейся точки М опредФляется 
построенемъ ФИГУры, различныя части которой зависятъ только отЪ про- 
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извольнаго параметра &«. Изъ этого видно, что об координаты д и у 
точки М суть хункщи этого перем$анаго параметра а. 


Пусть 
у — Л, (а), 


будутъ ташя дв$ хункщи. Уравнене геометрическаго м$ета, описаннаго 
точкою М, получимъ, исключивъ изъ этихъ двухъ уравнений параметръ а. 

Каждую изъ точекъ геометрическаго мЪста геометрическое построение 
опредфляетъ вообще пересзчешемъ двухъ движущихся линй, которыя, 
слЪ дователь::0, зависятъ отъ параметра @; пусть 


(1) Е (2, у, а) = 0 
(2) Е, (хча) =0 


ить 





‘удутъ уравневя этихъ двухъ линй. Если этому параметру дадимъ час- 
°тную величину, то получимъ двф линш Аи В, пе- 
ресзкаюцияся въ одной точкЪ М, координаты кото- 
рой д и у удовлетворяютъ двумъ совмфстнымъ урав- 
нен1ямъ (1) и (2). Если параметру далимъ другую 
величину @’, то 06% лин будутъ имЪть положения 
А’и В’, и точка пересБченля будетъ въ М'. Третья 
величина а! параметра дастъ двф лини А” и В" 
и точку пересфчемя ВБ", и такъ далБе. Положимъ, 
что параметръ а измфняетея непрерывно; тогда объ 
анни Аи В будуть непрерывно перемфщатьея въ плоскости, и тогда 
перес5чене } опишетъ линю Р©. Уравнене лини Р©), т. е. уравне- 
ня геометрическаго м®ста точки М, мы получимъ, исключивъ изъ двухЪ 
уравневий (1) и (2) параметръ @. Дъйствительно, исключить а изъ двухъ 
уравненйй (1) и (2) значитъ найти систему двухъ уравнений 


(3) Е. (2, у» а) вы 
(4) 1 (2, У) = 0, 


тожественную систем двухъ уравнешй (1) и (2) и притомъ, чтобы въ одно 
изъ нихъ не входила буква @. ДвЪ системы уравневй называются тожест- 
венными тогда, когда онЪ удовлетворяются однфми и т5ми же произвольными 
величинами пзремвнныхъ. Если @& дадимъ частвую величину, то коорди- 
наты 2 и у точки М, въ соединении съ этой величиною а, образуютъ 
систему величинъ трехъ количествъ 5, 9, а, которыя въ одно время уло- 
влетворяютъ двумъ уравненамъ (1) и (2). Такъ какъ система уравненй 
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(3) и (4) тожественна предъидущей, то эти величины удовлетворяютъ 
также уравнемя (3) и (4); слБдовательно уравнеше (4), которое не со- 
держитъ а, удовлетворяется координатами одной какой-нибудь изъ точекъ 
геометрическаго м5$ста, 

Обратно, всякая точка М, координаты которой х и у удовлетворяютъ 
уравненю (4), принадлежитъ геометрическому мЪсту. Въ самомъ дфлф, 
если опредфлимъ величину а, удовлетворяющую уравненио (3), ВЪ ко- 
‘торомъ д и у имзютъ предъидуция величины, то получимъ систему вели- 
чинъ трехъ количествъ 1, у, а, которыя удовлетворяютъ систем$ ура- 
вневшй (3) и (4). Уравнешя (1) и (2), будучи тожественны съ преж- 
ними, уловлетворятся однфми и т5ми же величинами. Такимъ образомъ, 
получимъ дв лини А и В, проходяция черезъ точку М. | 

Однако можетъ случиться, что систем  дЪйствительныхъ величинъ 
ри 9, которыя удовлетворяютъ уравненю (4), соотвфтетвуетъ величина &, 
при которой уравненя (1) и (2) не представляютъ  дфйствительныхъ 
линй. Это будетъ, напримфръ, тогда, когда величина @ будетъ мнимая. 
Но во всфхъ случаяхъ величивы 2, у, а будутъ удовлетворять двумъ 
уравнен!ямъ (1) и (2). 

99. Хотя построен! каждаго положеня Фигуры, которое опредфляетъ 
различныя точки геометрическаго мфста, зависитъ только отъ вели- 
чины произвольнаго параметра, но часто бываетъ удобнЪе, ввести Въ вы- 
числен1е нЪеколько перемфнныхъ параметровъ &, 6, с,....; но тогда 
эти параметры связаны между собою такимъ образомъ, что величина 
одного будетъ произвольна, и измънене этого параметра опредЪФляетъ, 
сдфдовательно, измфневе всъхъ другихъ. Если число этихъ параметровъ 
будетъ п, то они будутъ связаны между собою т — 1 условями. 

Положимъ сперва, что мы имземъ только два перемзнные параметра 
аи 6, связанные между собою условемъ 


(5) ф (а, 6) = 0, 

и пусть 
(6) Е (, у, а, В) =0, 
. (7) Е, (2, у, а, 6) = 0, 


будутъ уравнешя двухъ движущихся лишй А и В, пересъчете которыхъ 
даеть каждую. точку геометрическаго мЪста. Ёсли параметръ а мы бу- 
демъ измфнять непрерывно, то парамётръ 6, который по условю (5) за- 
виситъ отъ а, будетъ также измфняться непрерывно; слфдовательно, объ 
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лини Аи В, уравневя которыхъ содержатъ эти два параметра, будутъ 
также измфняться непрерывно, и точка ихъ пересъченя М опишетъ ли- 
ню РО. 

Уравнеше этой лиши мы получимъ, исключивъ два параметра аи В 
изъ трехъ уравневй (5), (6), (7). Дъйствительно, исключить аи б изъ 
этихъ трехъ уравнен!й значитъ найти систему трехъ уравнений 


(8) _ _ В (аа 9 =0, 
(9) Е, (2, 9, а, 5) = 0, 
(10) 1 (%, 4) = 0. 


тожественную съ данной системой, и чтобы одно изъ нихъ не содер- 
жало боле аи 6. Если а и 6 дадимъ величины, которыя удовлетвор- 
ли бы уравненю (5), то координаты 4 и у точки М, въ соединеши съ 
этими величинами ди б, составятъ систему величинъ четырехъ количествъ 
д, у, а, 6, удовлетворяющихъ въ одно время уравненямъ (5), (6), (7). 
Три уравневая (8), (9), (10), будучи тождественны съ предъидущими урав: 
нен!ями, будутъ также удовлетворяться т5ми же величинами; слЪдова- 
тельно, уравнене (10), будучи независимо отъ аи, удовлетворится 
координатами 5 и у каждой изъ точекъ геометрическаго м$ста. Обратно, 
всякая точка М, координаты которой 5 и 9 удовлетворяютъ уравнен!ю (10), 
принадлежать геометрическому м$сту. Въ самомъ дл, если опредълимъ 
величины а и 6, удовлетворяюция двумъ уравневямъ (8) и (9), въ кото- 
рыхъ хи 9 имфютъ предъидупия величины, то получимъ систему вели- 
чинъ четырехъ количествъ х, у, а, 6, которыя удовлетворяютъ системЪ 
трехъ уравнений (8), (9), (10). Три уравнешвя (5), (6), (7), составлая си- 
стему тожественную съ этой, также удовлетворятся, и мы получимъ двЪ_ 
зиши Аи В, проходяпия черезъ точку М. 

100. Положимъ, вообще, что мы имЪемъ я перемзнныхъ параметровъ 


\ 


а 6, с,....й, евязанныхъ между собой' ® — 1 уравнетями 
(о: (а, 0, с, №) — 0, 
| (9, бок ЕО, 

(11) "И ИЕ 
\ф„—1 (а, б, С, ... №) = 0, 

и пусть 

(12) О, В 


(13) Е, (дула с,....В=0, 
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будуть уравненя ‘двухъ’ движущихея линй ‘Аи Вупереевчене! которыхь 
Дастъ ‘каждую точку геометрическаго мъста. Когда` параметръ а будемъ 
ИЗМЪНЯТЬ,, друге параметры. . будутъ также измфняться и точка. М. опи- 
_шетъ геометрическое. мзето. Уравнене. этого геометрическаго, мета, полу- 
ЧИМЪ, ИСКЛЮЧИВЪ 2 параметровъ. изъ, И 1. уравнений ЦТ (12), (18). 

101. Мы сказали, что построеше Фигуры зависитъ только отъ одного 
произвольнаго параметра а. Если Фигура будетъ зависвть отъ двухъ про- 
извольныхЪ параметровъ. а и-.б, то обф ‘координаты хи пу точки М будутъ 
ФуНКкшямИи эТИХЪ ДВУуХЪ параметровъ 


а=У@,5, к к в 5. 


Этимъ лараметрамтъ.. можно. дать такя величины, . чтобы точка. М. совпала. 


съ какою нибудь точкою плоскости, имвющею координатами р: и у для 
этого надобно опредфлить ди 6. изъ. авухъ ‘уравнений : 


я —=.Л @, 6), 3 91 =.) (а, 6). 


Такимъ образомъ точка М. опишет®, не `опредвленную лин _ВЪ пло- 
скости, но цфлую плоскость. 

‚‚Отеюда видно, что въ томъ.еслуча$Ъ, когда. имфемъ перемённыхъ па- 
‚ раметровъ, необходимо, чтобы. эти 7%’ параметры были связаньг между с0бою 
п — 1 различными условями; потому что. ‚ если будеть можно.‘ привести 
эти уравнения къ меньшему числу, то два. параметра, ‘по’ ЗуинеВ? `МЪръ, 
будуть произвольны. | | 

Можетъ случиться, что двЪ перемфнныя ЛИН А и №: пересъкаются 
въ нфеколькихъ точкахъ; въ такомъ случа предъидущее вычислеше опредз- 
ляетъ геометрическое мфето, описанное совокупност!ю этихъ точекъ. 


Задача и. 


102. Дана вол Хоу и лточка р в ЯлоСкостт вн: 62); через точку 
Р яроводимз неподвижную съкущую ЕВА и съкущую. овижушуюся р 


проводимз прямыя АО, ВС; нийни зеометри- а Фиг. ры 
ческое мюсто точки ихь переьчетя М. ры 
Возьмемъ прямыя ОХ и ОУ заоси координат, хо 
о У 
и черезъ д, и 4, означимъ координаты точки Р. ра 
Уравнене неподвижной сзкущей РВА будеть / ВЕ 
/ а © ` 
у— у: =а (@— 12), по” ПА 
7/° А сх 


въ которомъ параметръ а имфетъ постоянную‘ \^ 
Бро и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. 6 
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величину. Точно также движущаяся сЪкущаяся РОС выразится уравнешемъ 
у— у, = (5 —1;), 
въ которомъ 27 означаетъ перемфнный параметръ. Есливъ каждомъ изъ этихъ 


уравнен!й послфдовательно сдфлаемъ у = 0, 1 =— 0, то получимъ коорди- 
наты точекъ, въ которыхъ эти прямыя пересЪкаются съ осями координатъ. 


` | А, К — 0, 1 —=> 71 7 =® а; 
В, = 0, у=у, — ам, 
у 
С, 8 —=_ О, 5; _—— 271 № сы, 


р, = 0, у=У, — 13;. 


Прилагая сюда Формулу $ 61, получимъ уравнене прямыхъ АО, ВС, 





(1) 7 —“ 1 ;2”” тс, “’* 

| : и 9 Е 

(2) Е 
жа > 


Величины < и 4, которыя удовлетворяютъ двумъ совмфстнымъ урав- 
нешямъ (1) и (2), суть координаты точки пересфчешя М двухъ пря- 
мыхъ АП) и ВС; эти координаты измфняются вмфств съ произвольнымъ 
параметромъ 2. Вычтя почленно эти оба уравнешя, получимъ 


/ т а _ 1 1 

о) (ие) = 0 

У: — ТХ, у: — ат, У: — т, Ч: — а4, 
Или 

т — а . 

3 (1-2, 4) =0 
(9) иго в, ао 91 ® Г 2, 9) — 0, 
которое въ соединени съ уравненемъ (1) составляетъ систему тожде- 
ственную систем двухъ уравненй (1) и (2). Пока параметръ 7 имфетъ 
величину различную отъ а, первый множитель не будетъ нуль; въ такомъ 
случа координаты хи У точки М должны второй множитель обращать 


въ нуль. Такимъ образомъ, координаты каждой точки геометрическаго мЪ- 
ста удовлетворяютъ уравнению 


уу у = 0, 
9) Уи 


2х т. 


Это геометрическое мЪсто есть прямая ОГ, проходящая черезъ начало. 


— 
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Если 7% — @, то система двухъ уравненй й и (2) приводится къ 
уравненшю (1); т. е. обЪ прямыя АР и ВС совпадутъ, и точка и®ъ пере- 
сфченя будетъ какая-нибудь точка неподвижной съкущей РА. | 

Если мы исключимъ другимъ образомъ, напримфръ, если бы вели- 
чину 7, найденную изъ уравненя (1), внесли въ уравнеше (2), то по- 
лучили бы уравнеше второй степени, первый членъ котораго разложился 
бы на два производителя первой ‚степени, и которые, сл$довательно, выра- 
зили бы двз прямыя: геометрическое мЪето ` ОГ, и прямую РА. Это урав- 
_ненте будетъ 


в." (у а, ди: —в@—«)] =0 


Очевидно, что уравнеше (4) не содержитъ постояннаго параметра а; от- 
сюда сл$дуетъ, что геометрическое мЪсто не -зависитъ отъ частнаго по- 
ложен!я неподвижной сфкущей РА. Отсюда выводимъ сл5дующую теорему. 
Данъ уголь ХОУ и точка Р въ его плоскости; если черезъ точку Р 
проведемъ дв$ какя-нибудь сЪкушя РА, РО, то точка перес$чен1я М 
двухъ прямыхъ АР и ВС будетъ всегда находиться на одной и той же 
прямой ОГ.. Замътимъ еще, что уравнеше (4) зависитъ только отъ отно- 


шен1я т, т. е. отъ угловаго коеффищента прямой ОР. Такимъ образомъ 


геометрическое мъ5сто ОГ. остается то же, если точку Р перемфстимъ на 
прямую ОР, проходящую черезъ начало. 

103. Этотъ вопросъ можно рфшить гораздо скорфе. Возьмемъ как1я- 
нибудь дв. оси на плоскости. Означимъ для краткости черезъ « == 0, 
В —0 уравневя данныхъ прямыхъ ОА и ОВ, а черезъ у = 0 уравнене 
неподвижной свкущей РА. Данная точка Р опредфлится не по ея коор- 
динатамъ, но пересвченемъ двухъ данныхъ прямыхъ РА и ОР; уравнен!е 
этой посл5дней, какъ проходящей черезъ точку ‘пересфченя О. прямыхъ 
ОА и ОВ, будеть В аа = 0. Движущаяся сЪкущая РС, проведенная 
черезъ точку пересвченя Р двухъ прямыхъ В - ая = 0, у=0, выра- 
зится уравнентемъ вида 


О В аа -- ту —=0, 


въ которомъ 2% означаетъ произвольный параметръ. Точка С, въ которой 

эта сЪъкущая пересзкаеть прямую ОА, опредфляется двумя уравнен1ями 

„—=0, В-Рах-Р ту == 0, или «=0, В+ ту = 0. Это послфднее 

уравнеше выражаетъ прямую, проходящую черезъ точку С и также че- 

резъ точку пересъченя В прямыхъ В==0, у==0; слБдовательно, это 
6* 


„ 
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есть уравнеше прямой. ВС. Точно также точка О, въ которой движу- 
щаяся сзкущая. пересвкаетъ прямую ОВ, опредъляется двумя уравне- 
нями В —0, В - а«-- ту —= 0, или В = 0. ах —- ту — 0. Прямая, вы- 
ражаемая ЭТИМЪ ПОСЛЬДНИМЪ уравненемъ ‘и проходящая также черезъ 
точку . пересъчен:я. А прямыхъ х =0, у==0, есть ни что иное, какъ 
прямая АР. Слъдовательно, уравневшя движущихся прямыхъ ВС и АБ, 
пересфчене которыхъ опредфляетъ точку М. геометрическаго м$ста, будутъ 


(3) _ ах ту = 0. 


Уравнения геометрическаго м$ета мы получимъ, исключивъ изъ этихъ 


двухъ уравнений параметръ 1; если вычтемъ почленно эти уравнения, _ то 
получимъ. ый Ги 


Е ва 


Отсюда. заключаемъ, что геометрическое мЪсто есть прямая, проходящая 
черезъ точку О. Эта прямая не зависитъ отъ 7, т. е. отъ неподвижной 
сФкущей РА, и она будетъ та же самая, какое бы ни было положене 
точки Р на прямой ОР. 


Мы предполагали, что  ‘параметръ 7% иметь конечную величину: если 


т замфнимъ черезъ Е и, умноживъ на 9, сдфлаемъ 4 = 0, то уравневя 


в 


_(1), (2), (3) приведутся къ у — 0, т. е. движущаяся съкущая . совпадаетъ 
съ неподвижною съкущею РА, точно такъ, какъ двЪ прямыя ВС`и АП. 


р ШИ. 


104. Стороны перемтьннало ‘треуольника АВС вращаются около третхё неподвиж- 
| ных точекб Р, Р! Р’’, расположенных5 по пря.мой ди- 
Фиг. 683. ни, между ттьиб како двЪъ из5 вершин А и В пере- 
иъшаются по двум5 неподвижным5 прямым Ш и ПЕ; 
найти зеометрическое мтьсто, отисанное третьей вер’ 
| \ иной С (фил. 63). 

Возьмемъ на плоскости двЪ как1я-нибудь оси и озна- 
чимъ для краткости, какъ прежде, черезъ «= 0, В = 0, 
уравнен!я ханныхъ прямыхъ Ш, ТЕ и черезъ у = 0 урав- 
нен!е прямой РР’Р’””; каждая изъ неподвижныхъ точекъ 
Р, Р', Р'’ можеть быть опредфлена перес$чен!емъ этой 
прямой, съ прямою проходящей черезъ точку [. Такъ какъ 
о _ точка Г есть точка пересёчен!я прямыхъ а == 0, в = 0, то 

прямыя ТР, 1Р', 1Р” выразатся уравненями вида 


В- аа = 0, В -- а'ч = 0, в + а'«=0 
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въ КОТтОрыхь а, аи; а ‘означають` постоянные коехфищенты: Чтобы построить. ‘част- 


Но6- положение" перемфнной` Фигуры, ` черезъ::Р проведемъ. произвольную прямую РАТИ р 


потомъ проводимъ АРГ и ВР”; ‘пересфчен!е которыхъ опредЗлитъ точку С геометри- 
ческаго: м$ста.  Такъ‘какъ точка: Р-есть: пересфчен!е двухъ прямыхъ у = 0, р 4 = 0, 
р Е А Ч. НОВ, а эту точку, будетъ 


@- К, Ле Я в + (5%. р ту = 0, 


я а в ча 
и: 


ГВ. ‘означаеть. ь произвольный. параметрь. _ Точка А, вЪ которой прямая РА перес%- 
каетъ ‚прямую ‚ТА... ‚опредфляется. двумя ‚уравнешями «= 0, В - аз -- ту = 0, или 


и.==.0, В -- ту = 0. Уравнеше прямой А.Р", какъ проходящей черезъ эту точку. будетъ. 


ВН ту т = .0;. ‚ коеффищенть 2’ надобно опредфлить такъ, чтобы прямая прохо- 
дила, также. черезъ. точку. Р', ‘опредфияемую двумя уравненями у = бир + .@'% = 0. 
Если въ: уравнен!и этой прямой сдфлаемъ и==0 и В = —а!*, то получимъ (т’—а ').«=0 

а такъкакъ..х не. равно: нулю, нотому.. что.точка Р’ не находится на. прямой « = 0, 
то. необходимо. т а! == 50 адевательно,. и’ = а". Такимъ образомъ, ее АР! ВЫ- 
‚разится. уравнещень_ : № и 


-=—. 


> . у А 
‘во } . + 
д .- 5 > г & ‚ы й 
- 2 и а’ «- сту = де с 
(2 р $ ® це ум & о ` Я 2 ' < дн ‚.* "‹ - .’. ‚ . $ о 9 5’ р ? р Я чь СТВ- :: -*`., « 
? м . . * , * .* * „ . ь 

: у у: , т д 4 з 1 } ` . ы пы А > ‚ 2 ; 4% 
.`. „т. з 2.12“. `‘" ‚ * 2% $ > .) а ` . о м. за “ к 2 > ` пионы " №8. +6 -® ‚ к. мак и > ... .* - / 

ы ^ ..- 

У 
. 


Точно. также точка |: Въ ‚ которой. прамая ВР пересвкаеть’ ‘прамую. в, бпредваяется. 


“ "> ) . УР \ ;. < *% 7 > ? у *: 
"; `; :*. %-. нЕ ^— = щ% : .: о =" -—^ Уж 4: пы 2 — 
. 


двумя ‘уравненями В = 0, В-Р’аа ту — 0, или В = 0, аа Е ту — 0; ‘прямая ВР". 


проходящая черезъ эту точку, выразится. уравнешемъ аа — ту < ти! И О, Кобози 


щентъ [1 ‘надо. опредфлить. такъ, чтобы эта прямая, преходила черезъ точку р", пере- 
сфчен!е прямых у= 0 в -- а! « = 0. `Положивъ. ВЪ ЭТОМЪ уравнении И 0. и ‚= = —а/ "а, 


' . 
З 


ЕСН 


О 
получимъ (& — та”) х = 0; сл5довательно ' = АИ! Такимъ к прямая ВР! 


выразнтся уравнешемъ 


(3) етот ин 4 


' 

: < ., . и . `. и, < ие :49- А * > + . т .. 

у ое ме ‘.. Гр вы. мн А Ре у -- ` ео . 
- 


Уравненя (2) и (3) суть ‘уравнен!я Двух. движущехся ‘прямыхъ АР!.и ВЕ’, перее$- 
чен!е которыхь опредфляеть какую-нибудь точку” С гебметрическаго мЪста. "Исключивъ 
ИЗЪ этихЪ двух ‘уравнен! параметръ т, ‘получим. уравнен!е геометрическаго м$ета. 


. . . 


Есни эти уравнения вычтемъ, то ‘получимь У 





АН $ ен т ы - 4) она в = = 0. 


тб 1 закеочаеит, что ‘покомое. ‘теомотрическое ирото есть прямая, проходящая че- 
резъ точку Т о да с. Ф 

105. прима 1. И зъ всего - прехъиииаго МЫ КОИ решение” атдующей 
задачи: В5 треузольник5 РЕ вписать. орузой. треузольнико, стороны которало про- 
ходили бы соотвъьтственнд` через три данныя точки Р, Р', Р"!, находящался на 
прямой лини. Если будемъ. разсматривать перемфнный` преугольникъ, стороны кото- 


раго должны проходить черезъ три точки Р, Р’,„Р.т, между. т5мъ какъ  двЪ, вершины , 


А и В перемфщаются по прямымъ ТО, ТЕ, то геометрическое мЪсто третьей вершины 


С будетъ прямая ТС. СлБдовательно точка“ перес$чевя С прамыхъ 1С и ОЕ 6у-. 


/ 
детъ одна изъ вершинъ искомаго треугольника, а прямыя СР', СР! опредфлятъ 


-- 


цв пругя’ вершины: А, и В:.- _Замфтимъ, что- это- т не я никакого | АРУ : 


жи о. и” .\ Сы 1 


гаго инструмента, кромЪ линейки. 
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Примьчане 9. Предъидущую задачу можно легко представить въ общемъ видф. 
Разсмотримъ четыреугольникъ, четыре стороны котораго обращаются около четырехъ 
1 неподвижныхъ точекъ Р, Р’', Р’, Р/”'!, рас- 

Фиг. 6 положенныхъ на прямой линш, а три вер- 

шины А, В, С перемфщаются по тремъ не- 


_подвижнымъ нрямымъ В, э, Т и постараемся 
найти геометрическое м$сто, описываемое 
Ччетвертою вершиною О (фие. 64). 


Три стороны треугольника ВСЕ вра- 
та около трехъ неподвижныхъь точекъ 
Р, Р", РИ/, а дв вершины В и С перем$- 
щаются го неподвижнымъ прямымъ ю и Т; 
г сл$ довательно, вершина Е описываетъ пря- 
р мую ЕЕ. Точно также три стороны тре- 
и угольника АЕОШ вращаются около трехъ не- 
/ь подвижныхъ точекъ Р, Р’, Р", а двЪ вер- 
УФ: шины А и Е перемфщаются по двумъ пря-_ 
мымъ Би ЕЁ; и: вершина Р описываетъ прямую лин!ю. | 
Отъ четыреугольника точно также перейдемъ къ пятиугольнику. Такимъ образомъ, 
когда 2 сторонъ многоугольника вращаются около п неподвижныхъ точекъ, располо- 
женныхъ на прямой лиши, ат — 1 вершинъ перемфщаются по я — 1 неполвижнымъ. 
прямымъ, п-ая вершина опишетъ прямую лин!ю. 
Отсюда вывзодимъ способъ вписать въ многоугольникъ, имющ п сторонъ, дру- 


‘гой многоугольникъ съ п сторонами, проходящими черезъ п неподвижныхъь точекъ, 
находящихся на прямой лини. 


Е РАНЕНЫЙ 
5 и. 


Г 


Задача И. 


106. Дан трелольник5 АВА!; через неподвижную точку О, взятую на ео сто- 
ронь АА’, проводим5 движущшуюся съкушую ОСС!; 
Фиг. 65. проводим5 первый круз через три точки 0, А, Си 
второй круз через три точки 0, А!, С'. Найти 1е0- 
метрическое иъсто точки пересъченя М этих двух 
крузов5 (физ. 65). 
Возьмемъ прямую ОА! за ось х-овъ, а перпендику- 
ляръ ОУ, проведенный изъ точки О, за ось у-овъ. Если 
черезь аи а' назовемъ абсциссы точекъь Аи А’, 10 
уравнения двухъ неподвижныхь прямыхъ АБ, А'В бу- 
дуть 


(1) у — с (д — а) 
(2) у = с! (х—а!), 


а уравнене движущейся сфкущей будетъ 





(3) | у — ТФ, 


въ которомъ т означаетъ перемфнный параметръ. Координаты. точки С мы получимъ, 
рёшивъ уравнения (1) и (3); такимъ образомъ получимъ 


— 
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са тса 
Х — ) = 


с —т у с — т 








Уравнен!е всякаго круга, проходящаго черезъ точки О и А, будетъ 
д" - у — ах — бу =0, 


въ которомъ параметръ 6 произвольный. Этотъ параметръ мы опред$лимъ, выразивъ, 
что кругъ проходитъ черезъ точку С; тогда мы получимъ 


а (ст -Ё 1) 
= ———; 
о с-т 


слёдовательно уравнене круга, проходящаго черезъ три точки 0, А, С, будетъ 


й +1 
(+) ие ру— ар  ТТА у0. 


Ч | С — И 
Если въ этомъ уравнени а и с зам$нимъ черезъ а'и`с', то, очевидно, получимъ 
уравнен!е круга, проходящаго черезъ три точки О, А’, С’, 


| Г (с! 1 
(5) 27-1 у — а/д Евы —= 9.” 


Чтобы получить уравнен!е геометрическаго м5ста точки пересфчения М двухъ кру- 
говъ, надобно изъ двухъ уравнев!й (4) и (5) исключить перем$нный параметръ т. 
ани величины т, найленныя изъ уравнений (4) и (5), получимъ уравненге 


с (2 -- у — ах) — ау с! (2-1 /—а'х) — а'у 
р дик ___ 
(1? -- у* — ах) - сау (21° -- у? —а'1) + ау 


приведя къ одному знаменателю, получимъ 


< 


(с — с!) [21° У — 42) (2* -- у* — в) + ав, 


-- (1 -+ са’) у[а' (У — ав) ф ву’ — @!5)] = 0, 
ны (с—с') [(2°- у**— (а + а!) 2 (2*-- у) + аа! (2 9") 
+ а-- ее”) (@'—Фум- у) =0; 


_взявъ 2° Ё у? общамъ множителемъ и раздфливъ на с —с', найдемъ 


г 1 | ай 
в @Н-- | му —@+0)=— сем =“ уши | =0 


Это уравнене разлагается на два уравнен!я: одно 


2-9" =0 
опред®ляетъ точку 0, въ которой всегда пересфкаются два движупцеся круга; другое 


| 1 ] — | | 7 
(т) | пр аа) 2 О у фаа' =0 


есть уравненш{е геометрическаго м%ста точки М. Это геометрическое место есть кругъ. 
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Можно сказать & ром, что три точки В, А, А’ принадлежать геометрическому 
мЪету. Въ самомъ дфлЪ, если двикущаяся аи проходитъ черезъ точку О, то оба 
круга пересЪкутся въ Б; эта точка составляетъ часть геометрическаго м5ста. Поло-_ 
жимъ, что сфкущая забой параллельною прямой А"ВУ- тогда ‘точка ‘0’ удаляется" в * 
безконечвости, второй кругъ сливается съ прямою ОА, которая перес$каетъ первый 
кругъ въ А. Точно также получимъ точку А’, когда сфкущая сдЪлается параллельною 
АВ. '@верхь того, тегко: повзрить: по. уравненгю (2); ‹ что геометрическое. м5сто., прог. 
ходить черезъ три точки В, А; А. Такамъ.: образомъ; искомое. геометрическое мъсто: 
есть кругъ, описанный около треугольника АВА’. 


107. Залиьчаме. Иногда случаетея, что одна изъ двухъ движущихся 
_кривыхъ А; `В, пересъчене! ‘которыхъ ‘опредфаяетъ точку“ М ‘геометриче- 
скаго мфста, проходитъ черезъ -неподвижную точку Р. Въ этомъ случаъ 
координаты этой точки Р удоваетворяютъ уравненшо, которое получимъ. 
черезъ исключеше. Дъйствительно, положимъ, что уравнешя двухъ ливй. 
содержать п перемьнныхЪъ параметровъ, : связанныхъ: между: собою ® — 1. 
отношен!ями: если координаты: 2, и у, неподвижной точки Р удовлетво- 
ряютъ уравнению ливи А; при веъхъ величинахь параметровъ, то, зам$- 
няя фи У черезъ. х, у, въ уравнеши лини. .В, „Получимъ_ ‚уравнеше, 
которое, _ ВЪ соединен съ д — Г условными. ‘уравненями, ‚составятъ 
систему 7 уравнешй, опредфляющихЪ величины“ Этихь параметровъ. (об- 
ственно говоря, эта_ точка. : Р_не будетъ точкою. геометрическаго моста, 


если найденнымъ.. величинамъ не будуть. ‚соотвфтетвовать. дБйствительныя 
лини. 


Въ этомъ случаз иногда случается, что точка р Входит | ВЪ `уравне- 
ве частнымъ множителемь, котораго ` можно унйчтожить; уничтоживъ 
этого множителя, уравнеше. ‘выразить -самое геометрическое. мЪсто. _ Но 
часто бываетъ ‘невозможно ^ разложить’ первую ‘часть. ‘уравневя на два. 
производителя; въ такомъ случаБ ‘точку Р должно разсматривать, какъ 
особую точку, связанную“ съ кри Сафдуюний. примЪръ.. представляеть . 
первое обстоятельство. ‚ ©. 


\ 


-- . р кф 1 = 


задача‘ у. 


108. Данё круз и внутри ез0 неподвижная. точка Р; около точки Р обращаеме 
прл.мой узде АРВ; прлмою чишщею соединлеме двть точки А и В, в5 которых5 слпо- 
роны прл.казо. 17. а пересьъаютбё круб, ‘ы 25’ точки “Р“ отускаем5 перпендикулярз. РМ. 
на прямую АВ; найти ео. иетрическое итьсто основанл М перпендикуляра (физ. 66). 

Возьмемъ за 065’ х-овь маметот ОР ‘за ось у-овъЪ' перпенликулярный д!аметрь; въ. 
такомъ случа$ данный кругь выражается уравненемъ 


(1) 2“ = р 1" 
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Пусть — р аарие: ПН СВ о 
(2) ав РОВ Гуа 4ь 
будетт». ‘уравнёне. бой Вх Воли ИЗЪ. двухь. уравнении а И. ‘в иСклЮчимЪ „ ‘то 
Е Ур- ито ‘степени. И Е а вы 
Г: о а оч и Е РО ЕН м и т 
на фиг. 66... “@. с. СЕ 6). + 2 аба { —т=0,. 


ыы _ корни. ‘котораго. выражають абецисы д" и д" точекъ. Аи `В: 
_” ординаты же будуть. ах +5, ‘ах’ НЫ. Если чёрезъ те, ` озна-^ 
чимъ постоянную длину ОР, то угловые  коефФащенты двухь _ 
прямыхъ РА и РБ будуть. 

эй М па ах! 6 Я р. о 


—_—_ц_` ИЛИ —————— й 
ав 0" ы „С!!. ртс. Ала < ды 50!’ в р 


так ка БИ ГАВВ прямой, то `получимъ хз“ 


(@— ©) (@"— 6) 





или 
у афадшам + 6 о фаичаяы 

зам нивъ х'[- 5!’ и х'х” ихъ величинами изъ уравнения (3), получимъ соотношене 

(4) | С 4°) (6—1) + 26 (ас + ви 


между ДВУМЯ п еремфнными параметрами а ибо. 
о НН, Е ноуеииато изъ: ТОЧКИ" Р ‘на’ прямую АВ; будетъ 


| ОА Ра 14 к, О г и и \%: 


Точка М опред$ляется уравнен!ями ‘(2)-и 65);перем$нные параметры которыхъ аи ф 
удовлетворяютъ уравнен!ю (4). -Исключивъ изъ. трехъ-уравнений (2), (4), (5) эти два: 
параметра, 'получамъ уравнене -геометрическаго ^м$ста точки М. Изъ уравнения (5) 


х—с м. 


находимъ, 4 = — г тих ЦОТОМЪ ИЗЪ ‘уравнения (2) находимъ.0.= ‚ Внеся. 





эти величины въ уравнене & получимь уравнеше 
К ‘ < 
НО АТ: Е о .. о Уча ива 


(6) — *` У@— 4 а У. Е =0,. 


+ 


—— — 


точку Р; хругое ре . :% х .х 
с и 


та, 84° фм м, з м т С .... х .’ м 
( Е в НТ БИ, ео оо ра * — т = 0... - 
(7} 6 г": 
ра . 
ь . 


с _\\ == Е : 
`. \> : 5 Г = » 
. г + ‹ ` 


которое разлагаетёя-“нНа: ры уравнения; `ИЗЪ НИихЪ ие У. о и —6)* = 0 опредфляетъ 


выражаетъ ибкомое- геометрическое ‘место “``” 

Очевидно, что точка Р пе принадлежитъ къ такому геометричеекому мЪ$ету, ко 
торое опредфляемъ; но легко понять, какъ анализъ ее вводитъ въ результатъ. Коор- 
динаты 2 =<, у = 0 точки Р удовхетворяютв. уравнен!ю (5)^при всЪхъ величинахъ 
параметровъ; слфдовательно, изъ двухъ. уравнешй (2) и (4) можно опредфлить вели- 
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чины, соотвЪтствующ!я двумъ параметрамъ ан; такимъ образомъ находимъ а = 
0 — — ас. Это есть пряложен!е зам$чан!я, сдфзаннаго въ $ 95. 

Изъ уравнен!я (т) видно, что геометрическое м5сто есть кругъ, центръ котораго 
нахозитея на прямой ОР. Чтобы его построить, надобно опредфлить оба конца п1а- 
метра СР. Если проведемъ прямыя АВ’, ВА’, образующия съ даметромъ ОР углы въ 
45°, то хорды АА’ ВВ', буцучи перпендикулярны къ этому даметру, опредфлать двъ 
точки Сп О. Точно также, отыскивая геометряческое м5ето средины М’ хорды АВ, 
получимъ тотъ же кругъ. ЛЪйствятельно, эта средина опредфзяется перес$ченемъ 
хорды АБ съ перпенликузяромъ, опущеннымъ изъ центра на эту хорду. Такъ какъ 
уравневше этихъ прямыхъ есть 


= 2, 


у =ах 0, уе 


то уравневе геометрическаго мфста мы получимъ, исключавъ изъ этихъ двухъ урав- 
ней и уравнения (4) два перем$нные параметва а и 6, 


г ® 
(2° + у) | ду ее о) =0; 


это уравнеше разлагаетея ва два, изъ которыхъ одно опрехЪфляеть точку 0, посторон- 
нюю геометрическому м5ету: второе кругъ. 


Задача №. 


109. Найти геометрическое мъсто такит5 точекё, чтобы основаня перпендику- 
дяровё, опущенных чз5 каждой точки на три стороны треугольника АВС, находи- 
лись на прямок дин. 


Цуеть 
те о — “0. 
(1) т 08$ т уча 0 — р, =0, 
| т с08 рак. 


булутъ уравнен!я трехъ сторонъ треугольника, относчтельно какихъ-нибудь прямо- 
угольныхь осей, и лля краткости черезъ «, р, у означимъ первыя части этихъ урав- 
нен{й. Назовемъ черезъ хи у координаты точкя М геометрическаго м5ета, черезъ 
кии, д. ну, х. и у, коорзанаты основан! перпендакуляровъ. опущенныхъ изъ 
точка М на стороны треугольника. Тогда получимъ (\ 55) 


| 


| 


< м“ 
4. 


у— цу =а&« ига, у — у. 


8 6030, #—@&, 
5 зшо, уу; 


со 


03 С, 
за с 


Уравнение геометрическаго мБета мы получимъ, выразивъ, что эти три точки нахо- 


У — и = 
дятея на прямой лини. Для этого надобно сравнить два отношения т а 
— А 
которыя можно представить въ вид 


ПИ фу, 


——_————— д —————_ 


оба м-оеа,-1) 
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Такимъ образомъ получимъ уравнен!е 


Взшф — азта узшс — азша 
В 036 — « воз а 5 у 03 6 — < 03 а 
ИЛИ 
(2) | аб 9ш (6 — а) -- Бу шп (с — 6) + ух зщ (а — с) =0. 


Такъ какъ «<, В, у означаютъ многочлены первой степени относительно 5 и у, то оче- 
видно, что уравнене (2) есть второй степени. ВКоефхфищентъ при ху есть 


зв (а 6) зщ ($ — а) -- зп © Коза (с — В) - за (с РТ @ за (@ — 6); 
зам$нивЪ здЪсь произведен!е синусовъ разностью косинусовъ, получимъ 


(с0з За — сз 26) -—- (в03 86 — с032 с) -- (е03 8 с — в0$ За). 
2; —? 


этотъ коехФищентъ равенъ нулю. ВоегФитенты при 25° и у’ суть 


А —= 603 а с03 6 зп (6 — а) - 03 6 в03 с за (с — 6) - воз с с0з а зв (а — с), 
В = зва эафзш (6 — а) — зшбзш сш (с — 6) | звс япазт (а — 0). 


Бели вычислимъ ихъ сумму и разность, то получимъ 
А — В = с03 (а —— 6) зв (6 — а) -— соз (6 - с) за (ё — 5) - 03 (с + а) зщ @— ©) 


зш 26 — зшЗа -- за9 ес — зш 26 - зш3За — зп 9е х 


—ч _ 4 


2 
А + В = е03 (а — 6) зп (6 — а) -г воз {5 — ©) зп (6—5) - в03 (в — а) зп (@— ©) 


_ 312 (6 — а) - з1?2 (с — 6) - зв 3 (а — с) 
= 


—= — За (0 — а) зп (с — 6) яв (а — с): 
отеюда 
А = В= — зп (6 — азш (Е — 6) зщ (а— ©). 


Такимъ образомъ геометричеекое м$ето есть окружность круга. Такъ какъ урав- 
нене (2) будетъ узовлетворено тогда, когда въ немъ едблаемъь 2—0. у=6. то точка 
А будетъ принадлежать геометричеевому м5ету; то же самое скажемъ о точкахъ Вис; 
с1$довательно, геометрическое м5ето есть Бругъ, описанный около треугольника 
АВС. 

110. Надобно обратить вниман!е На видъ уравнен!я круга, описаннаго около тре- 
угольника. Цервая часть этого уравнения имфетъ очень простое геометрическое зна- 
чен!е. Чтобы показать его, положимъ, что начало координатъ нахолитея внутри тре- 
угольника АВС (фиг. 6Т), и что углы а, 6, с, заключаюниеея между О и 2л. раеполо- 
мены по возрастающимъ величинамъ. Раземотримъ точку М, координаты которой суть 
т иу, и воторая находится внутри треугольнява. Изъ этой точки опустямъ перпен- 
дивуляры на стороны треугольняка я основан:я этяхъ перпендикуляровъ гоелинимъ: 
тогда получимъ треугольникъ ВЕЕР. Буквы <, р. у означаютъ длины этяхь перпевди- 
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кузаровъ, взятыя дБ со знакомъ —; сверхъ того, эти перпендикуляры имфютъ на- 
правде одинаковое съ направленемъ перпендикуляровъ, проведенныхъ изъ начала, 
п которые служатъ къ ‘опредфленно угловъ а, 6, с. Членъ 
Фиг. 67. «В 311 (6 — а) равенъ МОХ МЕХ эп РМЕ, т. е. выражаетъ 
двойную площадь треугольника ОМЕ; два друге члена точно: 
также выражаютъ двойныя площади треугольниковъ ЕМЕ, 
ЕМУ; такимъ образомъ первая часть уравнения (2) выражаетъ 
двойную площадь треугольника ЕЕ. А, ыноРАЗАЕЯ 
°— ^ ТРазсмотримъ теперь ‘точку М’, `находящутося вн `тре- 
угольника ни Въ. этомъ случа$ мы имемъ « = — М/О, 
В = — М! Е, у=-+ МЕ’; ‘тогца первая часть уравнен!я вы- 
....Ражаетъ ‚двойную разность между треугольникомъ ОМЕ/ и 
суммою треугольниковъ Е'М/Е’, Е”М'О’; это есть также двой- 
мая площадь треугольника: О’Е’”Е!, взятая-со--знакомъ -- или. --. Такимъ образомъ, 
какое бы ни бызо положеше точки М въ плоскости, первая часть уравнен!я выра- 
жаетъ двойную площадь треугольника РЕЕ, взятую со знакомъ -- или —. Слёдова- 
тельно, уравнен!е (2) показываетъ, что. площадь ‘треугольника. ЕЕ равна нулю, т. е.. 
что три точки. РЕЕ находятся на прямой линш. 
Если черезъ’” назовеёмъ радусъ круга, описаннаго около треугольника. АВС, а че- 
резъ 4 разстоян!е точки, координаты которой суть д иу, отъ центра круга; то первая 
часть уравнения (2), которую можно ить ВЪ ке 





Ау т " о 


будетъ равна А (4? — Это выражене сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ, пока 
разстоян!е 4 меньше 7, т. е. пока точка М остается внутри круга; когда же точка М 
- находится внЪ круга, оно получаетъ обратный знакъ. 

Изъ предъидущаго видно, . что. геометрическое м$сто такихъ точекъ—какъ площадь 
треугольника, вершины котораго суть основан!я трехъ перпендикуляровъ, ‘равная дан- 
ному количеству #*, составляется изъ двухъ круговъ, выражаемыхъ уравненями 


\ 


_ оВ п (6 — а) -- ву яв (С —5) -- уа зш (а — с) = == 94°. 


Эти два круга концентричны кругу, описанному около треугольника АВС; одинъ изъ 
нихъ, при всякой величин данной площади, будетъ ви$шнимъ и всегда дЪйствитель-. 
вымъ; другой орт внутренн!й, 2 дъйствительнымъ. онъ будетъ . только тогда, когда 
А 
т 





данная площадь меньше. абсолютной величины 


_—^ ПРИМЗРЫ. 


1-й. Выразить. площадь треугольника. И _вакого-нибудь. многоугольника Въ ` функции 
координатъ ‘вершинъ. | 
2-Й. Найти пзотадь треугольника, составленнаго тремя Пра, ‘уравнения | кото- 
рыхъ. даны. 
3-й. Въ плоскости даны ю точекъ А, В, С... и п величинъ т", в! т"”....у 
которыя соотв тетвуютъ этимъ я точкамъ; на рамой АВ возьмемъ такую и М, " 
чтобы разстоян1я этой точки отъ двухъ первыхъ точекъ были въ отношени т’ къ т.о 
Нотомъ на прямой №,С,; соединяющей точку №, СЪ третьей точкой, возьмемъ такую 


ГЕОМЕТРИЧЕСКТЯ : МЪСТА. о ое 
точку №, чтобы ея. разстояня отъ. точекъ М, и_(. были въ. отношени т” къ т! -|- т’; 
потомъ на прямой №0, соединяющей точку. М, съ четвертою. точкою:Р, возьмемъ такую 
точку М№., чтобы ея разстоян!я отъ точекъ №, и 0 были въ отношен!и ил къ! + тт, 
и такъ далЪе, до тЪхъ поръ, пока не дойдемъ до посл$дней данной точки. Найти коор- 
динаты. послЪдней точки кзенй, которая называется НИЧИРОК на 
раз: тоянаи. : | 

Въ томъ случа, когда множители т’, т’, т/”... ‘равны | между. собой вос. 
няя точка лБлен1я называется. чентром5’ средних МЕ `Найти; наприм$ръ, 
центръ пропорц!ональныхъ разстоян!й. трехъ вершинъ треугольника; опред$лить отсюда 
центръ, тяжести треугольника, центръ вписаннаго въ него круга; : точку. ен 
ще его высотъ и центръ описаннаго около него круга. . ей, Ав 

4-й. Найти геометрическое м$сто. такихъ точекъ, чтобы сумма произведений изъ. 
квадратовъ разстояй каждой изъ нихъ отъ ‘я данныхъ точекъ на постоянныя вели- 
чины т’, ж' т!!!...., была бы равна данной. величинЪ.. га 

5-Й. А м5сто ем мов которые видны ИЗЪ ;дпухь Завныхт 
точекъ. подъ. данными углами. - Е 

6-й. Геометрическое м%Ъсто центровъ Круговъ, которые ВЪ Маметральни противо- 
положныхъ точкахъ пересфкаютъ два данные круга. . 

„Л-й. Геометрическое. мфсто такихъ точекъ, чтобы сумма: разстоян! кажлыхъ лвухЪ 
отъ лвухъ прямыхъ и вообще отъ нфсколько данныхъ прямыхъ’ была постоянна. 

8-й. На двухъ взаимно перпендикулярныхъ прямыхъ ОХ, ОУ построенъ первый: 
ный четыреугольникъ ОАВС, периметръ котораго равенъ 2а; перпендикуляръ, прове- 
денный изъ вершины С на д!агональ АВ, проходитъ черезъ опред$ленную точку. 

9-й. Построивъ фигуру, изъ которой доказывается теорема о квадрат5 гинотенузы 
прямоугольнаго треугольника, доказать, что дв прямыя, соединяющя концы гипоте- 
нузы съ вершинами квадратовъ, построенныхъ на противоположныхъ сторонахъ, пере- 
сфкаются на перпендикуляр%,‘опущенномъ изъ вершины прямаго угла ва гипотенузу. 

10-й. Изъ опредфленной точки Р проводимъ касательныя къ кругамъ, которые 
проходятъ черезъ двЪ даяныя точки. Найти геометрическое м$сто точки, въ о 
хорда прикосновеня перес$каетъ дламетръ, проходящ!й черезъ точку Р. 

11-й. Ланъ правильный шестиугольникъ АВСОЕЕ; соединяемъ А съ С и Е; черезъ 
центръ проводимъ какую: нибудь сфкущую, которая пересЪкаетъ двф прямыя АО и. 
АЕ въ точкахъ Си Н; потомъ соединяемъ В съ би Е съ Н; найти геометрическое 
мфето точки перес$ченя этихъ двухъ прямыхъ. 

_ 12-й. Доказать, что окружности, описанныя на трехъ пагонаняхъ полнаго четыреуголь. 
ника, какъ на д!аметрахъ, попарно имфютъ одну и ту же радикальную ось. 

18-й. Ланы пять прямыхъ; беремъ изъ нихъ четыре, образуюцщия полный четыре- 
угольникъ, въ которомъ средины трехъ диагоналей находятся на прямой лини; дока- 
зать, что пять прамыхъ, полученныхъ такимъ образомъ, пересЪкаются въ одной точк®. 

14-й. Даны три точки А, В, С и дв$ прямыя Х, У; на АВ, какъ д!агонали, по- 
строимъ параллелограмъ, стороны котораго были бы параллельны Х п У; точно также 
поступаемъ съ В, Си С, А. Доказать, что другя д1агонали трехъ т аразлелограмовт 
проходятъ черезъ ‘одну точку. | 

15-й. Даны: четыре прямыя `А, В, (, 0; по тремъь изъ нихъ строимъ’ треуголь- 
никЪъ, посредствомъ котораго опредфляется точка встрЪчи высотъ. Доказать, что че- 
тыре точки, полученныя такимъ образомъ, находятся на прямой лини. 

16-й. {ны два опредфленные круга; два перем5нные круга касаются между собой 
и съ предъидущиами; найти геометрическое мЪсто точки прикосновеня перемфнныхЪ 
` круговъ. гы 
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11-й. Беремъ ва окружности произвольно четыре точки; доказать, что лини, раз- 
дЪляющя пополамъ три пары прямыхъ, которыя проходятъ черезъ эти четыре точки, 


параллельно попарно- 
18-й. Найти геометрическое м%сто такой точки, что хорда прикосновен{я каса- 


“, 


тельныхъ, проведенныхъ изъ этой точки къ тремъ даннымъ кругамъ, пересЪкаются въ 


ОДНОЙ И ТОЙ Же ТОЧКЪ. 


19-й. Данъ уголъ АОА! и точка С на лини, дЪлящей уголъ пополамъ. Уголъ по- 
стоянной величины вращается около его вершины, находящейся въ (С; соединяемъ 
точки пересфчен!я В и В" сторонъ движущагося угла съ сторонами неподвижнаго угла: 
изъ точки С опускаемъ перпендикуларъ на ВВ’. Найти геометрическое м$сто основа- 


ня перпендикуляра. 


20-й. Даны четыре прямыя А, В, С, О, которыя, будучи взяты по три, обра- 


зуютъ четыре треугольника. 


Прямая А принадлежитъ тремъ этимъ треугольникамъ; 


центръ круга, описаннаго около каждаго изъ нахъ, соединяемъ съ вершиною, не на- 
ходящеюся на А; три прямыя, полученныя такимъ образомъ, пересзкаются въ одной 
И ТОЙ же точкЪ У; четыре Точки, подобныя Г. и центры четырехъ круговъ находятся 
на одной и той же окружности. | 
21-й. Давы различные круги, которые, будучи взяты по два, имфютъ одну и ту 
же радикальную ось; если перем$нный кругъ пересфчетъ два изъ этихъ круговъ подъ 
постоянными углами, то онъ перес$четъ также каждый изъ другихъ круговъ подъ по- 


стояннымъ угломъ. 
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в ривыя втораго порядка. 


ГЛАВА Г. 


Построен1е лин!1й втораго порядка. 


111. Общее ‘уравнение второй степени съ двумя неизв5стными «с и у есть 


Фиг. 68. 





(1) А Вгу-Р Оу? Ох Еу-РР=0; 

это уравнене содержитъ пять произвольныхъ 
параметровъ, т. е. отношеня пяти коефФфищен- 
ТОВЪ КЪ шестому. Сперва положимъ, что одинЪ 
изъ коеффищентовъ при 2” и 4?, напримфръ © 
не будетъ равенъ нулю, и рфшимъ это урав- 
нен!е относительно 1/; тогда мы получимъ 

(2) у= Е + 25" Ма? Е ЭМ - Р, 
полагая М = В* —4АС, М = ВЕ — 2С,, 
Р — Е? — 44Е, 
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Построимъ прямую 00’, выражаемую уравнентемъ. 


29 Вх | Е 
У. 
_ Для` каждой величины х надобно по. объ стороны прямой ОО’ откла- 
дывать на ординат длину, равную 


—У= а ИМ -Е 2№ + Е. 


Прямая РО’ (фил. 68), которая двлитъ на двф равныя части хорды, па- 
раллельныя оси ОУ, называевся Фаметромь кривой; а У есть величина 
ординаты, отечитываемая отъ д1аметра. Такимъ образомъ, построеше гео- 
_ метрическаго мЪ$ста приводится къ изучению трехчлена 


Ма? -- 2№- ре; 


и такъ какъ видъ геометрическаго м$ета главнымъ образомъ зависитъ отъ 
знака коеффишента М, то надо различать три главные случаи. 


Эжлишеть. 


112. Разсмотримъ прежде случай, когда коеффищентъ М, т. е. В" — 
4АС, имфетъ отрицательную величину. Ордината У будетъ дЪйствительною 
въ томъ случаз, когда трехчленъ будетъ имЗтъ положительную величину. 
Чтобы узнать знакъ трехчлена, когда х измъняется, ему даютъ различные 
виды; воть почему разсматриваемый нами. случай дфлится въ свою оче- 
‚редъ на три друше. 

1° № — МР» 0. Оба корня трехчлена дЪйствительны и не равны. Оз- 
начимъ черезь х’ самый меньший, а черезъ 2” самый больший, тогда 
трехчленъ можно написать 


М (х к х’) (д — а") или — М (х — 2’) (2" — х); 


трехчленъ будетъ положителенъ, и сл5довательно, ордината У будетъ дъЪй- 
ствительная` при вс5хъ величинахъ т, заключающихся между гих! х 
наоборотъ, трехчленъ будетъ отрицательный, и ордината будетъ мнимая 
при всЪхъ величинахъ х менышихъ 2’ или большихъ м. 

Возьмемъ на оси 1-овъ двЪ точки Р’и Р"/) абсциесы которыхъ суть 
т и 2", и черезъ эти точки проведемъ лини Б!А!, Р"А!", параллельныя 
оси 9; тогда всякая кривая будетъ заключаться между этими двумя парал- 
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лельными. Такъ какъ. при измфнени‘ абсциссы х отъ.х’ до а", ХУ со- 
храняетъ конечную величину и возрастаетъ отъ нуля, и снова обращается 
въ нуль; такимъ образомъ, получимъ сомкнутую кривую, которая прохо- 
дитъ черезъ точки А’и А", и которая называется эллиисомв. 
Величина д, заключающаяся между х’и 4” будетъ абсцисса ‘точки 
Р, заключающейся между точками Р! и Р!, а соотвфтствующая вели- 
чина У ‘будетъ 


Ее. __ / #1] 

гс " (— М). РР’. РРИ. 
Перемфнное произведеше РР’. РР” двухъ отрфзковъ прямой Р’Р! равно 
квадрату ординаты круга, описаннаго на РР, какъ на’ д!аметрЪ; когда 
точка Р перемъщается отъ Р’кь точкБ |, срединв РР’, то ордината 
круга, а слфдовательно, величина У, которая.ей пропорцональна, возра- 


стаетъ; она уменьшается, когда точка Р перемьщается отъ [ до РИ; 


сл5довательно, величина У. достигаетъ талтит, когда‘точка Р находится 
о -я 


въ. т. е. когда х — ста — =; это наибольшая величины: равна 


И 


(2'" — в) И м. 
о ИИ Е . ОтложивЪ въ обЪ стороны отъ точки С, средины дламе- 


тра А’А!”, по ординатЪ линию, равную этой наибольшей величинз, по- 
лучимъ- дв точки Ви В" кривой, и проведя черезъ эти точки лини, 
параллельныя даметру, составимъ параллелограмьъ ЕОКН, въ которомъ 
будетъ заключаться эллипсъ. . 

Очевидно, что двумъ точкамъ Р и ©), одинаково отстоящимъ отъ сре: 
дины [, соотвётствуютъ равныя величины У; отложивъ эти величины 1о 
объ стороны д!аметра ОЛ’, получимъ четыре точки М, М’, М, №. Такъ 
какъ два треугольника СВМ, СЭМ’ равны, то три точки М, С, №' нахо- 
дятся на прямой лини, а точка С есть середина М№); такимъ образомъ, 
вс точки кривой попарно симметричны относительно точки ©, средины 
дламетра А’А!”; слБдовательно, эта точка (‘есть ценз эллипса. Очевид- 
но также, что прямыя ММ, М’М№’ параллельны д1аметру А’А", и каждая 
изъ нихъ дЪлитея прямою В’ В" нпополамъ; эта прямая есть второй д1а- 
метръ. Д!аметры А’А!, В’ВИ, изъ которыхъ каждый дБлитъ пополамъ 
хорды, параллельныя другому, называются сопряженными даметрами 
эллипса. 

113. Замъчане. Такъ какъ 


< 


Мл? -- 2Ме -ЕРЕМ (2) РУ, 
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то урэвнене (1) можно представить въ Вид 
и па. зо _ № №— МР 
9 ^ (2бу+Ве-Е) — М(#) +0 


Первый членъ есть квадратъ многочлена, содержащаго два перемфнныя 
хи у; второй содержитъ квадратъ многочлена, который содержитъ только 
перемфнное 4, а трей постоянную отрицательную величину. 
114. 2° № — МР = 0. Оба корня 4” и 2”’ равны; и мы получимъ 
, М - д”. = 
д =. = У = 5 ИМ; 
По положеню, коеффишентъ М отрицателенъ, ‘и слфдовательно, величина У 
будетъ мнимая при всЪхъ величинахъ 2, исключая при 2 == 4", ВЪ эТОМЪ 
случа У —= 0. Такъ какъ уравневше допускаетъ только систему дЪйстви- 
тельныхъ ръшенй, поэтому геометрическое м$сто будетъ единетвенная 
точка (С, находящаяся на прямой ПО’. Въ этомъ случа$ уравнеше (3) 
приводится къ | 


4) (2бу + Вз + Е — М (#2) =0 


и ясно, что оно имфетъ только одно дъйствительное ръшене. 


115. 3° № — МР < 0. Трехчленъ 


МР — № 
Мо ЭМ р м (2+1) ет. 
отрицательный, а сл$довательно, ХУ будетъ мнимое при всБхъ величинахъ 4. 
Такъ какъ уравнеше не имЪетъ дЪйствительныхъь рёшенш, то оно не 
выражаетъ никакого геометрическаго м$ста. Если уравнение (1) предста- 
вимъ въ видф (3), то три члена будутъ положительны, и двйствительно, 


ВИДНО, ЧТО уравнен1е не И не рёшевия. 


‘инербола. 
ъ 


_ 116. Разсмотримъ теперь случай, когда коехфищентъ М имфетъ поло- 
жительную величину. Этотъ случай рВанАи также ‘на три. 


ГМ, — МР> 0. Трехчленъ 
Ма -- 2№ -ЕР, 


Бр1о и БукЕ, ГЕОМЕТГРИЯ. 1 
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который можно представить въ видф М (х — 2") (х — 1"), положителенъ, 
и слЬдовательно, У будетъ величина дфйствительная, когда х измЪняется 
оть 2" до - ® и оть 4! до — <; кромБ того, У измвняется въ то же. 
время отъ 0 до со. 

_ Возьмемъ, какъ прежде, на оси х-овъ дв точки Р’и Р”, абециссы 
которыхъ суть 2’ и х"/, и черезъ эти точки про- 
ведем лини Р'А’ РИА”, параллельныя оси. 
/-овъ. Кривая будетъ находиться внЪ этихъ ли- 
ый; она состоитъ изъ двухъ отдфльныхъ вЪт- 
вей, которыя простираются въ безконечность 
(физ. 69); эта кривая называется зилерболою. 
Если по оси х-овъ отложимъ по об$ стороны 

точки [, средины Р’Р/, двф равныя лини [Р 
и ©), то соотв$тствуюция величины У будутъ 
равны. Очевидно, что точка (С, средина А’АИ 


есть центръ кривой, и что дв$ прямыя ОО’ и 
ТС суть два сопряженные дгаметра. 
117. Разсмотримъ величину у. 


я : Фиг. 69. 





ВЕ 


ит т = У <) а 


Если х будетъ очень большое, то первый членъ въ скобкахъ, находящийся 
подъ корнемъ, будетъ очень великъ въ сравнени со вторымъ; такъ что, 
ограничиваясь этимъ членомъ, получимъ для У приближенную величину: 


д №.” ВЕ & 
(5) вых ты ны (а та ми 


Предъидущее уравнене ны дв различныя прямыя, которыя 


.. М 

пересфкаются въ точкф даметра ОО’, абсцисса которой равно — зи, 
т. е. полусуммЪ абсциссъ точекь Р’и Р"); слБдовательно, эта точка есть. 
центръ С кривой. Разсмотримъ вЪтвь А’М кривой; если С положительно, 


то эта вфтвь выразится ея 


век 


Е БУ 


въ которомъ х изм$няется отъ 2!’ до —- со, Возьмемъ теперь м СТ, 
уравнение которой есть 
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Ш ве _) 

ы 
При какой-нибудь величинЪ т, которая больше н ордината кривой бу- 
детъ менфе ординаты прямой; такимъ образомъ в$твь А”М заключается въ 


уга$ ГСО’. Разность у, — У ординатъ, которая соотвфтствуетъ одной и 
‚той же абсцисс, имфетъ величину 


и (2+) им Ум(ь+ы) Е 
и МР — № а 
2См |[(2 + ум + МУ м (2+ = 
Когда д увеличивается неопредфленно, знаменатель также увеличивается 
неопредленно, и слфдовательно, разность 9, — у приближается къ нулю. 
Прямая СТ, къ которой неопредвленно приближается взтвь кривой А"М, 
называется асимлииотою этой вфтви кривой, заключающейся въ углЪ 
Т.ОО’!. Подобнымъ. образомъ увидимъ, что вЪтви А"М’, А’М, А’М№М!’ за- 
ключаются въ углахъ Г.'ОО’, Н’ОО, НОО, и асимптотами имфютъ прямыя | 
СГ’, СН’, СН. Такимъ образомъ, кривая заключается въ двухъ верти- 
кальныхъ углахъ ГОТ’, НОН’, и каждая изъ безконечныхъ прамыхъ НГ, 
Н/У," есть асимптота двухъ вфтвей кривой. 


Если уравнене (1) представимъ въ видф (3) и отбросимт постоянный 
‘членъ, то получимъ уравнен!е 


(6) ,` бу Ву + в — м(2+)'=0 


которое выражаетъ двЪ асимптоты. Кром того, замтимъ, что угловые 
коехФфИищенты этихъ двухъ прямыхъ опредфляются уравнешемъ 





ИЛИ 
Сл? -- Вт +А 


которое _ получимъ, замфняя въ членахъ ыы степени уравнетшя (1) 2. 
черезъ 1, а у черезъ т. 
118. 2-й, № — МР <0. Такъ какъ трехчленъ 


Ма? -- 2№ ы: Р = (2 —- н) т“ 


ч% 
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есть сумма двухъ положительныхь количествъ, то величина У будетъ 
дъйствительная при всЪхЪ. величинахъ 2 и никогда ‘не обратится въ'нуль; 


и эк ие 
Фиг. 70. при # — — \ имъетъ наименьшую величину 


УМР — № 
бу Пусть 1 (фи. 10) будетъ точка на 


за Е М 
оси х-овъ, абецисса которой есть — м; Прове- 
демъ линю ГС параллельно оси ОУ и возь- 
мемъ лиши СВ’ и ОВ", равныя наименьшей 
величин У; полученныя такимъ образомъ двъ 


точки В’ и В” будуть точками геометриче- 





( а т 


скаго мЪета. Когда х измфняется отъ — й до --- ©, или отъ — = 


М 


до — ©, величина У возрастаетъ веопредленно; сльдовательно, если 
° изъ точекъ В’ и В" проведемъ лини, параллельныя д1аметру ОГ’, то 
увидимъ, что кривая состоитъ. изъ двухъ безконечныхъ вЪтвей, расположен- 
НЫХЪ ВНЪ параллельныхъ. Эту кривую называютъ также зиперболою. 


№ 
Кели < дадимъ величины х = — ‚= а, т. е. если по обЪ стороны 


точки Г отложимъ двз лиши [Р = [©) — =, то. соотвфтетвуюиия величины 
У будутъ равны. Отсюда слфдуетъ, что точка С есть центръ кривой, и 
что двф прямыя ОШО’, [С суть два сопряженные д1аметра. 

Точно также увидимъ, что двЪ прямыя 


ВеЕ 


У С Нее (= ) УМ, 


которыя пересвкаются въ центрф, суть асимитоты безконечныхь вЪтвей. 
119. 3-й. № — МР = 0. Въ этомъ случа мы получимъ 


о 


У= =. в Ум (#1) = ум че (ея) 


= — 26 55 (2+ 


Геометрическое место состоитъ изъ двухъ прямыхъ, которыя перес$- 
каются на д!аметрв ОО’. Въ этомъ случаЪ уравнене (3) приводится къ 


(2Су -- Ве + Е —М(е у) =0; 
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первая часть этого уравнен!я СОСТОИТЪ ИЗЪ ие ДВУХЪ множите- 
лей первой степени | 


ронеаьнон-ууз боны кри 


_1 


ШЖарабола. 


120. их наконецъ, что коеФищенть `М равенъ нулю. 
Тогда величина У будетъ — 


У = — ЕР -- Р. 


Этотъ случай мы раздфлимъ на нЪсколько другихъ. 


р} 
1-й. М> 0. Положимъ — 5х = 4’, тогда 


‚56У2М ( — 2). 


Когда 1 измфняется оть 2’ до-|- ©, у будетъ величина. ДЙСТВИ- 
тельная и будеть измъняться оть 0 до + со; при величинахъ х мень- 
шихъ д’, У будетъ мнимое. СлБдовательно, если Фиг. 91. 
черезъ точку Р’, абсцисса которой есть 5’, прове- 
демъ линшю Р’/А’” параллельно оси у, то увидимъ, 
что кривая вся расположена справа этой параллель- 
ной. Эта кривая состоитъ только изъ одной вЪтви, | 
проходящей черезъ точку А и простирающаяся въ 
безконечность по объ стороны маметра ОО’ (фи. 1 и 
эта кривая называется лараболою.. 

2-й. М < 0. Когда ж измЪняется отъ 2’ до — ©, УХ иметь: ДЪЙСТВИ- 
тельную величину; кривая проходитъ черезъ точку А и простирается въ 
безконечность со стороны отрицательной оси 1-овъ. Эта кривая назы- 
вается также параболою. 

5-й. М ==0. Въ этомъ случаЪ будетъ 





оС 1 
у — — 5650. 1 


_ Если Р’ будетъ положительно, то это уравнеше выразитъ дв. прямыя, 
параллельныя д1аметру ОО’ и находяшляся отъ него на одинаковомъ раз- 
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стоянш. Если Р — 0, то эти дв параллельныя совпадутъ съ цаметромъ: 
наконецъ, если Р отрицательно, уравненте не имфетъ И 
р5ёшения. 

Въ томъ случаъ, когда М равно нулю, уравневе (1) можно. предста- 
ВИТЬ ВЪ ОДНОМЪ. изъ сл5дующихъ трехъ видовъ. 


(12) _ (20у ++ Вх -Р Е) 2 № Р == 
(183) _ (2Су + Ва + ЕР =0, 
(14) .` (2Су +- Ва 2 Е) = 0. 


121. Во всемъ предъидущемъ мы предполагали, что коехффищенть 0 
не равенъ нулю. Если же коехфищентъь С равенъ нулю, а коехфищентъ 
А не равенъ нулю, то уравнеше можно бы было рышить относительно х 
и, какъ прежде, построить геометрическое мЪсто. Такъ какъ первый членъ 
трехчлена, находящагося подъ корнемъ, коеффищентомъ имфетъ В?, и сл$- 
довательно, имъетъ величину положительную или нуль, то пни 
мфсто будетъ гипербола или парабола. Но лучше уравнеше рёшить отно- 
сительно перемзннаго, которое входитъ только въ первой степени; сверхъ 
того, этотъ способъ единственно ри, когда коеффищенты А и С 
въ одно время равны нулю. 

‚. Расподоживъ уравнене (1) относительно 9, получимъ. 


(В - Е)у-+г Ал? + ОЕ —0, 


№ Аз" |- ОФК 
у Вх+-Е ° 


откуда 


Положимъ, что В не равно нулю; выполнимъ дЪлеше, располагая по. 
уменьыпающимся степенямъ. х, до тьхъ поръ, пока получимъ остатокъ, 
независящий отъ х. Здвсь надобно различать два случая, смотря по тому, 
будетъ ли остатокъ равенъ нулю или н®тъ. Въ томъ случав, когда оста- 
токъ не равенъ нулю, мы получимъ результатъ вида 


у = ах к ах = 


Чтобы понять это, предположимъ с >> 0. Построимъ геометрическое 





. С 
мЪето, опредЪляемое уравненемъ у — ах {-6, и положимъ У — 





х—а` 
Уравнеше у — ах -- 6 выражаетъ ‘прямую ОО’ (4%. 12); и мы видимъ, 
что ординату’этой прямой, при всякой величин 2, надобно увеличить на 
величину ФМ, равную У. Эта величина, при х = 4, обращается въ без- 


ЛИН ВТОРАГО ПОРЯДКА ы т 103 


Г 


` конечность.  Возьмемъ точку С, ро которой | есть р) и проведемъ. 
линю С’ параллельно ОУ. Если ж дадимъ величину а я д! ГБ 2’ 
есть положительная величина, то величинз У 
будетъ положительная; и когда д! приближается = — Фиг. 12. 
къ нулю, У увеличивается неопредфленно; если, в 
наоборотъ, х’ увеличивается неопредленно, УХ 
приближается къ нулю.  Такимъ образомъ, полу- 
чимъ в$твь кривой, заключающейся ВЪ угл 
СТО’ и состоящей изъ двухъ безконечныхъ 
дугъ, которыя соотвътственно будуть асимп- 
тотами двумъ прямымъ [С и Ш’. Величинамъ х, 
которыя меньше 4, соотвЪтствуютъ отрицатель-' 
_ныя величины У; такимъ образомъ, мы. получимъ вторую вфтвь, заклю- 
чающуюся въ угл6 ОТ) и состоящую изъ двухъ . безконечныхъ дугъ, _ 
которыя будутъ асимптотами прямыхъ 10, Ш. Двумъ величинамъ #2’, 
которыя имфютъ обратные знаки, соотвЪтствуютъ величины у, которыя 
также равны и имфютъ обратные знаки. Такимъ образомъ дв точки Ми М! 
симметричны относительно точки Г, которая естъ центръ кривой. Если 
постоянное с отрицательно, то получимъ еще кривую, составленную изъ 
двухъ безконечныхъ втвей; и обз эти вфтви будутъ расположены въ 
углахъ С'ГО, СТО’. Въ обоихъ случаяхъ кривая есть гипербола. 

122. Если остатокъ дьлевя равенъ нулю, то получимъ 


Ал? Ч ОЕ =— ВЕ (ах -- 5), 


и уравнене приметъ видъ (у — ах — 6) (Вх т Е) — 0; это уравнене 
разлагается на два друмя уравнения; у — аз — 6—0, Ва Е = АЕ 
выражающия двф прямыя, изъ которыхъ одна параллельна оси 7. | 

Если А и С въ одно время равны нулю, то вЪ предъидущемт раз- 
сужденши надо положить а = 0; и прямая ОО” будетъ параллельна оси 
х-овъ; такимъ, образомъ получимъ или гиперболу, асимптоты которой парал- 
лельны осямъ координатъ, . или дв® прямыя, соотвзтственно параллельныя 
ОСямМЪ. | 

123. Положимъ теперь, что коеффищенты Виб равны нулю. Въ 
этомъ случаз коеффищенть А не можетъ быть равенъ нулю; въ противномъ 
случаБ уравневе будетъ первой степени. Величина у — а” -- 6% -{ с; 
будеть дъйствительна при всякой величин$ 1; изм$няя 2 отъ — © 
_до - <, получимъ безконечную вЪтвь; это будетъ парабола. 
124. Замъчаще. Разсматривая уравневше второй степени, мы нашли 
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три рода кривыхъ: сомкнутыя кривыя, кривыя составленныя изъ двухъ 
безконечныхъ взтвей, й кривыя, ИмБЮЩЯ только одну безконечную 
ввтвь. Эллипсами мы назвали вс сомкнутыя кривыя, опредвляемыя. урав- 
ненемъ второй степени; гиперболы всЪ кривыя, состояпия изъ двухъ 
безконечныхъ вЪтвей; и параболами всз т%, которыя имЪФютъ только 
одну безконечную вЪтвь. ВначалБ (книга 1, глава П), мы видЪли,. что 
кривыя, означаемыя въ элементарной геометрии одинаковыми названями, 
выражаются уравненями второй степени. Ниже мы увидимъ, что, наобо- 
ротъ, всБ кривыя, выражаемыя уравнешемъ второй степени, имфютъ свой- 
ства, которыя служатъ опредълешемъ въ элементарной геометрии такимъ 
_ образомъ, что оба способа опредфлевя одинаковы. 


Повторяя вкратцф разсуждене, увидимъ, что видъ кривой, выра- 
жаемой уравнешемъ второй степени, опредфляется знакомъ величины 
В? —4АС. Такимъ образомъ кривая будетъ эллипеъ, гипербола или ` 
парабола, смотря по тому, будетъ ли В* —4АО отрицательно, положи- 
тельно или нуль. 

Однако необходимо помнить, что уравненше не всегда’ выражаетъ кри- 
вую, ни даже геометрическое мЪсто. Въ томъ случаз, когда В? —4А0 
отрицательное, уравнене выражаетъ эллипсъ, или точку, или не имЪетъ 
дЪйстрительнаго ршенмя. Если В” — ААС положительно, уравнеше. вы- 
ражаетъ гиперболу, или двБ пересъкающияся прямыя; наконецъ, когда 
В* —.4АС —0, уравнеше выражаетъ или параболу, или дв параллель- 
‚ныя прямыя, или одну прямую, или вовсе не имфетъ дЪйствительнаго 
рьшеня. у Г 

Если величина В? — 4А0 не равна нулю, то геометрическое мъето 
обратится въ точку или въ систему двухъ прямыхъ, когда коеффищенты 
удовлетворяютъ условю № — МР = — 0, или | 


АЕ? -|- СО? — ВРЕ - Е (В* — 440) =0. 


Когда В* — 4АС равно нулю, это отношеше равнозначуще съ № = 0, 
и геометрическое м5ето будетъ дв$ параллельныя прямыя. 


Касательняя къ вривхьхзить РН порядка: 


125. Пусть Х (2, 9) — О будеть уравнен!е кривой. Если черезъ хи 4 
назовемъ пооравуетиь точки прикосновения М; черезъь Х и У перем$н- 
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ныя координаты какой-нибудь точки касательной, то, какъ мы видфли 
($ 89), касательная выразится‘ уравненшемъ , 


х—эл. + ЯфУл, = о 
ХЛ. УЛ, — @Л. ул) =0.. 


Если кривая будеть втораго порядка, то 


Или 


1 


а, = А Вау ++ С -- О Е Ву + Е. 
1 —= 2Ах | Ву - О, 
Т.’ = Ва + 20у Е, 
у. Е чу, = — 2А47? -- 2Влу - - 20у* 4 Ре и. 


'Такъ какъ точка прикосновеня М. находится на кривой, то ея коор- 
динаты хи 49 должны удовлетворять уравнен!ю 


\ 


АВ сир рее 


отсюда. 

Да -- Вху $ ру ыы” с. + Е Е), 
а сл довательно о 
2." у, = — Фе Еу + 2Е). 


Такимъ образомъ уравнен!е касательной въ ‚точкЗ, ре кото- 
рой суть д и у, будутъ | 


(2) дл ВУЧЕРУХ-Е бы 20 + ВУ ев) = 


)Замзтимъ, что координаты 4 и 9 точки прикосновеня входятъ Въ это. 
уравнене только ВЪ › первой степени. Это уравнеше можно представить 
ВЪ ВИДЪ 


(3) АХ + ВУ -- Ре (ВХ-- су Е)у-- (ОХ Ех 4-28) — 


И отсюда заключаемъ, что оно не измъняется, когда ВЪ нёмъ .Х и У 
- замвнимъ черезъ д и 9 и наоборотъ. 

126. Положимъ, что требуется провести а кривой черезъ 
данную точку. Р, находящуюся на кривой, и которая.координатами имфетъ 
т, иу,. За неизвветныя возьмемъ координаты х и У одной изъ точекъ прико- 
сновешя М; такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравнению (1), 
то касательная, проведенная. въ точкв М, выразится рии (2). Эта 
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касательная должна проходить черезъ точку Е поэтому координаты этой 
точки должны удовлетворять уравненшо (2) или убариевВ (3), и мы 
получимъ 

(4) (Аз, + Ви, + 2) = 4 (Ва, + би, ЕВ у- (Оз, + Е‘ 280. 
Такимъ образомъ, координаты 2 у опредфляются изъ двухъ ‘уравневшй (1) 
и (4). Такъ какъ одно изъ нихъ второй степени, а другое первой, то 
эти два уравнен!я допускаютъ два рьшеная; отсюда заключаемъ, что че- 
резъ данную точку Р можно провести дв5 касательныя къ кривой вто- 
раго порядка. Ръшить эти два уравнения значитъ найти точки пересз- 
чения лин, опредвляемыхъ каждымъ изъ этихъ уравнен!й; первая есть 
данная кривая, вторая — прямая, проходящая черезъ обф точки прикосно-. 
вешя. Замфтимъ, что уравнеше (4) хорды прикосновеня имфетъ одина- 
КОВЫЙ ВИДЪ СЪ уравненемъ (2) касательной: стоитъ только въ немъ коор-. 
динаты точки прикосновен!я замзнить координатами точки Р. 


ПРИМБ$РЫ. 


1. Построить кривыя, выражаемыя уравнен!ями 


ту 2 —5у =0,`5* —9ху + уз+ 2% —1=0 
22 -- Чжу + 32° —Зу+ а —2=0, 42° | 3%у — 25 =0 
34° — 5ху -|- 2] -- 3х — 29 =0, 51° | 4ту + у —2 +5 =0 
253 —9Э.су у 2х +1=0, 24° — Эту -{ 1—2 + 2у—8=0. 


2. Найти геометрическое мфсто точки, ордината которой есть средняя пропор- 
цональная между соотв$тствующими ординатами двухъ данныхъ прямыхъ. 
/„ 3. Найти геометрическое м$сто центра круга, который пересЪкаетъ два данный 
круга подъ данными углами. 

4. Данъ кругъ, касающийся къ двумъ взаимно- перпендикулярнымъ прямымъ ОХ, ОУ, 
и двЪ точки Ри 0, расположенныя симметрично относительно лини, дЪлящей уголъ 
пополамъ; къ кругу проводимъ какую-нибудь касательную, которая пересзкаетъ сто- 
роны угла въ точкахъ А и В. Найти геометрическое м$сто точки, пересфчен1я пря- 
мыхъ АР, ВО. - 

5. Треугольникъ АВС ‘описанъ около даннаго круга; уголь. С постоянный; вер- 
шина В описываетъ прямую ‘лин!ю; найти геометрическое. м5сто вершины А. 


6. Построить т у. а Е У: = 1. 
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ГЛАВА Ц. 


Центръ, д1аметры и оси кривыхъ втораго порядка. 


Щонтръ. 


127. Центромъ кривой мы называли опредленную точку С, относи- 
тельно которой всЪ точки кривой симметричны по двЪ. Разсматривая об- 
щее уравнение второй степени, мы нашли, что эллипсъ й гипербола имфютъ 
центръ. Теперь же мы постараемся отыскать центръ кривой втораго по- 
рядка прямо, не рёшая уравнения: Способъ, который мы здесь примемъ, 
основывается на слфдующей теорем$: если начало координатъ будетъ цен- 
тромъ линш втораго порядка, ‘то уравнене лини не будетъ содержать 
членовъ" первой степени. 

Дъйствительно, пусть 


о 44? - Вгу -- бу? Ое- Ву Е=0 


будетъ уравнеше линш втораго “порядка, центръ которой есть начало 
координатъ (4. 13). Уравнеше лини ММ’, _. 
проведенной черезъ начало, будеть у = тх. _ Фиг. 18. 
Исключивъ у изъ этого уравнешя и уравненя 
кривой, получимъ уравнеше 


(2) (А Вж- бт)? (Р-Н Ета Е—0, 


которое опредфляетъ абсциссы двухъ точекъ пе- 
ресеЪчен!я. Такъ какъ начало координатъ есть -%———— Хх 
средина прямой ММ'’, то корни предъидущаго | 

уравненая должны быть равны и имфть противоположные знаки, а для этого 
необходимо, чтобы коефФищентъ при первой степени х былъ равенъ нулю. 
Такимъ образомъ получимъ О -- Еж == 0; и такъ какъ это‘услове должно 
быть справедливо для безконечнаго числа величинъ 77, то необходимо, 
чтобы О и Е отд льно равнялись нулю, т. е. 2=0, Е —=0, Обратно, 
если эти услов!я выполняются, то корни уравнешя (2), при всякой ве- 


} 
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личин$ 2, будутъ имфть противоположные знаки; слфдовательно, начало 
координатъ будетъ центромъ кривой. а 
128. Чтобы узнать, имъетъ ли кривая второй степени центръ, пере- 
носимъ оси параллельно прежнему ихъ направленно въ произвольную точку, 
координаты которой мы означимъ черезъ а и 6; потомъ смотримъ, можно ли 
эти величины опредфлить такимъ образом, . чтобы новое уравневше не 
содержало членовъ. первой степени. 
Для. перемфщения осей параллельно прежнему ихъ направленю, мы 


имфемъ формулы т = а +=, у —=6 -у'!. Внеся ихъ въ уравнене (1), 
получимъ новое уравнеше_ 


(3) Аз’? - Ва’! Су (@Аа--ВЬ р)’ + (Ва-- 205 4-3) у’ 
+- Аа? - Ваб ++ 05? + Ра Е -Е=0, 


о составлении котораго мы замфтимъ. Означимъ для краткости черезъ 
К(х, У) первую часть уравненя (1), которая есть хункшя цфлая второй 
степени относительно 2 и у. Въ уравнени (3) члены второй степени 
одинаковы съ членами въ уравнени (1); коеффищенты при’ членахъ пер- 
вой степени суть частныя производныя отъ Фхункщи {(%, у), ВЗЯТЫЯ 0Т- 
` носительно перемънныхъ диф, и въ которыхъ эти перемвнныя замнены 
черезъ аи 6; наконецъ, постоянный членъ есть величина многочлена 


Т(х, у) при 1 =а, у =. `СлБдовательно, уравнеше (3) можно написать 
_такъ 


(4) Ао” р Валу’ бу у (а, Вх Е (а, Ву", =0. 


ПриравнявЪ нулю коеххищенты при 2’ и 4’, получимъ два уравневя пер- 
вой степени 


(5) > #1 {2Аа + ВР = 0, 
р. | \Ва-Р 20-Е = 0. 


(Отсюда видно, что центр кривой вторало порядка мы опредълимь, 
рюшивь два уравнетя, которыя получим, когда приравняемь нулю 
частныя производныя, взятыя относительно хиу, 0тз рю части 
данноло уравненя. 

129. Если аи 6 будемъ разематривать, какъ перемфнныя коорди- 
наты, то каждое изъ уравненй (5) будетъ опредфлять прямую; и здЪеь 
надо различать нфоколько случаевъ. 

1°.В —4АС=0. Оба уравненя удовлетворяются системою величинЪ 


ф 
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‘а иби только‘ одною; 0б$ прямыя пересъкаются, и линя допускаетъ 
центръ и только одинъ центръ, координаты котораго суть, 


а — Ср — ВЕ. 

В? —4АС’ 

(6) В р 2АЕ — ВО 
788 — ЗАО" 


20. В*—4АС—0. Прямыя (5) параллельны или совпадаютъ; въ первомъ. 
‘случаЪ кривая не’ имзетъ центра; во второмъ случа$ за центръ МОЖНО ВЗЯТЬ 
каждую точку прямой, опредЪляемой однимъ изъ уравненй (5). Очевидно, 
что въ этомъ случа, если получимъ геометрическое мъето, это геометриче- 
ское мфсто необходимо будетъ состоять изъ двухъ па- р 
'раллельныхъ прямыхъ. Дъйствительно, пусть ОС’ будетъ 
прямая, ‘геометрическое м$сто центровъ (4%. 14), а 
М точка геометрическаго мЪста. Точку М соединимъ 
съ различными точками прямой СС’; эти прямыя про- 
ДОлЖИмЪ и на продолжении ихЪ отложимъ части, рав-. 
ныя имъ. Точки №, №, М№,... полученныя такимъ 
‘образомъ, будуть принадлежать также геометрическому 
месту; кромБ того, вс$ эти точки расположены по лини, параллельной ОС”. 
Повторяя то же самое съ точкою М, получимъ вторую линшю, параллельную 
ММ... Сверхъ того, уравнене (1) не можетъ выразить другихъ точекъ, кром$ 
точекъ этихъ двухъ прямыхъ; въ противномъ случа$ прямая пересзкла бы 
геометрическое мЪсто не въ двухъ, но въ болынемъ числЪ точекъ. Если 
бы точка М находилась на прямой СС’, то объ параллельныя совпадали бы 
съ геометрическимъ мФстомъ центровъ. 

_ 130. Если кривая имфетъ центръ, то, перенеся оси параллельно имъ 
самимъ, уравнеше упростится и будетъ 


Фиг. 14. 





` 


(7 Аз"? -|- Вау" -- Су? -- Е, = 
потому что члены первой степени уничтожаются. Постоянный членъ Е, 
новаго уравнен1я есть | 


Е, = Аа’ Ч Во -- ОВ ра ВБР, 


гд$ аиб означаетъ координаты центра. Но такъ какъ величины аи 6 
удовлетворяютъ ‘’уравнен!ямъ (5), то, умноживъ 06$ части кажлаго 
изъ нихъ еоотв$тственно на @ и 6 и сложивъ, получимъ 


2Аа? + 2Ваб -|- 206? -- Ра -- Её =0, 
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откуда кА а) Аа? + Ваб ++ 5? —= — 2% ЕВ 
а сл$5довательно, 


Е, рев. 


дамтимъ также, что, замфнивъ а и 6 ихъ величинами, получимъ 


Е _ АЕ? + Со — ВВЕ + РВ — 446) 
р” В? — 4АС. 


Если новый, постоянный членъ Е, равенъ нулю, то уравнене полу- 
ЧИТЪ ВИДЪ За 


(8 — | Ахе —- Вау -|- Су”? — 0. 
Отсюда к (9) 4’ — ое 
| О 


Если величина В“ — 4АС отрицательная, то уравневше допускаетъ только 
одно дЪйствительное рёшеше х’ = 0, у’ —0. Если величина В? — 4АО 
положительная,”то уравнеше выражаетъ двф прямыя, проходяция черезъ 
начало координатъ. Въ этомъ случаЪ уравнеше (7), въ которомъ постояв- 
ное К, имфетъ какую-нибудь величину,’ опредъляетъь гиперболу. Мы 
видъли (& 110, что асимототы гиперболы проходятъ черезъ ея центръ, 
и что угловые коефФищенты опред$ляются Формулою 


_ — В == Ув*— 44С 
обойти» 
276 


эти асимптоты суть нечто иное; какъ прямыя, выражаемыя уравневемъ 
(9) или уравненемъ (8). Такимъ образомъ, если уравненше второй сте- 
пени выражаетъ гиперболу, отнесенную къ ея центру, то уравненге асим- 
птоты получимъ, уничтоживъ постоянный членъ въ данномъ уравнении. 


ЖШаметрьх, 


д® | 
131. Если кривую втораго порядка пересфчемъ прямыми параллель- 
Фиг. 15. ными, то геометрическое мёсто среднихъ точекъ | 
хордъ ММ’, заключающихся ‚между двумя точками 
‘перес$чения, будетъ даметурз кривой. Пусть 7% бу- 
детъ угловой коехфищентъ хордъ, и 


(1) Х(,.у) =Аз’' - Вху-- Су? + Ох Еу + Е=0 


будетъ уравненше кривой. Ёели оси перенесемъ па- 





> 
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раллельно прежнему ихъ направленю въ произвольную точку 1 плоскости, 
координаты которой суть аи 6, то уравнеше кривой обратится ($ 128) въ 


(4) Аз” -- Валу! -- Су" --Л.(а, 9) "Е (@, Бу + (а, в) =0 


Дъйствительно, проведемъ черезъ начало Г линю ММ’, параллельную дан- 
ному направленю; уравнене этой параллельной будетъ 1] — т’ .- Исклю- 
ЧиВЪ 1/” ИЗЪ ЭТОГО _ уравненля И ет вривой, получимъ уравнене 
второй степени | | 


(10) (А-Е Ви Ош") 2" [$ (@,6) Е Л/(а»Ъ) т ] ' Е Ка, = 0, 


изъ котораго опредфляются абециссы точекъ пересфченя. Чтобы начало 1 
было срединою хорды ММ’ (фи. 15), необходимо, чтобы корни предъ- 
идущаго уравненмя были равны и имфли противоположные знаки, т.е. 
чтобы а и 6. удовлетворяли уравненю 


Де (% 5) ть’ (а, 6) т 


такъ какъ координаты средины всякой’ изъ разсматриваемыхъ хордъ дол- 
жны удовлетворять этому уравненио, то оно есть уравнеше теометриче- 
скаго мъста. ‚Если въ немъ а и 6 замънимъ черезъ д и У, то получимъ 


| а Хы! (2, уу, (2, у) = 0, 
(2Ах - Ву о) -- т (Вх 2(у-- В) = 0. 


Такъ какъ это уравнеше первой степени, то отсюда заключаемъ, что 
 даметръ, соотвътетвующ!й какому-нибудь ряду параллельныхъ хордъ, 
есть прямая 00’. Означивъ черезъ 7%’ угловой коефФфищентъ даметра, 
получимъ: о | о 


ИЛИ 


_ ’_— _ ЗА Вт 
(12) т си В + 2Ст` 


„ тс м \, . 
132. Заомъчажще 1. Направлене дмаметра вообще измфняется съ 
‘направленемъ хордъ; однакожъ, когда 
№, 
— = ИЛИ —4А0 —0 
в 50 ИИ В — 
т. е. когда кривая есть лтарабола, 7%’ есть величина постоянная и равна 


В. 
— 56. Такимъ образомъ вс маметры параболы о хОьНы между собою. 
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133. Замтьчане 2. Если данное число 7 будетъ удовлетворять ОТНО- 
шен!ю 


(13) А- Вж-|- Ст’ = 
откуда ом | 
: ужа 


ПН —_ 26у В*— В:— 4АС, 


х 


то уравнене (30) обратится въ уравнен!е первой степени. Въ этомъ сау- 


ча каждая прямая, параллельная данному направленю, пересЪчетъ кри- 
вую только въ одной точкЪ, и такимъ образомъ нельзя отыскать д1аметръ, 


соотвзтствуюций этому направленю. Въ томъ случаЪ, когда мы имемъ 
эллипсъ, корни ‘уравненя (13) мнимыя, обстоятельство, о которомъ 
мы говоримъ, не можетъ представиться; такимъ образомъ, всякому направ- 
_ ленио. хордъ` соотв$тствуетъ даметръ. Въ томъ случаз, когда мы им$- 
емъ гиперболу, корни уравневя (13) опредъляютъ направленя асимототь 
_ ($ 117); такимъ образомъ прямая параллельная одной изъ асимптотъ 
гиперболы пересъкаетъ кривую только въ одной точкф. Если же мы 
‚имъемъ параболу, то корни уравнен!я (13) будуть равны, а величина т 
будетъ общимъ угловымъ коеффищентомъ всфмъ д1аметрамъ; прямая, про- 
‚веденная въ этомъ направлении, пересЪкаетъ параболу только въ одной 
точ. Ро | 


134. Замъчаняе 3. Величины д и’у, которыя удовлетворяють урав- 
ненымъ_ 


а + Ву-Рр—0, В2--20у-+- ЕО, 


удовлетворяютъ уравнению (11), при всякой величинЪ 20; слБдовательно, 
если геометрическое м$ето имЪетъ ‘только одинъ центръ, то ве да- 
метры проходять черезъ центръ; но если оно имфетъ ихъ безконечное 
‘Зисло, то воЪ даметры совпадутъ съ геометрическимъ мъетомъ центровъ. 

Два уравнешя, которыя опредфляютъь центръ, выражаютъ два д!а- 
метра; первый соотвВтствуеть хордамъ, параллельнымъ оси 5-овъ; второй 
оси 3-овъ. 

Зантчснйе 4. Въ томъ случа%, когда мы имфемъ эллипеъ и гипер- 
болу, всякая прямая, проведенная черезъ центръ, есть даметръ; потому 
что величиною 7 можно располагать такъ, чтобы коеффищентъ 27’, опре- 
дъляемый Формулою (13), имБлъ какую-нибуль величину. Однако, если ве- 
личина, полученная для 77%, будетъ равна одному изъ корней уравнен!я 
(13), то ее нельзя допустить, потому что соотвётствующия прямыя не 
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опредфляютъ дтаметровъ; но тогда 17” будеть равно 7%; оно соотвфтствуетъ 
одной изъ асимптотъ. 


1 


сопряженные даметриы. 


135. Положимъ, что В? — 4АС. не равно нулю. Соотношеше (12) 
_ между т и т’ можно написать такъ 


з (14) 2Стт! В (® -- т’) + 2А = 0. 


 Представимъ себъ: что проведены сЪкупия, какъ напр. ММ/, параллель- 
ныя даметру ОО’ (фи, 15); пусть т” будетъ угловой коеххищентъ 
даметра ЕЮ”, который дфлитъ эти хорды пополамъ; тогда точно также 
между направлешемъ 17%”. хордъ и `направлевемъ 7%’’ `соотвЪтствующаго 
даметра ЕЮ’ получимъ соотношенте Е 


20т т" в В (в - ти --2А — 





— 


такъ какъ это и предъидущее уравнеше первой степени относительно 
т” и т, то очевидно, что 21” = т. Два дламетра ОР’ и ЕЕ”, угло- 
вые коеффищенты которыхъ суть 7‘ И 2, ИМЪЮТЪ то свойство, что каж- 
лый`изъ нихъ дзлитъ хорды, параллельныя другому, пополамъ; поэтому 
они называются сопряженными даметрами. я 

Эллипсъ и гипербола имфютъ безконечное число системъ сопряжен- 
ныхъ ламетровт. Если кривая будетъ гипербола, то за первый д1аметръ можно 
взять какую-нибудь прямую, проведенную черезъ центръ, лишь бы она 
не совпадала съ одной изъ асимптотъ. | 


Фси.. 


136. Въ кривыхъ втораго порядка, даметры, перпендикулярные къ 
хордамъ, которыя они дфлятъ пополамъ, суть оси 
симметрии. 

Въ параболь. въ дламетры параллельны; поэтому, 
если представимъ себЪ рядъ хордъ ММ! (фи. 16), 
перпендикулярныхъь къ общему направленю дтамет- 
ровъ, то даметръ АА!, который двлитъ эти хорды 
пополамъ будетъ осью кривой, и она будетъ только 


Фиг. 16. 


В 
одна. Угловой коеффищентъ д1аметровъ есть — с 





Брюо и Бук. ГЕОМЕТРТЯ, 
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сявдовательно, если оси коорлинатъ. будуть прамоугольныя, то ось 


кривой будетъ даметромъ хордъ, угловой коефФфишентъ котораго есть 
2С 
з_; его уравнения ($ 131) будетъ 


я Аа ВИО) +20 (В2- = 2-Е =:0. 


Если кривая будетъ эалипеъ или гипербола, то всякой оси АА’ (физ. ТТ) 

Фиг. 77. соотвфтствуетъ вторая ВВ’, образуя съ первой си: 
стему сопряженныхь даметровъ. Такимъ образомъ 
вопросъ приводится къ отысканио сопряженныхь 
даметровъ, перпендикулярныхъ между собою. Если 
оси координалъ прямоугольныя, то угловые ко- 
ехФфищенты получимъ, соединивъ уравнене (14) 
съ соотношешемъ тт’ —= — 1. Отсюда найдемъ 





Е С ия А / й . 
т -- т’ —=2 —в-; такимъ образомъ 1 и т’ суть корни уравненя вто- 


и 


15) Ви’ 2(А—би--В=0. 


рой степени — 


‚Эллипсъ и гипербола имъютъ двф оси. Если В = О и А == С, то урав- 
нен!е обратится въ тождество, и кривая будетъ имЪть безконечное число 
системъ сопряженныхъ прамоугольныхъ даметровъ; въ.этомъ случаф гео- 
метрическое мъсто будетъ кругъ. 


137. Мы видЪли ($ 180), что если В? 4АС будетъ величина поло: 
жительная, то уравнеше 


(8) Аз? 4- Вау -- Су? #0 


выразить двз прямыя, проходяпия черезъ начало; уравнеше (15) опре- 
дъаяетъ направлене осей,. т. е. лими, раздвляюпия пополамъ углы, 
образуемые этими двумя прямыми; уравненя этихъ лин мы получимъ, 

в | Е ‹ 9 , 
замфнивъ въ уравнении (15) и. черезъ - ; 


(16). Ве —2(А— Оу — Ви 220. 


Такъ какъ направлен!я осей зависятъ только отъ оефФищентовт чле- 
новъ второй степени, то, если кривая будетъ гипербола, оси, параллель- 
ныя линямъ, дфлящимъ пополамъ углы, образуемые прямыми (8), бу’ 
дуть лини, раздвляюцщия пополамъ угды асимптотъ. 


[< 
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_ Вершинами кривой втораго порядка называются точки, въ которыхъ 
она пересъкается съ осью. Парабола, имфя одну ось, которая пересз- 
каетъ кривую въ одной точкв, имфетъ только одну вершину. Эллипсъ 
имфетъ четыре вершины; гипербола дв%. 


Эллипс и гапербола, отнесенныя къ двумъ сопряженнымтъ даметрамъ. 


_ 


138. Возьмемъ даметръ кривой втораго порядка за ось х-овъ, а за. 
ось У-ОвЪ лин!ю параллельную хордамъ, которыя дЛаметръ дзлитъ попо- 
ламъ; тогда уравнене 


Аа? + Вау -- Су +02 + иЕ=о 


должно даЯ каждой величины х давать дв$ величины у, равныя и съ про- 
тивоположными знаками; для этого необходимо, чтобы 


Вё Е =0, й 


при всякой величинз х; а слЪдовательно, В = 0, Е — 0. Поэтому урав- 
нене будетъ имЪтТь ВИдДЪ | 


(17) А+ бр ре Е= О. 
Если кривая будетъь эллипсъ или гипербола, ‘то, принимая за ось у. 


даметръ, сопряженный первому, получимъ точно также О — 0; тогда 
рее кривой будетъ 


8 Аз? | бу РО 


Шарабола, отнесенная къ даметру им касательной, `проведенной въ концу этого 
жмаметра. 


139. Парабола не имфетъ сопряженныхъ д1аметровъ; но если за на- 
‘чало координатъ возьмемъ точку, въ которой даметръ пересфкаетъ кри- 
вую, то постоянный членъ Е уравнен!я (17) будетъ нуль; кром$ того 
 извЪетно, что прямая, параллельная д!аметру, пересфкаетъ кривую только 
_ВЪ одной точкБ; такимъ образомъ, каждой величин$ у соотвзтствуетъ одна 
величина х; для чего необходимо, чтобы А — 0. Сльдовательно, урав-. 
нен1е параболы будетъ вида | 


(19) С’ -+ В =0. 
| 8* 
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Замътимъ, что ось У-овъ есть не что иное, какъ касательная, провс- 
денная въ начал координатъ. Уравненая (18) и (19) относятся къ безко. 


нечному числу системъ косоугольныхЪ осей и къ одной системв прямо- 
Угольныхъ. 


ГЛАВА Ш. 


Упрощен1е уравнен1я второй степени. 


140. Чтобы легче было изучать свойства кривой втораго порядка, 
надобно по` возможности упростить еяуравнене, отнеся ее къ прилично 
выбраннымъ осямъ координатъ. Въ предъидущей главз мы видили, что 


уравнене второй степени всегда можно привести къ одному изъ двухъ 
ВИДОВЪ 


_(&) Аз? + бу -Е=О0, ` (8), 0" + 02=0. 


Если кривая будетъ эллипеъ или гипербола, то уравнен!е ея приве- 
демъ къ виду (<), привимая за оси координатъ систему какихъ-нибудь 
двухъ сопряженныхъ даметровъ; тогда вообще координаты будутъ косо- 
угольныя, онЪ будутъ прямоугольныя, когда кривую отнесемъ къ двумъ 
осямъ. Если кривая будетъ парабола, то уравнеше ея приведется къ виду 
(8), принимая за ось 2-овъЪ какой-нибудь дтаметръ, а за ось у-овъ касатель- 
ную, проведенную къ концу этого дламетра; если пожелаемъ, чтобы эти 
координаты были прямоугольныя, то за ось ж-овъ надобно взять ось 
кривой. 

Съ помопию этихъ двухъ видовъ уравнений въ прямоугольныхъ коор- 
динахъ, мы докажемъ большую чаеть свойствъ кривыхъ втораго порядка. 
Теперь мы покажемъ, какъ упрощается уравненте. Пусть 


(1) Аа? -- Вгу - Су? -- Оз -- Е Е=О 


будетъ уравнене второй степени относительно прямоугольныхъ коорди- 
натъ; если бы оси были косоугольныя, то первое преобразование будетъ 
состоять въ томъ, чтобы сдфлать ихЪ прямоугольными. 


Эллишеъ и кипербола. 


141. Разсмотримъ сперва случай, когда В? — 4АС не равно нулю; 
въ этомъ случаБ кривая имЪетъ только одинъ центръ, координаты ‘кото- 
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раго а и 6 удовлетворяютъ двум уравненямъ ($ 128) 
2Аа + ВВ --Р=0, Ва 206 НЕ=о. 


Перенесемъ оси параллельно самим‘ себь въ центру С (ри 18): ОТЪ 
этого, какъ мы знаемъ, члены второй степени 
`не перемзнятся, а члены первой степени уничто- 
жатся; постоянный же членъ Ё, новаго уравненя 


р ее 
д К. 
_Оть такой перемзны О кри- 


вой а и мы получимъ 


(2) А - 52:9, эт Су? ЕТ, =0. 


 Поааг&я оси прямоугольными, повернемъ ихъ около центра С на уголь 
х такъ, чтобы онф совпали съ осями кривой; для этого мы имфемъ. `Фор- 
мулы преобразования 


‘опредъляется И ЗЪ Формулы Е, — 





х, — 2’ 608 ® — 9’ Ша; 9, = 4’ вта НУ’ 608 «. 
Внеся эти величины въ уравнен!е (2), получимъ новое уравнене 


(3) (Асоз’«-- Озт*а--Взтас08 2) 2”? + (А зт?о-|-С 605*^—Б5Ш = Сов ху" 
С — - А) мл «008 а + В (608? « — з? а) | 2'у' -- Е, = 0. 


Уголъ. х можно т такъ, чтобы ыы при 2'’4’ обращался 
ВЪ НУЛЬ; ДЛЯ ЭТОГО надобно положить 


(4) 2 (С — А) зша с08 а В (05° х— вш® 2) = -0, 
или 
(5) Бао” Аб ыщва—В=0 


Это уравнен!е второй степени одинаково съ уравнешемъ (15) с 136, 
которое опредфляетъ направленйя осей кривой. Но уравненв (4) можно 
рёшить проще, представивъ его въ видЪ 


© — А) 5 2+ 4 Вов 2—0 
откуда 


2. $ | о в_ 
(6) {ап ЕС 
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Если мы исключимъ случай круга, ДЛЯ котораго въ одно время имфемъ 
В = 0иА — С, то уравнене (6) допускаетъ положительное рёшене в, 
которое меньше п, а различныя величины угла 2х, удовалетворяюця 
этому уравнен!ю, заключаются въ ФормулБ 


да в а ИТ, 


гдф К ‘означаетъ какое-нибудь ц5лое число положительное или отрица- 
тельное; отсюда находимъ 


п 


| 6) - 7 
х — ЗК. 
Я 


Различныя величины х дэаютъ для оси СХ” только четыре различныя. 
направления; эти четыре направлешя противоположны другъ другу по два, 
и составаяютъ двЪ перпендикулярныя прямыя. Для х мы возьмемъ вели- 


в) т 
чину -, которая всегда положительна и меньше =. Тогда членъ, въ ко- 


торый входитъ 2’у’, уничтожится въ уравнеши (3); остается вычислить 
коеффищенты при членахъ 5’ и 9у!?. Если положимъ 


М — А с03*2 - С яп? -- В зп а 08 , 
М — А эт*а -|- Се03?х — В зщ а с0зс; 


— 


то получимъ 
МХМ =А-С, 
М—М =({А—0) (соз*х— эт?) {-2Взтасоз«==(А — 0) 2082 Вата. 
Изъ уравнения (6) находимъ 


В | А—С 


Ш 2х Е И В (А — С == Ив - (АС) 


слБдовательно, 
м — М = = УВ: (А — ©. 


Такимъ образомъ оба коехфищента М и М. вычислимъ посредствомъ 
Формулъ 
(1) {М-+-М=А-ОС 

М— МмМ—= = УВ? (А— О). 
“Такъ какъ величину 2х мы взяли положительную и меньшую т, то 
31 2х есть величина положительная; поэтому передъ корнемъ надо по- 


` 
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ставить знакъ, который‘ имфетъ В. Такимъ образомъ уравненше кривой 
приводится къ простому виду | 


(8) ры в Ма" Му" Е, =0. 


“ 


Если мы оба уравнешя (7) возвысимъ въ квадратъ и вычтемъ, то 
Получимъ 


АММ — 4АС — 


Уравнене (8) выразитъ эллипеъ или гиперболу, смотря по тому, будутъ 
ли оба коеххищенты имзть одинаковые или разные знаки. 


Ань 


142. Если В” — 4АС —0, то члены второй степени даннаго урав- 
неня составятъ полный квадратъ; дъйствительно, замфнивъ А его вели- 


о 


— 


чиною —, полуУЧИМЪ кт: 


40’ | | 
да -- Вау + Су О (у Вау + 132) = (у+ а), 
Е Я. Г ОА 26 
И уравненё можно написать такъ | | 


В 
ра Нео 


Повернемъ оси координатъ около начала на уголь « (физ. 12). Съ по- 
ин Формуль преобразования - 
1—1, 08 & — у, во, У, ЗШа--У, 618 ©; 


данное. уравнене ао ВЪ 


(9) С | (сов « — а а м, - та 56 608 ва || ` 


-Е (О соз«-- Е зш р -- (Е воз « — Рзшау, ЧЕ ЕЙ: 


Уголь « можно выбрать такъ, чтобы коеффищентъ при 1, или. У, въ 
многочлен, который возвьипается въ квадратъ, обратился въ нуль; поло- 
жимъ, напримфръ Г 


. ооо 
вт а -- 55 608 & = 0, 
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‚ откуда 


(10) | {а10'0 — — 5С’ 


тогда уравнеше (9) у простится | И получить ВИДЪ 


(11) = г. Му, + Ра -- Чу, Е — 0. 


Мы. имЪемъ 





т | у" В ® | _ й 
М—=С (с08«— 55 Ш „у= С ( с08 о Чавв а И р 


и 


| В? | 4С? | 
и сл5довательно, № — ея = А-- С. Что же касается коеффи- 
Ццентовъ Ри О, то мы ихъ получимъ, замфнивъ зто и ©0$а ихъ вели- 


чинами; такимъ образомъ, найдемъ 


Е: 2Ср — ВЕ У 2СЕ -| ВБ 
= У4сА-ЧОС. | = У4бА 0) 
Одна изъ‘ величинЪъ с, опредфляемыхъ уравненемъ (10), положительна 
и меньше п; поэтому если возьмемъ эту 


Фиг. 79. | | 
величину, то $1 < будетъ величина поло- 





/ °_.  Жительная; слъдоват. корень надобно взять 

/ х,/ съ знакомъ обратнымз знаку В. Если 

а г „и коеффищентъь Р равенъ нулю, то урав- 
Ч. я нене (11), не заключая больше х;, вы- 
ИА: ^ разитъ только двз прамыя, параллельныя 


ие" А ще - 
«И — он 0х, 


—Ы——ШыШ—Ш—Ш——= — ыы —————_——_——_—д—д——————————ыЫы—ы=ы=—ы 


0х > Если же этотъ коеффищентъ не ра- 


ь венъ нулю, то перемфщаемъ оси парал- 
лельно самимъ себъ; положивъ 1, —=а-Н т’, 
у, =6 -- 9’, уравнеше (11) обратится въ 


Му" Ри + Оу + (92 + Ра + ФК =0. 


Координаты а и 6 новаго начала А мы выберемъ такимъ образомъ, 
чтобы коефоищенть при у’ и постоянный членъ 


2-19 —0, № Ра ОЕ-0, 


обращались въ нуль; отсюда находимъ для а и 6 величины конечныя и 
опредзленныя, и уравнеше получитъ простой видъ 


(12) = Му” -+ Ра’ — 0. 





УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОЙ СТЕПЕВИ. = — 121 


у 


Потомъ оси координать поворачиваемъ около начала такимъ образомъ, 
чтобы ось ОХ, сдфлалась параллельною оси параболы. ЗатВмъ оси пере- 
мщаемъ параллельно самимъ себЪ въ вершину А параболы. Такимъ 
образомъ, парабола будетъ от несена къ ея ыы и къ касательной, про- 
введенной къ вершин$. | 
143. Замъчатще. Для упрощеня уравнен!я второй степени, мы пред- 
полагали оси прямоугольными; если же оси будутъ косоугольныя, обра- 
зующия между собою уголъ 9, то кривую можно отнести КЪ прямоуголь- 
нымъ координатамъ, взявъ за ось 2-овъ прежнюю ось, а за ось у-овъ пря- 
мую, перпендикулярную къ оси 2-овъ. Формулы преобразования. ВЪ ЭТОМЪ 
случаз будутъ 


/ 


„ — 2 900 — У’ с08 | И 2 
РР т 0 га 





эт 0? 


коефФищенты при членахъ. второй степени въ новомъ уравнени будутъ 


— 


® 


а ‚ _ Вт 0—2 Аз 96080 (4, _ С`-- А 60370 — В с0з0 
АРА, Во, 
зт?.9 | ой: 


Замфтимъ, что. эти коехфищенты  удовлетворяютъ слфдующимъ отноше-. 
ШЯМЪ | | 


А+ С — Всоз 8 


31070 . 


га В? — 4АС А 
А! ! в т 
—=А'-С,, иг В 4А’С'. 
Такъ какъ величины А’- С’и В”? —4А’С’, которыя раввы М -- Ми 
— 4ММ, остаются одинаковыми при всякой системь прямоугольныхъ осей, 
_ то’‘отеюда слфдуетъ, что величины 
А + С-В с058 В* — 4АС 


311? 9 : 310? 0 


остаются постоянными при всякой систем косоугольныхъ осей. 


° Иримьры, 


Гай — За + 39° Ее м1=0. г 5 


Кривая есть эллипсъ, потому что величина В: — 4А0 отрицательная. 
Чтобы найти координаты центра, приравняемъ нулю дв частныя произ- 
водДныя 


4 —Зу-1— 0, — 32 | бу —1Т= 0. 
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откуда 


| 5 13 
= У, Е, = — 5. 


Если оси перенесемъ параллельно самимъ себф въ центръ С (фи. 18), 
то уравнене обратится въ 
‚ . 13 ъ 
2 = 
Повернемъ теперь оси на уголъ а, опредфляемый изъ формулы 


кома В 
(05 а—= =. 


Р+шивъ уравнен!е помоптю таблицъ, получимъ 
2х — 11533'54" или х —= 35046151". `` 

Уголь х можно найти также графически; на осяхъ хи у отъ начала. 
С откладываемъ лини соотвЪтственно равныя -1 и $3; тогда длагональ пря- 
моугольника, построеннаго на двухъ лин!яхъ, будетъ составлять съ осью 2 
уголъ, тангенсъ котораго равенъ 3; слЪдовательно, ось ОХ” раздфляетъ 
этоть уголъ пополамъ. Потомъ М и М опредфлимъ изъ Формулъ 


потому что В отрицательно, отсюда 


х. 5 5+и 10 
М — ую м2 и 


2 | 2 


9 


И уравнене кривой будетъ 


(5 —У10)2”" + 5 10 У’ =5; 
кривая на осяхъ отсъкаетъ лини 
96 у Обе 
ОА = >=. 
САУ 36-ув, В-У з6+ую 
П. 22° — 55у | 5у—1=0. 
Кривая есть гипербола (физ. 80). Координаты центра, которые опре- 
дБяяются изъ уравневй | | 
4% — 5у —0, 
—5%--5=0; 


о УПРОЩЕШЕ УРАВНЕН!Я ВТОРОЙ СТЕПЕНИ. 123 


будутъ | 
4. | 
х —=1, у== =, откуда. К, = 1. 
Если начало перенесемъ въ центръ, то. Фиг. 80. 
уравнеше будетъ ра м. о м м | 


2%: — 5щу, 1—0. у и 


_ Уголь « опредъляется изъ Формулы \ {= я 


5 ь 
4205 2х — — 5, имы получимъ МЪ--М—2, 





д № Ха. 
М №М=— 99, . =“ У: 
‚ о < - 
откуда о вр Г 
? —\/ э9. у И | 
Ею ее г: = с. му" | 
№ й- 


Уравнене кривой, отнесенной къ ея осямъ, будетъ 


(2— И 29) 2” - (2 -Н У 29) уз 2=0. 


Такъ какъ первоначальное уравнене не содержитъ члена 1”, то одна изъ 
‚ асимптотъ параллельна оси ОУ (44. 80). 


Ш. 42? — 12 ху + 9у* — 36 + 100 = 0. 


Кривая есть парабола (физ. 19). Члены второй степени составляютъ 
точный квадратъ; и уравнеше можно написать такъ 


9 (у — 2 } — 362 + 100 = 0. 


'Повернемъ оси координать на уголь «, опредфляемый уравневлемъ 


12 | | 
{819 х — — : —:8==5, Откуда я = 349 411-25", тогда получимъ 
д М — 13, ево Зе 
Уз | Е: 
2 | 108 -. 12 
Р — —— = зе | 
Е У1з У 13 


Саъдовательно, уравнене кривой, отнесенной къ осямъ ОХ, и ОУХ,, 
будетъ у | г 
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. у 6 


105 а 
13у,° уз 2 ТЕ“ и 100 —=0. 


Координаты вершины мы найдемъ изъ. этого уравнення и уравненя 


42. 
26у ту == и. (. Такимъ образомъ подучимъ 
уз 


36 _ „8901 
ао Фр 
13 13 27. 13У 13 


Если перенесемъ оси въ эту точку, то уравнеше обратится въ 


у: — — 


1 — = 0. 
У 13 
ГЛАВА. ТУ. 


Эллипшеъ. 


144. Построимъ кривую, выражаемую уравнешемъ 
Ма" МЕ, =0, 


въ которомъ оба коеффищента М и М имъютъ одинаковый знакъ, наприм. -|-. 
Если постоянное К, будетъ величина положительная, то уравнене не 
будетъ удовлетворятьея дфйствительнымъ величинами # и у; Бои оно 
не будетъ выражать никакого геометрическаго мЪста. 
Если Е, будетъ равна нулю, то уравнеше, удовлетворяясь величинами 
д —0, у—=0, выразитъ только одну точку, начало координатъ 0. 
Разсмотримъ теперь случай, когда Е, будетъ величина отрицательная; 
положимъ К, —= — Н,-тогда уравнене обратится въ 


М? -- Му? = Н. 


`Опредзливъ у,. получимъ 





Чтобы ордината была величина дЪйствительная, необходимо, чтобы число- 


о = о | 
вая величина абециссы была менъе Уз отложимъ на оси Х'!Х отъ на- 
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чала координатъ двз лини ОА, ОА’, равныя у", и черезъ точки А, А’ 


проведемъ лини, параллельныя оси УУ”’; тогда. 
вся кривая будетъ расположена между этими 
двумя параллельными линиями (01. 81). Каж- 
дой абециссЪ ОР, заключающейся между этими 
предфлами, соотвфтетвуютъ дв ординаты РМ, 
РМ’, равныя и съ обратными знаками. При 
#03 ` ордината достигаетъ самой большей. 


Фиг. 81. 


числовой величины у": отдожимъ на УУ’ отъ. 





начала координатъ дв$ лини ОВ, ОВ’ равныя 


Н, И черезъ точки В, В’ проведемъ двЪ лини, параллельны оси Х’Х; 


тогда вся кривая будетъ расположена между этими двумя новыми _ парал- 
лельными линями, и слБдовательно, кривая заключается въ прямоуголь- 
никё ОРЕЕ, образуемомъ этими параллельными. 


Если для краткости черезъ а и 6 означимъ д величины уд ы 


= | 
У. то уравнене приметъ ВИДЪ 


ОЕ и, 
откуда | 
(2) У УИ — 42. 


При возрастани < отъ 0 до а, числовая величина у уменьшается отъ 
6 до нуля: и такимъ образомъ мы получимъ, въ слёдстве двойнаго знака, 
дв дуги кривой ВМА, В’М’А'. При измвнеши х отъ 0 о — а, число- 
вая величина у уменьшается также отъ 6 до нуля, и мы получаемь двф_ 
друг!я дуги ВМ, А’, В”МА’, равныя первымъ. Эти м равныя дуги, 
составляютъ. эллипсъ. 
Прямая А’А есть 0бь эллипса, потому что каждой абсцисс ОР соот- 
вътствуютъ двф равныя и съ обратными знаками ординаты МР, РМ’. 
Прямая В’”В есть также 0бь эллипса, потому что, рышивъ уравнеше от- 
носительно х, точно также увидимъ, что каждой ординат О© соот- 
вътствуютъ дв равныя и СЪ обратными знаками абециссы ФМ, ФМ.. 
Точки А, А’, В, В’, въ которыхъ оси пересвкаютъ эллипсъ, называются 
вершинами эллипса. Оси А!А, В’В соотв®тетвенно равны 2а й 26. 
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Если оси будутъ равны, то эллинсъ обратится въ кругъ. 

Очевидно, что начало .координатъ 0 есть центръ эадлииса; дЪйстви- 
тельно, пусть д, у будутъ коорлинаты какой-нибудь точки М эллипее: 
ясно, что уравнене (1) удовлетворяется также величинами — х, — У; слф- 
довательно, существуетъ вторая точка М эллипса, координаты которой 
— ОР’, —Р/М соотвътетвенно равны координатамъ ОР, РМ точки М, но 
имфютъ противоположное направлеве. Изъ равенства треугольниковъ 
ОРМ и ОР’М заключаемъ, что ОМ = ОМ; и такъ какъ углы РОМ, 
Р’ОМ равны, то линя МОМ есть прямая линя. Такимъ образомъ точки 
М и № эллипса симметричны по. дв относительно точки О; сафдова- 
тельно, точка О есть центръ эллипса. 

145. Чтобы изучить, какимъ образомъ измвняется разстояше центра 
отъ различныхъ точекъ эллипса, т. е. рамусъ эллипса, найдемъ урав- 
неше эллипса въ полярныхъ координатахъ, принимая центръ О за по- 
люсъ, а ось ОА. кривой за полярную ось. ЗамЪнивъ въ ураввени (1) 
х и у ихъ величинамъ р с08®х и ом ®, получимъ 


А в 
(Бен Ч 


Положимъ, что «> 6, и представимъ уравнене въ вид$ 


1“. Па 
я-а пр 


-4 


1 
Если мы будемъ измЪнять ® отъ 0 40 =. ‚› то величина „; будетъ возрастать 


и слБдовательно р будетъ постоянно ‘уменьшаться отъ & до 6. Наибольшая 
величина будетъ а, и наименьшая `6. 

146. Означимъ черезъ х и у орАнен какой- -вибуль точки пло- 
скости и разсмотримъ многочленъ | 


Дия какой-нибудь точки М, находящейся на эллипсЪ 
(физ. 82), многочленъ этотъ равенъ. нулю. Вообра- 
зимъ себъ, что движущаяся точка Р проходить че- 
резъ точку М и удаляетея по продолженю радуса 
ОМ; такъ какъ обЪ координаты 2 и у увеличи- 


аеыой ваются въ абсолютной величин$, то многочленъ в03- 
растаетъ неопредБленно; сл5довательно, онъ полу- 
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 чаетъ положительныя, возрастаюния ‘величины. _ Наоборотъ, ‘если. дви- 
жущаяся точка приближается къ центру, то многочленъ уменьшается и 


2 


хх 
получаетъ `отрицательныя величины. Такимъ образомъ, многочленъ —, -- .. 
а‘ 


| у — 1 будетъ отрицательный для вофхъ точекъ, находящихся внутри 
эллипса, длят очекъ,, находящихся на эллийсъ, оНЪ равенъ нулю, и, вако-_ 
нецъ, онъ будетъ положительный для всфхЪ точекъ, находящихся вн 
эллипса. №) фи 
_ 147. Евадраты и пориланых кз одной ‘изъ осей .. 
эллипса, пропорщональны произведению соответствующих 010%3- 
к0в5 ЭТОЙ ОСЩ. 
| Въ самомъ дЪл%, если черезъ д и у означимъ координаты какой-ни- 
будь точки М эллипса (фи. 81), то, въ слфдстве уран (2), полу- 
ЧИМЪ 

у р? 4у° | 02 
а” “@—= (ах) _ — а" 





Но трэки АР, А/Р оси АА’ соотвЪтетвенно ривин а—х и а-- #; 
сафдовательно, получимъ 
ме 

АР+-АР а 

Итакъ квадратъ ординаты находится въ постоянномъ отношени съ про- 
изведенемъ отрФзковъ, образуемыхъ на оси. | 

148. Ординаты, перпендикулярныя къ большей оси эллитса, ` от- 
‘носятся кз соотвьтствующимг ординатамз | 
кра, описаннояо на этой оси, какз на #а- 
метръ ` такх какз малая 06% кз большей. 

Пусть. АА’ будетъ большая ось эллийса 
(фил. 83); на этой оси, какъ на ламетрв, опи- 
шемъ кругъ; ординат МР эллипеа соотвзт- 
ствуеть ордината М,Р круга. Уравнеше (2) 
можно написать въ видъ 


_ Фиг. 83. 





Иов 
т. ИУ. а 


но У — выражаетъ ординату М.Р круга; слВдовательно, 


и 


МР _6 
МР а 


И 
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Малая ось имфетъ то же свойство; ордината М@), перпендикулярная’ 
къ мадой оси, относится къ соотвфтствующей ординатв М.С) круга, опи- 
саннаго на этой оси, какъ на маметрЪ, какъ болыпая ось къ малой осп.. 

Эллитсв есть ортоюнальная проекия круз. Представимъ себЪ, что 
кругь АВ,А’ мы повернули около оси АА! на такой уголъ ©, что 


7) 


6 
8 $—=>; тогда ордината РМ, круга повернется около точки т, оста- 


ваясь перпендикулярною къ ‘оси АА’. Въ этомъ положении она проекти- 
руется ‘на прямую РМ. Чтобы получить длину проекции, надобно лин!ю 


РМ, умножить на с08$, или на -; тогда мы получимъ ординату РМ 


эллипса. Такимъ образомъ, проекщя точки М, круга есть точка М эллинса: 
и такъ какъ каждая точка круга проектируется въ соотвфтствующую точку 
эллипса, то отсюда слфдуетъ, что эллипеъ есть проекц1я круга. Можно 
также кругъ разсматривать, какъ ортоговальную проскцио эллипса. Пред- 
ставимъ, что мы повернули эллипсъ около оси ВВ’ на уголь ф, косинусъ 


\ 


6 
хотораго . равенъ тогда ордината © М эллипса будетъ имЪть проекщею 


ординату ОМ, круга, описанваго на ВВ’, какъ на даметрё, и малый 
кругъ будетъ проекщею эллипса. | 
149. Построене эллитса по точкамз. Изъ предъидущаго мы вы- 
ъводимъ очень простой способъ строить эллипсъ по точкамъ. На каждой 
изъ двухъ осей эллипса, какъ на д!аметрь, описываемъ кругъ (4. 83); 
изъ центра проводимъ какой-нибудь рамусъ, который пересзчетъ оба 
круга въ точкахь М, и М,; черезъ точку М, проводимъ лин, парал- 
лельную малой оси; черезъ точку М, длинно, параллельную болыпой оси; 
точка пересфченя М этихъ двухъ прямыхъ будетъ точка эллипса. Найдя 
такимъ образомъ достаточное число точекъ, проводимъ. черезъ нихъ не- 
прерывную лин!ю, которая и будетъ эллипсъ. 
150. Построить точки перестченя эллипса сз прямою. Полезно 
Фиг. 84. — бываетъ опредфлить точки, въ’ которыхъ 
данная прямая ММ’ пересЪкаетъ. эллипст, 
опредвляемый по его двумъ осямъ АА», 
ВВ’ (физ. 84), не чертивъ эллипет. 
х — Эллипсъ, какъ мы сказали, можно разсма- 
тривать какъ ортогональную проекцию круга 
АЗВ,А’, описаннаго на большой оси АА’, 
какъ на д1аметрЪ, если мы его повернемт 





р 
около АА’ на уголъ $, косинусъ котораго равенъ *„. 
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Найдемъ въ плоскости круга прямую М М’ проекция которой была бы 
ММ’ въ плоскости эллипса; пусть № ен какая-нибудь точка прямой 
ММ!; соотвфтствующая ' точка №, находится на  ординать м на такомъ 
разстояви, что 
м — 608 $ — > 
чтобы ее опредзлить, проводимъ прямую ВМ до пересчения ея_съ осью. 
АА’ въ точкв Н; прямая В,Н, имя проекщю по НВ, ‘пересвкаетъ 
ординату ОМ къточкв М, Подобнымъ образомъ получимъ другую какую- 
нибудь точку прямой М М, ; но лучше взять точку Ю, въ которой прямая 
ММ’ пересъкаетъ ось; прямая ЮМ№, проекщею имфетъ данную прямую въ 
плоскости эллипса. Эта прямая © М, перес5каетъ кругъ въ двухъ точкахъ 
М,, М,'; ордиваты М.Р, М,'Р’ опредьлятъ ва данной прямой дв точки 
М, М’, въ которыхъ эта прямая пересъкаеть эллипсъ. 


Касательнал, 


151. Мы нашли ($ 125) уравнеше касательной къ кривой втораго. 
‘порядка; если уравнене эллипса предо въ простой Форм$ 


, | р и. р 
||. о 
| гы я 2 -0,. 
то уравнеше касательной, проведенной въ точкв М, координаты которой. 
суть х, у, будетъ т к: © 
| "я ох г | 
<) Ма т 


$ 


т 
Угловой коеффищенть касательной есть — зы". Очевидно, Что въ то9- 


кахъ Аи А’ касательная перпендикулярна къ оси А’А; въ точкахъ Ви В’ 
она ей параллельна, и при .движени -точки прикосновеня по эллипсу отъ 
А къ В, касательная составляетъ съ А’А тупой уголъ, который увели- 


чивается отъ > до т. | 


1 


21а 


Такъ какъ ‘нормаль перпендикулярна къ касательной, то ея уравнеше 
‚‘будетъ 


.# 





_ 152. Построене касательной в точкъ эллитса. Если въ уравне- 
Брю и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. 9 
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` 


. . д. г 
нти касательной сдфлаемъ У — 0, то получимъ абсциесу Х == — ТОЧКИ т; 


въ которой касательная пересфкаетъ продолжеше большой оси (4. 85). 
ее Такъ какъ эта величина ОТ не зависитъ отъ ма- 
лой оси 9 и ординаты у точки прикосновения, 
то отсюда слфдуетъ, что, построивъ на оси А'А 
_ыфсколько эллипсовъ, касательныя въ точкахъ, 
которыя имЪютъ одну и.ту же абсциссу, будутъ. 
проходить черезъ однуси ту же точку Т, нахо- 
дящуюся на продолжени оси А’А. Но между 
этими эллипсами находится кругъ АВ А’. Чтобы 
построить касательную къ эллипсу въ точк$ М, 
проведемъ касательную къ кругу въ точкф М, 
находящейся на одной и той же ординатЪ; соединяемъ точку М съ точкою т. 
въ которой касательная къ кругу пересфкаетъ продолжене оси А’А; пря- 
мая МГ, полученная такимъ образомъ, будетъ касательная къ эллипсу. 
Изъ этого построения видно, что касательную проведенную къ эллипсу 
вЪ точкв М надобно разсматривать, какъ проекцио касательной, проведен- 
ной къ кругу въ соотвфтствующей точкь М,. ДъЪйствительно если плос- 
кость круга повернемъ около оси АА” ва уголъ $, то точка Т, въ ко- 
торой касательная М,Т пересЪкаетъ ось, остается неподвижною; точка 
же М, будетъ имЪть проекшею точку М, а прямая м ‚Г будетъ И ИМЪТЬ 
п МТ, т. е. касательную къ эллипсу. 
153. Поовести касательную черезх внъшиюю точку `Р. Означимъ 
бека: ” черезъ 2, и у, координаты’ точки Р (4. 86). Мы 
нашли ($ 126) уравнене хорды прикосновемя ММ”. 
СлЪфдовательно, опредзлеше точекъ прикосновеня 











и Сл ___ приводится къ рфшевию двухъ.совм5етныхъ урэв- 
#7 ‚ ней 
| м 
(1) а2 н т бе 1. 
хх, 
5) | | оч, 1: Г. 


а? } Ь* 


Исключивъ у, получимъ урааиеН второй степени 


Е 2 фм | р. . 
ры Ра р )=0, 


корни котораго выражаютъ абсциссы точки в М и М’ двухъ 
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жасательныхъ, проведенныхъ изъ точки Р. Корни этого уравненя, въ кото- 


т , 
рожь =: МОЖНО принимать за неизвзстное, 


х 


будутъ дЪйствительны, 


если 


удовлетворяется условие =" ит 1 0, т. е. если точка Р находится 


ВНЗ элипсса. 


Легко побтроить геометрически касательныя, 
Р, разсматривая эллипсъ какъ проекцию круга. 


щеуъ въ плоскости ‘круга такую 
точку Р,, которая имвла бы проек- 
цтею точку Р въ плоскости эллипса. 
Проведемъ въ плоскости эллииса пря- 


мую РВ и продолжимъ до пересЪче-_ 


ня ея съ осью въ точкв Н; пря- 
мая НВ,, проекщя которой есть НВ, 


пройдетъ черезъ точку Р, и опред$-. 


лит эту точку. Изъ точки Р‚ про- 
ведемъ къ кругу касательныя Р.М, и 
Р,М’, и продолжимъ ихъ до пересвче- 


Фиг. 87. 


проведенныя изъ точки 


АВ, А (фи. 87). 


Оты-. 





ня съ осью въ точкахъ Т и Т’; прямыя РТи Р/Т/, которыя суть. ‘проекции 


касательныхъ къ кругу, будутъ касательными къ эллипсу, и точки прикоб-. 
новемя Ми М’ будутъ паходиться на ординатахъ точекъ М,, М! 
_ Для этихъ построений н$тъ необхёдимости, чтобы эллипсъ былъ начерченъ. 


154. Провести касательную параллельно данной. прямой. 


4/ —= тх будетъ уравнене данной прямой. ОТ., которая, положимъ, 
ведёна черезъ центръ (04. 88). Назо- 
вемъ ‘черезъ х и 9 координаты точки 
прикосновеня М. Эта точка находится‘ 
на эллипез, поэтому получимъ уравненте 


= 1, 


такъ какъ угловой ‘коефФищентъ касатель- 
ной долженъ быть равенъ 27, то полу- 


чимъ второе уравнен!е 


Эти два совмвстныя уравненя опредфляютъ два неизвфетныя 2 и 7; 


второе прямую ММ,, 


первое выражаетъ данный эллипсъ, 


ты о. 





проходящую 


Пусть 


— 
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черезъ центръ; точки, въ которыхъ эта прямая пересъкаеть эллипсъ, бу- 
дутъ точками прикосновения. 

Эти касательныя легко построить геометрически. Отыщемъ прежде въ 
плоскости круга д1аметръ ОТ, который проекшею имфлъ бы ОГ въ 
плоскости эллипса; для этого надобно точку В соединить съ какою-нибудь 
точкою Г, прямой ОГ, и продолжить прямую ВО до пересБченя ея съ 
осью въ точкф Н; потомъ провести В.Н и взять точку пересвченя Т,, 
этой прямой съ ординатою точки [.; такъ какъ точка ЁР, есть проекщя 
точки Г, то прямая ОГ, будетъ проекщшею ОТ. Проводимъ къ кругу 
касательныя МТ,, М’Т,, параллельныя ОТ, и черезъ точки Т и Т',, 
въ которыхъ эти касательныя перес$каютъ ось, проводимъ лини ТМ, ТМ’, 
параллельныя прямой ОГ.. Это будутъ искомыя касательныя, потому что 
проекти ОГ; ТМ нрямыхъ параллельныхь ОГ, ТМ, суть эти же па- 
раллельныя. Точки прикосновемя М и М” опредфляются ординатами то- 
чекъ М, и М'.. | 

155. Уравнеше касательной, проведенной къ эллипсу, можно получить 
ВЪ вели видф, который полезно знать. Найдемъ точки пересфченйя эл- 


г 
липса — н-НЯ = — 1 и прямой у — т к. 


Исключивъ у, получимъ уравнеше второй степени 


и т о | (т . Н к 0. 


корни котораго выражаютъ абециссы точекъ пересфчешя. Еели корни 
этого уравнев!я будутъ дЪйствительные и не равны, тоёда прямая пере- 
сБчетъ эллипсъ въ двухъ точкахъ; это будетъ свкущая. Если же корни 
будутъ равны между собою, что будетъ тогда, когда удовлетворяется ус- 
лове {? — а?т? -|- 6, то обЪ точки пересъченя сольются, и прямая обра- 
тится въ касательную. Замфнивъ постоянное & его величиною, ‘уравне- 
ве касательной представится въ видЪ _^ 


_(6) у = 2-Е У д? 27° 6’. 

Это уравнене, въ которомъ 7 есть произвольный параметръ, ‘выра- 
жаетъ всф касательныя, проведенныя къ эллипсу. Если данъ’ угловой коеФ- 
Фищентъ т, т. е. направленме касательной, то уравнеше будетъ совер- 
шенно опредфлено, и, по причинЪ двойнаго знака, мы получимъ двЪ па- 
‘ралаельныя касательныя, находящияся на равномъ разстояни отъ центра. 
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156. Этотъ видъ уравнен!я касательной бываетъ полезенъ во многихъ 
случаяхъ. Для примзра рьшимъ слдующую задачу. Найдемъ геометри- 
ческое мфсто вершины прамаго угла, описаннаго Я 
около эллипса. Положимъ, что желаемъ черезъ 
внфшнюю точку (физ. 89), координаты которой 


суть хи 4, провести касательныя къ эллипсу. = се 
| 


Фиг, 89. 


Х 


Если касательную выразимъ уравнешемъ 
У =ж®^ = в а? т - 56°, = А. 


к Л 
"ГО, `ИЗЪ х что касательная должна прохо-. Ма , 
дить черезъ точку Р, получимъ условное урав- ых 
нен1е \ 





9 — 10% => У ат? = 06°, 


а 


въ которомъ угловой коеффищентъ 72 есть неизвЪстное. Это уравнеше, бу- 
лучи представлено въ ЦФлЛОМЪ ВИДЪ 


тя (а* — 23) + Эаут + (® — у) =0, 

есть второй степени; два его корня опредфляютъ направления двухъ каса- 
тельныхъ, проведенныхъ изъ точки Р къ элдипсу, а слфдовательно, опре- 
дфляютъ эти касательныя. ОбЪ касательныя, проведенныя черезъ точку Р, 
будутъ перпендикулярны между собою, если произведене двухъ величинъ 
7% будетъ`равно — 1; для этого необходимо, чтобы координаты точки Р 
удовлетворяли: соотношен!ю 

ыы ОПУ = 1 иди 47 = 

а? — 21? аж Л ки у 
Такимъ образомъ, геометрическое мъсто вершины прямаго угла, описаннаго 


около Эллиса, есть КРУ описанный около` Чен т 
На осахъ. 


Цаметры. 
| 


157. Мы нашли (6 131) общее уравнеше дламетровъ въ кривыхъ’ 
втораго порядка. Если означить черезъ Х (2, у) = О уравнене кривой, и 
черезъ 2% угловой коехфищентъ параллельныхъ хордъ ММ’ (физ. 90), то 
уравнеше даметра ОО’, какъ мы видфли, будетъ вида 


р м: аа 
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Такъ какъ эллипеъ отнесенъ къ его осамъ, то уравненше д1эметра будетъ 


—- 


от 0° 
2 = 0, пав у = и, 
(7 1% 
Если чЧерезъ т’ означимъ угловой коеффищентъ д1аметра ОО” то мёжду 


Е направлешемъ Хордъ И направлентемъ дламетра 


Фиг. 90. Получим соотношеше 
ху г 2 
м (1) лат" — — _. 
Е 2 : а 
№ а *>. Мы видфли также, что если проведемъ хорды 
А - 2: 
\ \ы ум ММИ, параллельныя д!аметру Ор’, то угловой 
в > коефФищентъ д!аметра ЕЕ’, двлящаго эти хорды 
5. 


пополамъ, будетъь 2: два д1аметра ОО’, ЕЕ! 
составляютъ систему сопряженныхъ даметровъ, угловые коеффищенты 
_ИХЪ И и т’ связаны между собой соотношешемъ (7). 


Это соотношен!е показываетъ, что угловые коеффищенты жи т' 
имфютъ обратные знаки, и слфдовательно, два сопряженные полудаметры 
ОП. и ОЕ, расположенные съ одной стороны болыной оси, находятся съ 
той и фруто стороны малой оси; если первый будетъ обращаться отъ 
положення ОА къ ОВ, то второй будетъ обращаться отъ положешя ОВ 
къ ОА.. 

158. Касательная, проведенная въ какой-нибудь точкф 0 лиса, 
параллельна д1аметру ЕЕ', сопряженному даметру ОШО’, проходящему 
черезъ точку прикосновеня. Дъйствительно, если черезъ д и У назовемъ 
координаты точки ШО, то угловой коеффищентъ даметра ОШ будетъ 
вы угловой же’ коеффищентъ касательной въ точкЪ Ш есть тж’ = 


2 $ 


вы ау Очевидно, что эти два коехфищента удовлетворяютъ соотношенио 


Это можно доказать,  вообразивт, что свкущая ММ’ двигается парал- 
лельно дламетру ЕЁ’ и удаляется отъ центра; тогда обЪ точки пересф- 
ченя М и М’ будутъ все боле и болЪе приближаться къ срединф хорды 
и наконецъ сольются въ точкЪ$ 0;.тогда скущая обратится въ касатель- 
ную въ точкЪ О. | | 

159. Свойства сопряженныхъ даметровъ вытекаютъ непосредственно, 
если эллипсъ мы будемъ разсматривать какъ проекщю круга. Два перпен- 
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дикулярные между собою даметра Ор,, ОЕ, (физ. 91) въ плоскоста 
круга образуютъ систему сопраженвыхъ д1аметровъ, потому что каждый 
изъ нихъ дфлитъ пополамъ хорды, параллельныя дру- | 

гому; параллельныя хорды проектируются на плоскость = Фиг. 91.. 
эллипса по направлению параллельныхъ хордъ; средина 
хорды имфетъ проекщю средину проекши хорды; сл$до- 
вательно, каждый изъ ламетровъ О и ОЕ, которые суть 
проекции первыхъ, дълитъ пополамъ хорды, параллель-_ 
ныя другому; это есть два сопряженные дламетра эллипса. 
Отсюда легко находимъ соотношенте, которое су- 
ществуеть между угловыми `коеффищентами т и т’ — _\ 

двухъ сопряженныхъ д1аметровъ. Если черезъ 22, ит.’ назовемъ угловые 
коефФищенты двухъ сопряженныхъ даметровъ ОО,, ОЕ, круга, то полу- 





б 6 Ё з | 
ЧИМЪ 12 — 1, 7%’ — - т’; откуда 1727' —=- 7%.7’,; такъ какъ со- 
Ц 
пряженные деметры круга перпендикулярны между собой, то получимъ 
Г 
т,т.! — — 1; отсюда ии = —-. 


Если данъ дламетрь ОШО, то можно найти сопряженный ОЁ,' не чертя 
_эллипеъ. Построимъ дтаметрь ОШ,, который проекщею имБетъ ОО; про- 
водимъ даметръ ОЕ,, перпендикулярный къ ОР, и проектируемъ ОЁ;; 
проекця ОЕ будетъ искомый ламетръ. о 

_ 160. Эллилсь отнесенный кз двумз сопряженныма Оаметрамо. 
Мы видфли ($ 138), о, принимая за. Фе. 96. 

оси координатъ два сопряженные д1аметра 
ОО’, ЕЕ" эллипса (физ. 92), уравнеше 
кривой упрощается и получаетъ видъ 


Ма” -- Му" =Н 


„Означимъ черезъ За’ и 26’ величины этихъ 
сопряженныхъ д!аметровъ; если въ’ предъ- 
идущемъ уравненши сдфлаемъ послдова- 
тельно 0 —0 и дл —=0, то получимъ 


712. —— 





к 


_Н г 
а ‚6? = с; И уравнен:е кривой будетъ имЪть видъ 


| | у“. ри ® | [В 
(8) | в +’ = 


а!? 


Такимъ образомъ, уравневше эллипса сохраняетъ тотъ же видъ, будетъ ли 


/ 
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кривая отнесена къ своимъ осямъ или къ систем сопряженныхъ дамет- 
ровъ. | | 

16 же вычисления, которыя мы дЪлали для доказательствъ свойствъ эд- 
липса съ помопию уравнешя кривой, отнесенной къ ея осямъ, и.въ кото-_ 
рыхъ мы предполагали координаты ортогональными, можно повторить 
надъ уравнешемъ кривой, отнесенной къ систем$ сопряженныхъ дамет- 
ровъ. Такимъ образомъ, если эллипеъ отнесенъ къ систем сопряженныхъ 
даметровь ОП и ОЕ, то уравнеше касательной будетъ 


, 7 с. 
а 
а,!? } Ь!> 


/ 





Ч 


у. | | | г | - | й ‚о 
Но уравнеше нормали не будетъ имЪть того же вида, какъ при осяхЪ 
координать ОА и ОВ. 


161. Если черезъ х и В назовемъ углы, образуемые двумя полудаме- 
трами ОО, ОЕ съ большею осью ОД: черезъ а’и 6’ ихъ величины 


‚ то 
по уравнению (3) ($ 145) Е 


а!?` 605? а? 311? ’з с08 61? и 31° В 5 
(9) Е * Е 5 т (10) ® о = ее 


= 


“ 


Такъ какъ оба д1аметра сопряженные, то получимъ еще уравнеше. 


Е 6? 
ап; 9 та1 5: р = — нь \ 
ИЛИ 
(11 с08 < с0$ В В НЕЕ =. 
(1 ) | 2 а -- Ь р? Ее й 


Изъ двухъ Уугловъ © и б одинъ есть острый, ие тупой; положимъ, 
‚Что « острый, В тупой. Четыре перемънныя х, В, а’, 6’, изъ которыхъ 
одна произвольная, связаны между собою тремя` уравнен!ями; соединяя 
эти уравнен!я выведемъ различныя теоремы. 


162. Если обЪ части уравнен!я (11) УрО на а’б',. то получимъ 


а! ©08 а’ эт 
_ а | 0 
6’ эт В —6' соз В’ 





р а 


каждая изъ. этихъ дробей равна такой дроби, у которой числитель есть 
квадратный корень изъ суммы квадратовъ числителей, а знаменатель квад- 


ЭЛЛИПСЪ. | _ 191 


ратный корень изъ суммы квадратовъ знаменателей; по уравненямъ (9) 














а’ 03 а’ Эт © 
а = в 19 Бы 
фзтВ —65! сов 
6 а. 
откуда 
а’ с08  __ бт В. а’зша _ 610088 
дна ть: от а 
р а’ зт @ _Ъ! с05 Е 
_Если въ уравнении (9) —— замфнимъ равною ей величиною ——— 
то получимъ = Аг $ 
(12). а’? 08° & -- 6”? с03? В — @°.. 
Е ``. а’ 608а ^) о Ба № ы 
Если въ томъ же уравнении замвнимъ черезъ —- ето най- 
‚ демъ ь д 
(18) _ 0’? БШ & 6" 8 = вы 


Изъ двухъ уравненй (12) и (13) ИНО, что сумма ввадратовз про- 
екийй двуль какиль-нибудь сопряженных Яаметровз на каж ую 435 
осей есть величина постоянная и равна квадрату этой оси. 

Сложивъ ‘уравнения (12) и (13), получимъ 


(14) ь а” + 5" — “5, 


т. е. сумма. квадратовз двух каких-нибудь сопряженныхе дбаметровь. 
есть величина постоянная и равна суммъ квадратовз. осей. = 

163. Разложивъ каждый членъ > уравнен!я ( 9) на два множителя, пред-. 
ставимъ его въ вид 


а! с03 « @! 608 “ а’ зто а! зш а 





ани а ВР. 1; 
а’ 03 « а! За _ б'зшв = 610088 
если множители ——, зам НИМЪ черезъ 5) — о по- 
лучимъ 
а! 6! (зш В с03 & — эщ а 608 В) __ 1: 
аф ‘ с о 
ИЛИ 


(15) _ а’ зщ (В — «) == аб. 
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Произведенше а’б’ зт (В — «) выражаетъ площадь параллелограмма ООКЕ 
_ (физ. 92); умноживъ на 4, получимъ площадь описаннаго параллелограмма 
ЕСНК. Такимъ образомъ, илощад параллелорамма, построеннало на 
‘двужз каких-нибудь сопряженныхь: аметрахз, есть величина посто- 
янная и равна площади прямоузольника, построенноло на осятс. 
Вписанный параллелограммъ РЕШ’Е/, который получимъ, когда соеди- 
нимъ концы сопряженныхъ д!аметровъ, равенъ половин предъидущаго 
параллелограмма и имфетъ также постоянную площадь. | | 
16%. Эти теоремы легко можно доказать, разсматривая эллипсъ, какъ 
проекщю круга. Два сопряженные маметра ОЛ и ОЕ эллипса суть про- 
екщи двухъ перпендикулярныхь между собою дмаметровъ ОЛ, и ОЕ, 
круга (4%. 91). Такъ какъ углы О,ОР,;. Е ОС) служатъ дополнешемъ 
другъ другу, то прямоугольные треугольники р ОР, Е ОО равны; сл$до- 
° вательно, ОО = ОР, но ОР* + О.Р = ОО? == а?, поэтому 


ОР* + 06? —= а. 


Такъ какъ лини ОР и ОО суть проекщи двухъ сопряженныхъ. д1амет- 
и, суть проекц у 

ровъ ОР и ОЕ на болыпую ось эллипса, то очевидно, что сумма квад- 

ратовъ этихъ двухъ проекщй есть величина постоянная 


4’? с03 « | 6! соз В = а. 
То же самое получимъ для другой оси; проекщи двухъ сопряженных по- 


ие на малую ось равны ординатамъ 2 и ЕО; но ОР =- - р, Р, 


ЕС Нч. - ЕС; слфдовательно, РО? -- ЕС? = -, ", (0, РЕ и такъ 
какь лини ЕО и ОР равны, то О.Р? -- в 90°. Я и ов ОР* — а?; и 
потому 
рр ры ЕО —= 
ии 

а”? зш? х -- 6” зш” В —= 
Сложивъ почленно два предъидущия уравнен!я, получимъ 

а” Но”? — а? -- 6. 

165. Чтобы доказать свойство отйосительно площади параллелограмма, 
мы воспользуемся слёдующей теоремой. 


Проекщя плоской площади на какую- -нибудь плоскость равна про- 
‚ектируемой площади, умноженной на косинусз узла двух5 плоскостей. 
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Разсмотримъ сначала треугольникъ АВС (фил. 93), въ которомъ одна 
сторона АВ параллельна плоскости проекши; мы можемъ предположить, 
что плоскость проекщи проходитъ черезъ эту сто- 
рону АВ; изъ вершины ‚С опустимъ на эту пло- 
КОСТЬ перпендикуляръ СС’, и ВЪ этой плоскости 
проведемъ 0’Р перцендикулярно къ АВ; прямая СО 
будетъ также перпендикулярна къ АВ, и угоалъ СОС! 
`будетъ мЪрою двуграннаго ‘угла ф двухъ плоскостей. 
Положивъ это, получимъ 


СР —= СР соз ф, 


| ‘Фиг. 93. 





откуда 


АВХСЮ АВХСЬ 
= 608, 





а слздовательно 
АВ’С'— АВС Х с08 о. 


Такимъ ‘образомъ площадь треугольника э В равна ‘площади о умно- 
женной на с0$ ©. | 

_ Положимъ теперь, что ни одна сторона треугольника АВС ® 94) 
не параллельна плоскости проекши; эту плоскость 

мы можемъ провести черезъ вершину А такъ, чтобы Фиг. 94 

дв$ друмя вершины находились на одной сторонз 
плоскости; продолженная плоскость треугольника пе- 
рес5каетъ плоскость проекци по прямой А], и пря- 
мая ВС пересЪкаетъ эту плоскость въ точкЪ [; тре- 
угольники АТС, АВ а на АТС’, АТВ,, 


и мы похучимь 


АТС! — АТС Х сов о, т“ т 
‚ АВ! = А1 ВХ е08 о; . № 






3 






\ 


бы 
‚ 


вычитая одно изъ другаго, .найдемъ, 


АВ’С' = АВС Х 605 


у 


Эта теорема, доказанная“ для треугольника, справедлива также для пло- 
скаго многоугольника, который всегда можно разложить на треугольники 
и также для площади, ограниченной какою-нибудь сомкнутою кривой, по- 
_ тому что эту площадь можно разсматривать какъ предёлъ площади впи- 
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саннаго многоугольника, число сторонъ котораго увеличивается неопре-_ 
 дъленно, такъ что каждая сторона приближается къ нулю. 

- Если эллипсъ будемъ разсматривать какъ проекцию круга, то парал- 
лелограмъ, построенный на двухъ бопряженныхъ д1аметрахъ, будетъ про- 
екщия квадрата, описаннаго около круга; такъ какъ площадь квадрата есть. 
величина постоянная и равна 4а?, то площадь ‘параллелограма есть также 
величина постоянная и равна 40? 03 ©, т. е. 4а6. 


^. / 


- Шлошкадь эллнишса. 
| | 


х 


166. Изъ этой же теоремы опредфляется непосредственно площадь 
эллипса. Такъ какъ эллипбъ есть проекщя круга, то его площадь равна 


р 
площади круга па”, умноженной на с08 ф или`на —, т. е. паб. 


Равные сопряженные маметры. р 


167. Мы видли с 157), что два сопряженные полудаметра ОР 
и ОЕ расположены по обЪ стороны малой оси ОВ (физ. 95). Извъетно, 
что радтусъ эллипса.будетъ т5мъ болфе, чфмъ болЪе от- 
даляется отъ малой оси; слЪдовательно, для того, чтобы 
два сопряженные д!аметра были равны, надобно, чтобы 
эти два даметра составляли съ малою осью ОВ 
равные углы, а для этого необходимо, чтобы углы 


«и @ были дополнительными. СлБдовательно, полу- 
$ 


6 6 | : 
чимъ $215” @ — 5 или 1ап8 а — -; такимъ образомъ 


Фиг. 95. 





равные сопряженные д!эметры ОС и ОН сливаются съ Дагоналями 
прямоугольника, построеннаго на осахъ. 


| а? 2 В | 
_ Изъ отношеня а”? - 6”? — а? - 5? находимъ а? =- м, и урав- 


ненше эллипса, отнесеннаго къ его сопряженнымъ равнымъ метрам, 
будетъ 





о’ *-0 
РИ 


оно имъетъ. тотъ же видъ, какъ уравнеше круга, только координаты косо- 
угольныя. Это уравнене выражаетъ, что сумма квадратовъ разстояний 
каждой точки эллипса отъ двухъ равныхъ сопряженныхъ дламетровъ есть 


2 


/ 


ЭЛЛИПЕЪ. | о 141 


величина постоянная. ДЪйствительно, пусть 9 будетъ уголъ двухъ равныхъ 
сопряженныхъ даметровъ; МР и МО коорди- 
наты точки М, МЕ и МЕ перпендикуляры, 
опущенные изъ точки М на эти д1аметры; въ та-` 
_ комъ случаз, получимъ (фи. 96) МЕ = 9 11 6, 
МЕ — — 2’ зш 0; откуда" 


Фиг. 96. 











МЕ? -- М ’2) вши? 0 | | 
__ (а - 56°) а а 2а* 6? т, 
м Та ЕЫ м ей 


дДоголинительныя хорды. 


168. Дополнительними тордами въ эллипсв называются такя’ двЪ 
хорды МС; МС’, которыя, ‹ проходя черезъ одну и ту же точку эллипса, 
опираются на концы одного д1аметра СС’ (фе. 97). 
ДвЪ дополнительныя хорды параллельны дВУМЪ со- 
пряженнымъ д!аметрамъ. ДЪйетвительно, проведемъ 
даметры ОШ и ОЕ параллельно дополнительнымъ 
хордамъ МС’, МС. Въ треугольвикё. СМС’ пря- 
‘мая ОШ, параллельная СМ, дзаитъ дв$ стороны СС’ 
и СМ на части пропорщональныя; такъ какъ центръ 0 
есть средина СС’, то отсюда слъдуетъ, что даметръ ОШ) дфлитъ пополамъ 
хорду СМ, а слБдовательно, дфлитъ пополамъ вс$ хорды, параллельныя 
даметру ОЕ. Точно также даметръ ОЕ дфлитъ пополамъ хорду С’М, а 
слЪдовательно- дЪлитъ пополамъ всф хорды, параллельныя ОО. Такимъ обра- 
_зомъ, два даметра ОР и ОЕ, параллельные дополнительнымь хордамъ_ 
МС’, МО, суть сопряженные дламетры. 

Насборотъ, если черезъ концы даметра СС’ проведемъ прямыя, парал- 
лельныя двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ ОП и ОЕ, то эти прямыя пе- 
ресфкутся на эллипсф. Дфйствительно, пусть М будетъ точка, въ которой 
хорда ОМ, параллельная ОЕ, переськаетъ эллипсъ; соединимъ точки (” 
и М; такъ какъ дополнительныя хорды МО, МС’ параллельны двумъ со- 
пряженнымъ д1аметрамъ, то вторая хорда С’М будетъ параллельна ОР. 

169. Такимъ образомъ, учеше объ измфнеши угла двухъ сопряжен- 
ныхЪ даметрокъ приводится къ ученю ‘объ измънеши угла двухъ допол- 
нительныхъ хордъ, ‘т. е. угла, вписаннаго въ половину эллипса. Для про- 
стоты вычисленя полагаютъ, что двЪ дополнительныя хорды проведены 


Фиг. 94. 
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черезъ концы болышой оси (физ. 98). Уголь АМА’, который мы назо- 
вемъ черезъ 9, равенъ разности двухъ угловъ 








Фиг. 98. 
ы МАХ, МАХ; такъ какъ угловые коехффищенты 
Е 3 к двухъ прямыхъ АМи А’М суть — ти, 
с ее | ха  т-а 
: х № то получимъ 
\. АХ 
0! ` | г ый д 
| хр — а т а зач. 
г фапо` 0 — а 


со р? ое т 92 
т 
‚да 
или, замфнивЪ 2” его величиною, изъ Уравнешя эллипса, 


2а6? 

(а? — $) у | 

`Если точка М описываетъ верхнюю половину АМА! эллипса, тб утолъ 

_@ будетъ тупой, потому что тангенсъ будетъ отрицательный; когда точка 

М будетъ. въ точк$ А, т. е. когда у —= 0, тогда уголъ будетъ прямой; 

при движении точки М отъ А къ В, у увеличивается; а такъ какъ абсолютная 

величина фап2' 9 уменьшается, то тупой уголъ 9 увеличивается и достигаетъ 

шаха, въ точкЪ В; въ этомъ случаъ получимь У — би ап 0 — 
2а6 

4? — 0? 
липса ВА', уголъ 0 уменьшается отъ наибольшей еговеличины до прямаго угла 

Отсюда слъдуетъ, что уголъ сопряженныхъ полудаметровъь ОП иОЕ, 
‘находящихся по одной сторон большой оси, есть тупой и. изм$няется, 
начиная отъ прямаго угла до наибольшей величины АВА’; сопряженные 
дламетры, которые составляютъ наибольший уголъ, соотв$тственно ‘парал- 
лельные: дополнительнымъ хорламъ А/В и АВ, и слБдовательно, одина- 
ково наклоненные съ той и другой стороны къ малой оси, равны. 

Мы‘ разематривали измфнеше тупаго угла РОЁЕ двухъ сопряженныхъ 
дламетровъ, острый же уголь РОЕ’ измфняется въ обратномъ направлении. 
Этотъ уголъ мы получимъ прямо, проводя черезъ концы малой оси ВВ! 
дополнительныя хорды. Когда точка М описываетъ четверть эллипса ВА, 
вписанный уголъ уменьшается, начиная отъ прямаго угла до наименьшаго 
угла ВАВ’, который служить дополненемъ наибольшему тупому ‚ут, 
АВА’ до двухъ прамыхъ. 

_ 170. Когда эллипсъ начерченъ, можно графически опредфлить цевтръ 
и оси. Чтобы найти центръ, проводимъ двЪ параллельныя хорды, доста- 
точно отдаленныя одна отъ другой; соединимъ средины этихъ хордъ, и 


{апо’ 0 — в 


‚ Когда точка М переходить за точку В и проходитъ четверть эл- 
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такимъ образомъ получимъ д!аметръ, средина котораго будетъ центромъ. 
Если на этомъ д1аметрв опишемъ полуокружность и оба конца дламетра 
`соединимъ съ точкою, въ которой эта полуокружность пересфкаетъ полу- 
эллипеъ, то получимъ дв$ дополнительныя хорды, перпендикулярныя между 
собой; параллельные имъ даметры; образующле систему сопряженныхъ 
поевдинухарных» между собою даметровъ, будуть оси эллипса. 

_ Точно также можнс найти двЪ системы сопряженныхъ д1аметровъ, Ко- 
торые составляютъ. между собой данный уголъ, заключающийся между 
шшипииют и шахиии; для этого достаточно а на даметрЪ сегментъ,. 
вмЪщаюпий въ себЪ данный уголъ. 

171. Шо 0двумз даннымь сопряженныме РЕ построить эл-` 
липсз. Пусть ОО’, ЕЕ' (фа. 99) будутъ 


Фиг. 99. 

два данные сопряженные дтаметра, вели- 

" 4 

чины которыхъ означимъ черезъ За и 206’. ет Зы 

ра" С : Е ие 

Уравнеше эллипса, ` отнесеннаго къ этимъ 6: к с ыы 

дВумъЪ и. будетъ А ® ы —> 
5 


Ч ерезъ центръ проведемъ прямую ЕЕ ’’ перпендикулярно къ Юр" и 
отложимъ на ‘ней Часть ОЕ — ОЕ. Эллипеъ, оси котораго суть ОО’, 
Е,Е,;', отнесенный къ этимъ осямъ, выражается тЪмъ же уравнешемъ. 
Отсюда ‚слфдуетъ, что ординаты МР, М.Р, которыя соотвзтствуютъ ОДНОЙ 
и той же абсцисс ОР, равны между собой. Представимъ себЪ, что, по спо- 
собу, изложенному въ \ 149, построены различныя точки эллипса ОЕ, Г", 
оси котораго извЪетны. ‹ Пусть М, будетъ одна изъ этихъ точекъ, МР. 
ея ордината; если черезъ точку Р проведемъ линю РМ, параллельную ОЕ 
и равную РМ,, то получимъ искомую точку М эллипса. Каждая точка 
перваго эллипса опредфлитъ соотвЪтствующую точку втораго. Это при- 
водитъ къ тому, чтобы первый эллиисъ искривить, поворачивая каждую 
ординату РМ, около ея подошвы Р на постоянный уголъ. 

Точно такое же преобразоваше прилагается къ касательной. 

Касательная въ точк$' М выражается уравненемъ 


хх уУ 


Ь/?. Е +. 


въ косоугольныхъ координатахъ это уравнеше выражаетъ также касатель- 
ную, проведенную въ точк5 М,, въ прамоугольныхъ ‘ координатахъ. Эти 
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двф касательныя пересвкаютъ продолжене даметра РО’ въ одной и той 
же точкф Т, асбциссу которой найдемъ, положивъ Х = 0. 

Вмфето того, чтобы строить эллипеъ по точкамъ, какъ мы показали, 
можно сперва опредьлить оси эллипса и потомъ построить этотъ эллинсъ 
по его осямъ. ОпредЪлеше осей зависитъ отъ слБдующей теоремы. 

172. Дв& каке нибудь сопряженные Яаметра отсъкаютд на 
опредъленной касательной Р@ 0два отръзка ОР, 00, произведение 
которых: есть величина постоянная и 
равно квадрату полудаметра ОЕ, па- 
раллельназо касательной (физ. 100). 

Если за оси координатъ возьмемъ д1а- 


Фиг. 100. 





! метръ ОО, . который проходитъ черезъ 

точку прикосновения, и сопряженный д1а- 

_ метръ ОЕ, и если черезъ а’и В’ назо- 

‚ вемъ эти дламетры, то уравнеше эллипса 
будетъ 

2 2 

=. = = Ты: 

Пусть 


у — тх, у = тх 


будутъ уравнен!я двухъ сопряженныхъ даметровъ ОА, ОВ. Въ слБдстве 
замфчан!я, сдфланнаго въ & 160, утловые коеффишенты будутъ связаны 


`©* 
между собою уравнешемъ 77’ = — = Если въ этихъ уравненяхъ сд$- 
лаемъ 1 — а’, то найдемъь ОР —= — та’, 2% —= пт’а’, откуда 

ОР. ОО = — тт’а? = 6”. 


173. Эту теорему можно легко доказать, разематривая эллипсъ, какъ 
проекцию круга. Пусть ОА,, ОВ, (фщ. 101) будутъ два перпендикуляр- 
| ные между собою даметра круга; Р,(), каса- 
тельная, въ какой-нибудь точкЪ М,; проведемъ. ра- 
дусъ ОМ, и радусъ ОМ, параллельно касательной; 
изъ прямоугольнаго треугольника РО,()  находимъ 


М.Р, Х М,9. = ОМ,? = ОМ,?. 


Фиг. 101. 


< 


| # 
Когда будемъ проектировать фигуру, даметры 


ОЛ, ОВ, опредълятъ два сопряженные д!аметра 


1 
‚ 
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эллипса, касательная ‚Р ‚©. касательную къ эллинсу, и прямая ОМ, лин 
параллельную этой касательной; прямыя, параллельныя М.Р, М.О. ОМ, 
имфютъ проекщями МР, МО, ОМ, которыя имъ пропорщюнальны; сл$- 
довательно, между этими проекщями также получимъ соотношене 


МР. МО = О№?. 


174. Положимъ, что два сопряженные д!аметра ОА и ОВ будуть 
оси эллипса (физ. 100). Кругъ, описанный на РО, какъ на даметръ, 
проходить черезъ точку О, и ордината ОН, перпендикулаярная къ РО, 
равна ОЕ. Отсюда вытекаетъ ‘очень простой способъ опредфлить направле- 
н{е осей, по двумъ даннымъ сопряженнымъ д1аметрамъь ОО и ОЕ. Черезъ 
точку О проводим лишю, параллельную ОЕ; эта лишя будетъ касатель- 
ная въ точкф О); на этой прямой возстановляемъ перпендикуляръ ОН, рав- 
ный ОЕ, и описываемъ кругъ, центръ котораго находится на РО, и 
который пройдетъь черезъ точку О и Н; прямыя ОР и ОС, которыя . 
идутъ отъ центра‘къ двумъ точкамъ Ри ©, въ которыхъ кругъ пере- 
сфкаетъ касательную, опредфлятъ направление осей. 

179. Остается опредфлить величину осей. Изъ уравнений 

а? -- 6 — а”? 4-6, а — а/6! эт в с 


$ 


находимЪъ 

(а — 5) — а 6” — 2а/Ъ’ чи 0 — ваз" —вь с0з ва 

_@- Ба? 6 2 вт 0 а — За/6 сов (1-0). 
Такъ какъ можно положить, что 9 означаетъ острый уголъ между со- 


пряженными д!аметрами, то изъ этихъ. хормулъ видно, что величина , 
`(а-— 6) есть третья ‘сторона треугольника, въ которомъ двз друмя сто- 





роны равны а’ и 9 и уголь между НИМИ разн — 0. Это есть тре- 


О а 


Угольникъ ООН, потому что уголь ОБН равенъ = — 0, а дв стороны 


РО ин равны а’и 6’; такимъ образомъ, третья сторона ОН опредф- 
ляетъ д — 6. Точно также а- 6 есть третья сторона треугольника, ко- 
_ тораго дв друмя стороны равны @’и 6’, а уголь между ними есть 
дополнительный предъидущаго; это есть треугольникъ ОРК, который 
получимъ, продолживъ перпендикуляръ ОН и отложивъ на немъ величину, 
равную ОН; третья сторон ОК опредзлитъь а + 6. Если изъ точки О, 
какъ центра, радусомъ равнымъ ОН опишемъ кругъ, то ливня КЛ 6у- 
детъ равна большей оси За, лимя К малой оси 26. 


Бр1о и Букк. ГЕОМЕТРИЯ. 10 


— 
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Нужно замфтить, что большая ось ОА дзлить уголъ НОК поподамъ: 
малая ось дФлитъ дополнительный ‘уголь пополамъ. 


Черчеже эдллишса непрерывнымтъ `движенемт, 


176. Если два конца прямой СШ, величина которой постоянна, 
двилаются по двум перпендикулярнымз между 


Фиг. 102. 


прямой опишете эллитоз (фи. 103). 
Возьмемъ за оси координатъ двз опредфлен- 






СУ 
7 


= >> > >= = == — 





я ныя лини МО, МС, черезъ х и у перемзнныя ко- 
5.717 А \@ х ординаты точки М. Изъ подобныхъ треугольни- 
а _ МР МС 
Ех | 
ковъ МРС, РОМ находимъ — = =— 
› МЕС, 09 Ма — м 
У _Ь 
ИЛИ м тд 
Уе-з @а 


Слдовательно, геометрическое мЪсто, описанное точкою М; есть эдлипсъ, 


котораго оси 2а и 26 направлены по двумъ даннымъ перпендикулярнымь 
между собою лишямъ. | 


В$тъ никакой необходимости, чтобы точка М находилась на движу- 
щейся прямой между точками С и О; она можетъ находиться на продол- 


женш этой линш. Разсмотримъ прямую С’О’, дв точки которой С! и 0’. 
двигаются по двумъ перпендикулярнымъ между собою прямымъ ОХ и ОУ, 


‚и найдемъ геометрическое мЪсто, описанное точкою М. Если черезъ 
а и 6 назовемъ разстояня МР’ и МС’, то изъ подобныхъ треугольни- 


ковъ МРО’, О'ФМ, какъ прежде, найдемъ 
МР _ МС, УВ 
0 мо ИИ а 


На этомь свойств основывается устройство маленькаго инструмента, 
называемаго эллиитическимь циркулемз. Два кончика нитки. прикрЪплены 
въ двухъ точкахъь С’и П!, взятыхъ произвольно на прямой С’П!, и въ 
точкБ М карандашъ; два кончика двигаются по перпендикулярнымъ между 
собою желобкамъ, сдъланнымъ на деревянной доск$; карандашъ, помфщен- 
ный въ М, опишетъ эллипсъ непрерывнымт движешемт. 


ныя прямыя; назовемъ черезъ & и 6 двЪ постоян- 


— 


собою прямымз ОХ, ОУ, то точка М этой 
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_ 177. Замфтимъ, что нормаль, проведенная къ эллипсу въ точкё М, 
проходитъ черезъ точку пересфчешя К перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ точекъ С и ПО на дв$ опредзленныя прямыя. Д?Ъйствительно, если 
черезъ х, и у, назовемъ координаты точки К, то изъ подобныхъ треуголь- 


НИКОВЪ МРС' РОМ находим 











откуда. с ртр == 


Такимъ образомъ угловой коехфищентъ прямой КМ равенъ угловому 
коефФищенту нормали, проведенной къ эллипсу въ точк$ М. 

178. Эту теорему въ общемъ смысль можно выразить такъ: Кода 
9въ точки Е, Е движущейся плоскости двиалются по двум: прямыме 
Од, ОВ, находящимся вз неподвижной плоскости, тозда какая-нибудь 
точка движущейся плоскости описывает эллитсв (фи 103). о 
тримъ частное положение движущейся плоско- 
_сти; изъ точекъ Е и Е возставимъ перпендику- 
ляры къ прямымь ОА и ОВ, и пусть К 6у- 
детъ точка пересзченя` этихъ ‘перпендикуля- 
ровъ; кругъ, описанный на прямой ОК, какъ 
на даметрЪ, пройдетъ черезъ точки Ви Г. 
Такъ какъ ЕК есть величина постоянная, точно 
такъ, какъ и уголь ЕОЕ, то даметръ круга 
есть тоже величина постоянная. ПШоложимъ, что 
кругь соединенъ неизмфняемо съ прямой ЕЕ 
и двигается съ ней вмЪет$; кругъ будетъ постоянно проходить черезъ 
точку О; всякая точка 0) круга опишетъ прямую линю ОУ, потому что 
дуга ЕКО есть величина постоянная, уголь КОЛ постоянный. 
Разсмотримъ теперь какую-нибудь точку М движущейся плоскости. 
Соединимъ. эту точку съ центромъ Т круга и отмфтимъ два конца Сир 
этого даметра. Въ слёдстве предъидущаго об$ точки С и О движутся по 
двумъ перпендикулярнымъ между собою прямымъ ОХ. и 0У; отсюда за- 
ключаемъ, что’ точка М описываетъ эллипсъ, оси котораго, равныя двой- 
нымъ разстоянмямъ МС и МО, имзютъ направленя по. двумъ перпенди- 
`кулярнымъ между собою прямымь ОУ и ОХ. Въ частномъ случаф точка. т 
опишетъ кругъ. ' он $ 


Фиг. 103. 





_10* 
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Перпендикуляры,  возставленные изъ точекъ С и О) на прямыя ОХ 

и ОУ, пересвкаются въ точкв К; отсюда ‘слфдуетъ, что прямая МК 
нормальна къ эллипсу въ точкв М. Если будемъ разсматривать эллипсы, 
описанные различными точками движущейся плоскости, то увидимъ, что 

нормали, проведенныя ко всЪмъ этимъ эллипсамъ въ соотвфтствующихъ. 

точкахъ, проходятъ черезъ одну и ту же точку К. 

Такъ какъ даметрь ОК движущагося круга имфетъ постоянную длину, 

то геометрическое мфсто точки К въ неподвижной плоскости будетъ кругъ, 
| _ описанный изъ точки О, какъ центра, радусомъ, рав- 

Фиг. 104. нымъ ОК (4$. 104). Движущийся кругъ постоянно 

ы касается неподвижнаго круга. Пусть ОК” будетъ 

новое положене движущагося круга; даметръь ОК’. 

пересЪкаетъ въ точк$ К, кругъ въ первомъ его по- 

|. = ложени; эта точка К, движущагося круга описы- 

/ ваетъ, какъ мы видфли, даметръь К’КИ;. во вто- 

ромъ положены движущагося круга она ‘приходитъ. 

въ К’. Въ неподвижномъ круг уголь при центр® 

КОК’ измБряется отношешемъ дуги КК’ къ ра- 

дусу ОК; въ маленькомъ кругф вписанный уголь КОК, измБряется. 

отношенемъ дуги КК, къ маметру ОК; отсюда. заключаемъ, что дуги 

КК’и КК, равны. Отсюда, слБдуетъ, что. движеше перемвщающейся. 

плоскости въ неподвижной плоскости можно получить, катя движущийся 

кругъ по нёподвижному кругу, т. е. такимъ образомъ, чтобы дуги КК, 

и КК’ двухъ круговъ, заключающляся между точками прикосновения, 
въ двухъ какихъ-нибудь положеняхъ, были равны. 


| ПРИМЪЗРЫ. 

1-й. Найти геометрическое мфсто вершинъ паразяехограммовт, построенныхь на 
сопряженныхъ д1аметрахъ эллипса. 

2-й. Найти геометрическое мфсто средины хордъ, п проведенныхъ черезъ одну. п 
ту же точку въ эллипс. 

3-й. Хорда круга перемъщается параллельно самой себф; черезъ концы проводимъ 
прямых, параллельный двумъ даннымъ направлен!ямъ; найти геометрическое мфсто точки 
перес5чен!я нараллельныхъ лин. & 

4-й. Доказать, что между всёми параллелограммами, описанными около одного И 
того же эллипса, параляелограммы, м на двухъ сопряженныхъ д1аметрахъ. 
пмзютъ наименьшую площадь. 

5-й. Доказать, что между всЪми параллелограммами, вписанными ВЪ одинъЪ и тотъ 
же эллипсъ, т5 параллелограммы, д1агонали которыхъ составляютъ систему сопряжен- 
ныхъ д!аметровъ, имфютъ наибольшую площадь. 
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6-й. Какой самый большой этлиисъ ИЗЪ ВСЪХЪ ЭЛЛИПСОВЪ, вписанныхъ въ ОДИНЪ И 
тотъ же параллелограммъ? — 

‚1-й. Какой самый меньпий эллипсъ изъ вСЖхЪ ЭЛЛИПСОВЪ, описанныхъ около одного 
и того же. параллелограмма? 

3-Й,. Доказать, что между всёми системами сопряженныхъ аметровъ эллипса, оси 
составляютъ наименьшую сумму, а равные сопряженные д1аметры наибольшую сумму. 

9-й. Вписать въ эллипсъ такую хорду, чтобы и ея дтины и  разстояния ея сре- 
дины отъ центра была наибольшая. 

10-й. Прямая перемфщается параллельно самой себЪ въ плоскости двухъ  пругихъ 
прямыхъ; возьмемъ на ней такую точку, чтобы сумма квадратовъ ея разстоян1й отъ 
перес5чен/й съ неподвижными прямыми была велачина РНЕ найти ый 
ческое мЪсто, описанное этою точкою. - 

11-й. Даны как!е-нибудь два эллипса; можно ойредфлить два направлев1я, параллель- 
ныя въ одно время двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ въ томъ и другомъ эллипсЪ; черезъ. 
общя точки двухъ кривыхъ проходитъ трет! эллипсъ, въ которомъ равные сопря- 
женные д!аметры` будутъ параллельны этимъ двумъ направяенмъ. 

12-й. Эллипеъ обращается около своего центра; въ точкахъ, гдф онъ перес$каетъ 
неподвижную прямую, проводимъ касательныя къ кривой, найти геометрическое ыы 
точки перес$чен!я этихъ касательныхъ. -:. 

13-й. Данъ кругъ и неподвижная прямая, проходящая черезъ его центръ: движу- 
щаяся прямая, равная радГусу, однимъ концомъ опирается на кругъ, другимъ на пря- 
мую; найти геометрическое мЪсто, описываемое точкою движущейся прямой, ^ 

14-й. Движущаяся плоскость перем щается по неподвижной плоскости такъ, что 
дв прямыя движущейся плоскости остаются соотв$тетвенно касательными къ двумъ 
кругамъ неподвижной плоскости; найти геометрическое мъсто, описываемое точкою. 
неподвижной плоскости на движущейся плоскости, 

15-й; Найти площадь эллипса, выражаемаго уравнешемъ 


44° - Вху + Су? = 1. 


16. "ик вписанЪ въ эллиисъ; если черезъ В назовемъ ращусъ опи- 
саннаго круга; черезъ Ч, 4’, а" полуаметры, параллельные Е то ПОХ 
Г 
В — ф'а’а’” Г | | 
аб р: г ть 
14. Какой-нибудь прямоугольникъ описанъ около эллипса; параллелограммъ, вер-. 
шины котораго находятся въ точкахъ прикосновен!я, имфетъ постоянный 1 


а двЪ смежныя стороны составляютъ съ касательною равные углы. 





3 
18. Отъ’ какой нибудь точки эллипса по нормали откладываемъ лин1ю равную $ Я 


гдЪ К‘есть постоянная величина, а р перпендикуляръ, опущенный изъ центра. на каса- 
тельную; вайти геометрическое мЪсто конца этой прямой. -.. . 


— 


150 х КНИГА ПТ, ГЛАВА У. 


ГЛАВА У. 
ТГипербола. 


179. Построимъ теперь кривую, выражаемую уравнемемъ 
я Ма? -- №" -- Е, = 0, 


въ которомь Ми М имБютъ разные знаки. ПШоложимъ, что М положи- 
тельно, М отрицательно и равно — №. Если Е, равно нулю, то, рз- 
шивъ уравнене 


Ма? — №9? — 


относительно у, получимъ. 


Е < 
это уравнене выражаетъ двз прямыя, проходяния черезъ начало. Если 
Е, будетъь положительно, то этотъ случай посредетвомъ перемфны осей 
 приведется къ случаю Е, отрицательнаго; для этого въ уравненш надо у 
зам5нить черезъ 1, ах черезъ у; такимъ образомъ, положивъ К’, ——Н, 
уравнене будетъ имфть видъ 


Мао? — №4? И 


въ которомъ М, М! и Н суть положительныя числа. 

Каждой величин 1 воотвътствуютъ двф равныя и съ обратными зна- 
ками величины у; слБдовательно, ось есть симметричная ось кривой; 
то же самое можно сказать относительно оси у. Отсюда заключаемъ, что 
начало координатъ есть центръ кривой. Это послёднее свойство можно 
доказать, замфтивъ, что если уравнеше удовлетворяется координатами 


хи у точки, то оно АЗИИ точно также координатами — хи — У 
симметричной ей точки. 


Рьшивъ уравнене относительно 9; получимъ 


М. —Н. 


и я 
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Чтобы величина у была дЪйствительная, надобно, ‘чтобы численная ве- 


— 


личина 4 была, боле ая Отложивъ отъ начала координатъ по оси 


Х'Х двЪ лини ОА, ОА', равныя МЕ Н ‚ и проведя а точки Аи А’ 


лин, параллельныя ОУ (фи. 105), увидимъ, _` Фиг. 105. 
что ни одной точки. кривой не существуетъ-. 
между этими двумя параллельными лин!ями. При \ 
— ОД, ордината у равна нулю, и мы полу- 
чимъ точку А; если х будетъ неопредЪленно 
возрастать, начиная отъ ОА, то численная ве- 
личина 9 будетъ также неопредзленно возра- 
стать, начиная отъ нуля; такимъ образомъ по-. 
лучимъ двЪ безконечныя дуги АД и АП’. 





Измзняя х отъ — ОА’ до — ©, получимъ двЪ другя. безконечныя 


дуги А’Е, АТ, симметричныя предъидущимъ относительно ОУ. Эти 


четыре дуги всоставляютъ дв вЪтви гиперболы, оси симметрии которой. 


суть ‘двз прямыя Х’Х, У’У. Первая изъ этихъ осей только одна пере- 
сфкаетъ кривую; она называется поперечною осью; вторая — мнимою 
осью; точки А и А’ называются вершинами. кривой. Если для кратко- 


ду _\/Н ы. 
сти положимъ @ — у О то уравнеше будетъ имЪть видъ 
| 2? 2 
(1) 1. 


©? р? 


_ `Размфры гиперболы зависятъ только отъ двухъ линй аи 6; эти два 
параметра называются полуосями кривой; первая называется дъйствитель- 
ною полуосью, вторая мнимою полуосью. 

130. Авадриты ординатз, перпендикулярных кз поперечной оси, 
пропорийональны ИРИ соотвътеотвующихь отртзков5 на 
этой. оси. Е 28 

Дъйствительно, изъ уравнения (1) находимЪ - 

у у же 


аа. ПИ 
2 — а’ (2 а) —а) а’ 


слъдовательно, 


МР 
АР. АР а*' 
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`181. Асимипоты. Мы видфли ($ 130), что если начало координатъ 
. | 
совпадаетъ съ центромъ гиперболы, то уравнеше асимптоты получимъ, 
‚ уничтоживъ ‘въ уравнении кривой постоянный‘ членъ. Такимъ образомъ, въ. 
нашемъ случав об$ асимптоты ВВ’, №’ выразятся уравнешемъ 
д 9/7 Е б 

(2) — = — я =0, или у == Ех. 
_ Легко убЪдиться, что разность ММ ординаты прямой ОВ, и дуги АО 
предзломъ имъетъ нуль, потому что эта разность выражается 


ь (х — У 2* — а?) = РИ. вы 
| х-+- У 4° — а’ 

Дуга АГ заключается въ углБ ВОХ и неопредёленно приближается 
къ прямой ОВ, которая есть ея асимптота. Прямыя ОВ’, ОЗ, ОЗ’ суть 
также асимптоты дугъ А’Е/”, А’Е, АТ’. Изъ уравненя (2) видно, что 
асимптоты В’В, ЮЗ суть д!агонали прямоугольника, построеннаго на осяхъ. 

182. Сопряженныя зиперболы. `Сопряженными гиперболами назы- 
ваются такя двЪ гиберполы, которыя имфютъ одинъ и тотъ же центръ 

ь и одн$ ит же оси, и кромЪ$ того дФйстви- 

Фиг. 106. тельная ось одной гиперболы есть мнимая ось 
другой. Такимъ образомъ, данная гипербола 
имЪетъ сопряженною другую гиперболу, попе- 
речная ось которой есть 6, а мнимая ось есть 
а (физ. 106). Уравнеше этой второй гипер- 
боль, очевидно, будетъ 





2 2 
р 

Дв$ сопряженныя гиперболы имфютъ однф и ТЪ же асимптоты, › по- 
тому что прямоугольникъ, построенный на`осяхъ, одинаковъ для двухъ 
кривыхъ. Одна изъ кривыхъ расположена въ двухъ вертикальныхъ углахъ 
ВОЬ’, В’ОБ; другая въ двухъ другихъ углахъ ВОЗ, В/ОБ’. 

153. Равносторонняя зиптербола. Равностороннею гиперболою назы- 
вается такая гипербола, у которой оси 'а и б равны. Въ этомъ случа 
прямоугольникъ, построенный на осяхъ, обращается въ квадратъ, а асим- 
‘птоты будутъ перпендикулярны между собой; сопряженная гипербола бу- 
детъ равна первой; въ этомъ случаз: сопряженную гиперболу ПолуЧчимЪ, 
‚повернувъ равностороннюю а около центра на прямой уголъ. 
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Подобно тому, какъ мы строили ЭЛЛИ СЪ, имфюний осями а и 6, по- 
средствомъ круга радуса а, можно построить помопию равносторонней 
гиперболы, ось которой есть а, гиперболу, которая осями имфетъь ди 6, 
т. е. первую гиперболу можно разсматривать какъ ортогональную проек- 
цию равносторонней гиперболы. Но въ грахическомъ построени гипер- 

болы это не приноситъ никакой пользы, потому что. черчене равносто- 
`ронней гиперболы нисколько не проще черченя какой-нибудь гиперболы. 

184. Пусть д и 9 будутъ координаты какой- ‘нибудь точки плоскости; 
разсмотримъ многочленъ 


Для точки М принадлежащей кривой, этотъ многочленъ ра- 
венъ нулю. Если, точка Р будетъ - дви- | 
гаться отъ М по лини; параллельной попереч- 


Фиг. 1071. 


л: 9 

ной оси АА’ (9%. 107), то членъ ;„ небу- 

| 18 
детъ измзняться, между тЪмъ какъ членъ а 
будетъ уменьшаться или увеличиваться, смотря. 
по тому, будетъ ли точка Р приближаться или 
удаляться отъ оси у-овъ. Отсюда слфлуетъ, что 
многочленъ будетъ отрицательный для вс$хъ точекъ, находящихся между 
двумя вЪтвями гиперболы, а для всЪхъ другихъ точекъ плоскости онъ бу- 
детъ положительный. 





Васательвая. 


185. Уравнен!е касательной, проведенной въ точкв М, координаты 
которой суть д и 4, есть | 


Хх чу Ма 

(3) ие нк 1 680 
Чтобы построить эту прямую, можно опредфлить точку Т (фи. 107), 
въ которой она пересзкаетъ ось ОХ. Если въ уравненш (2) сдфлаемъ 


ох | а 6 
_У = 0, то получимъ Х = ОТ =х; эту линпо ОТ найдемъ, какъ третью 
пропорщональную. | 
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186. Угловой коеффищентъ касательной есть 
0 р 
пе Пре 
Положимъ, что’ точка М описываетъ дугу АО; въ точкЪ А угловой 


коеффищентъ равенъ безконечности, и касательная будетъ перпендику- 
лярна къ поперечной оси; при возрастави 1, угловой коеффищентъ по- 





стоянно уменьшается` и приближается къ предълу —, угловому коеФФи- 


77 


центу асимптоты ОВ; слБдовательно, уголь МТХ уменьшается отЪ -5 до 


ВОХ; въ то же время величина ОТ уменьшается отъ @ до 0; отсюда сл$- 
дуетъ, что асимптота есть предъльное положенте касательной, когда точка 
прикосновеная удаляется въ безконечность. 

187. Провести касательную черезх внъиииюю точку Р. Если че- 
резъ 21 и 1/, ‘назовемъ координаты точки Р, то точка прикосновевя опре- 
длится изъ уравнешя хорды прикосновения. ое 


— 


(3) | он т Па 0. 


а? > 





и уравненя гиперболы. 
Исключивъ 9, получимъ уравнен!е второй степени 


2? Г? у. п |. ( У) 
кий м НН) =0 
корни котораго выразятъ абсциссы точекъ прикосновеня М и М’ двухъ 


касательныхЪъ, проведенныхъ изъ точки Р. Услов1е дфйствительности кор- 


т ® 2 | | г 
ней есть ет Е = —1< 0, т. е. точка Р должна находиться между 


двумя вЪтвями кривой. Если точка Р будетъ находиться въ угл асимп- 
тотъ, между которыми заключается кривая, то произведене корней будетъ 


2. 2 


. ` $ 2] 
положительное, потому что коефФхищентъ а — -- будетъ положитель- 
4‘ 4 5 Е 


2 0= 





ный, слфдовательно, оба корня будутъ имЪть одинаковые знаки, и 005 
точки прикосновеня будутъ находиться на одной вфтви кривой. Наобо- 
ротъ, если Р будеть находиться въ одномъ изъ угловъ ВОЗ, В’ОЮ’, 
то на ‘каждой вЪтви будетъ находиться точка прикосновения. . 

188. Провести касательную параллельно данной прямой. Озна- 
чивъ черезъ 77% угловой коехфхищейтъ данной прямой, найдемъ точно такъ же, 
_ какъ въ & 155, что уравнене касательной будетъ 


(5) | у —= тл == Уват — 


сы 
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Чтобы задача была возможна, надобно, чтобы величина: 72? была больше 


6? е 
5 т. е. если данная прямая проходитъ отъ начала, то она заключается 


7 
а? 9 


въ углБ ВОБ. Мы уже видфли ($ 186), что числовая величина уг4о- 
- Е | Е. | 6 
°®ваго ‘коеффищента касательной больше г 


189. Кьъ гиперболь можно провести дв перпендикулярныя, между’ 
собой касательныя, только тогда, когда уголь ВОЗ’ менфе прямаго угла; 
| т. е. когда 4 боле 6; если это услове удовлетворяется, то геометриче- ‘ 
_ ское МЪето, верщины прямаго о описаннаго около гиперболы, выра-. 
зится уравнешемъ к" 


2? Е у — @* — 62. 


это есть кругъ концентричный кривой. 


` ЖШаметрьх. 


190. Въ гиперболВ, отнесенной къ ея осямъ, дламетръ, ' раздфляющий 
пополамъ хорды, угловой коеффищентъ кото- 
рыхъ есть 27, выражается уравнешемъ 


Фиг. 108. 


95 си т 
д — в № = 0, 
ИЛИ 
о 


О а 


Если черезъ т’ означимъ угловой коеффи- 
щентъ д1аметра, то между направленлемъ хордъ 





И ‚направленемъ д1аметра получимъ соотно- “7 $ 
шене ) 
х р? 
р ь Па 
(6) | | | 77.77. — в 


<» 


Изъ этого уравненя видно, что если за угловой коехфищентъ хордъ 
_возьмемъ 10”, то угловой коехФищентъ д1аметра будетъ т; т. е. если пря- 
мая ОО’. двлитъ хорды, параллельныя ЕЕ!, пополамъ (4. 108), то об- 
ратно прямая ЕЕ!’ дЪлитъ пополамъ хорды, параллельныя ОШ’. Такимъ 
образомъ два Даметра ОО’ ЕЕ’ имзютъ свойство, что каждый изъ нихъ 
дЪлитъ пополамъ хорды параллельныя другому; таке маметры называются 
сопряженными маметрами. 
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Гипербола имфетъ безконечное число системъ сопряженныхъ дламет- 
ровъ. Изъ уравневя (6) видно, что 2% И 7' должны имЪфть одинаковые 
знаки; если мы положимъ,. что они положительные, то при изм5нени 


р | | р | 
7 отъ 0 до = 7’ будетъ измЪняться отъ со до —; маметръ ОО’ об- 


ращается отъ ОА кь асимптотв ОВ, а даметрь ЕЕ" оть ОВ къ той 
_же асимптот®. Точно также видно, что одинъ изъ двухъ д!аметровъ 
всегда пересЪкаетъ кривую, другой не пересзкаетъ. Оси образуютъ только 
одну систему сопряженнныхъ ‘перпендикулярныхь между ‘собою дтамет- 


ровъ, а острый уголь дВУХЪ. сопряженныхъ д!аметровъ измЪняется отъ 
> до 0. | | Ее’: 2:6 

Подобно тому, какъ и въ эллинсЪ, мы докажемъ, что касательная КН, 

проведенная въ точкф О’ гиперболы, параллельна даметру ЕЕ’, сопряжен- 
ному дмаметру ОО’, который проходитъ черезъ точку прикосновешя. 

191. ДвЪ сопраженныя гиперболы и система ихъ осей имфютъ одинъ 

и тоть же дламетръ для одного и того же ряда хордъ, потому что урав- 


нения трехъ геометрическихъ мЪетъЪ 


* | 1] 
д Е 
отличаются только постояннымъ членомъ, который не входитъ Въ урав- 


нен!е дламетра 1.’ -- т,’ = 0. Три геометричесюя мфста имфютъ также 
одн$ и ТБ же системы сопряженныхъ дламетровъ. 


о 

Если гипербола будетъ равносторонняя, то уравнение ит! — = >. 0б- 
ратится въ 71’ = 1; это уравнеше выражаетъ, что углы ОХ, ЕОХ 
служатъ другъ другу дополнешемъ, а слБдовательно асимитоты дЪлятъ 
углы сопряженныхъ д1аметровъ пополамъ. 

192. Глиербола отнесенная кз двумз сопряженныме` диметрали. 
Если за оси координатъ возьмемъ два сопряженные. даметра гиперболы, 
то мы видфли, что уравнене кривой будетъ имЪть тотъ же видъ 


Мая"? -|- Му? —=Н. 


-Возьмемъ за ось х даметръ, который пересфкаетъ кривую; можно 
положить, что Н ‘положительно, тогда М будетъ положительно, а 
отрицательно. Величина перваго полудаметра равна разстояю ОГ точки 


О отъ точки пересвчен:я дламетра съ криво это разстояше равно а’— у". 
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Длиною втораго дламетра называютъ величину 6’ — У ыы Если М за- 


Н Пе: | 
мЪнимъЪ черезъ -з и М черезъь -»„› то предъидущее  уравнене будетъ 


В =’ р а =, 


а/? 6/2. ь 


Этотъ результать мы получимъ также посредствомъ преобразования 
2 212 | 


о 2; ' 
координатъ; если въ уравнени —, — — 1 —.0 перемвнныя 2 и у за-‹ 


у 
| 
°мЪнимъ` величинами ` 

у — 2! соз«-Н у’ созВ, у = х' эта у! в В, 


_ то, такъ какъ постоянный членъ не изм$няется и мы должны получить 
| 2 а? 


`’ уравнете (71), заключаемъ, что многочленъ. —-—7= сдБлается тожест- 
| 17’? = у * 
веннымъ . съ многочленомъ и — зв. Если это же ен прило- 
| | | ое 
жимъ къ сопряженной гипербол5, то получимъ => — у = 0. Сл5- 


_ довательно, величина мнимаго полудаметра 6’ ‘данной гиперболы, имю- 

щей направлеше по ОУ!, равна разстояню ОЁ точки О. отъ точки В, 

въ которой прямая ОУ” пересъкаетъ сопряженную гиперболу.. 
Подобнымъ же образомъ уравнен!е асимитотъ будетъ 


У — иди 9’ — бд. 
а? р? Я = 
Отсюда заключаемъ, что дюонали параллелорамма ЕНОСК, по- 
строеннало на двухз какихз-нибудь сопряженных Ф’аметрах, совта- _ 
даютз с5 асимптотами иитерболы. 
Подобно тому, какъ въ $ 181, можно уУбздиться прямо, что п прамыя 


о . 
у == я’ суть асимптоты. х м 


О ЕН, СК параллелограмма суть касательныя къ первой ги- 
пербол5, а стороны ЕК и СН — къ сопряженной гиперболв, такъ что 
параллелограмъ будетъ описаннымъ около системы двухъ кривыхъ. 

_193. Если черезъь « и В назовемъ углы, образуемые поперечною 
осью ОХ съ двумя сопряженными полу даметрами ОО и ОЕ; черезъ д’ и 67 
ихъ величины, то между этими четырьмя перемфнными величинами по- 
лучимъ три ‘уравнения. 
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@’3с05°% а’Зтой | 
а ? = р _ ея 
6'3с08?В 6’ лир 1 
пам 1". 
6036088 зто в 0 





а® 02 


_ Червыя два уравненшя выводятся изъ уравневй двухъ сопряженныхъ 
гиперболъ, отнесенныхъ къ полярнымъ координатамъ; третье уравнетше 
выражаетъ, что два Маметра суть сопряженные даметры. Эти уравне- 
ня аналогичны съ уравненями, которыя мы нашли для эллипса ($ 161); 
поэтому съ ними, можно` сдфлать то же преобразоваше. Третье уравнеше 
можно’ представить въ вид® | 























а’с08 а’ 51 / а’воза \ 2 ‚ а'зша\2 

в. #% В \ Ц ) 07. 
И инк 7, — — Е 
о’ 5шй р’ сов У / 6’ \ ( р’созв\? 


продолжая точно также, получимъ 
а’? ©08? « — 0"? с08 В — а?, @’?зта- 6? зш? В —= — 6°. 


Такимъ образомъ, разность квадратов» проекий двухё какихгнибуф 
сопряженных Фаметровь на каждую из5 осей ‘есть величина посто- с 
-янная. 


Сложивъ почленно эти два уравнен!я, получимъ 
а/? — 6? — а? вы Ь?. 


`7т. е. разность квадратовз двул5 каких-нибудь сопряженных 0%- 
метров5 есть величина постоянная и равна разности квадратнове 
ОСей. 

Точно Также найдемъ 
_^  @’0’зт (В — «) = аб; 


‚9 


отсюда заключаемъ, что площадь параллелофрамма, построенноло на 
двут5 сопряженныхь баметрахь, есть величина постоянная и равна „ 
площади прямотольника, построеннало на осятб. 

Изъ уравнетя 4”?,— 6”? — а? —6” видно, что если а не равно 6, 
то &' не будетъ равняться 6’, и гипербола не будетъ имзть равныхъ 60- 
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пряженныхъ дламетровъ. Если, ваоборотъ, гипербола будетъ равносторон- 
няя, 10 а’ —0'; тогда вс сопряженные даметры будутъ равны, что 
согласно съ замфчатемъ &. 191, потому что тогда оба даметра состав- 
ляютъ съ асимптотамя равные углы. 
_ 19%. Такъ какъ гипербола и ея дв асимптоты имфютъ одинъ и тоть 
же даметръ для одного и того же ряда хордъ, то средина Г хорды ММ” 
будетъ тоже срединою хорды М№№' (4. 108). Слъдовательно, отръзки ММ, 
М”М’ сюкущей, заключающейся между терболою и ея асимитотами, 
равны. 
_‚ Если скущая обратится въ касательную, то получимъ ОЕ—=ОН; т. е. 
отрьзки касательной, заключающиеся между точкою прикосновения 4 
_ дсимитотами, равны. о: | 
195. мак, что гипербола отнесена къ двумъ сопраженнымъ 

дламетрамъ ОО’, ВЕ’, изъ которыхъ одинъ параллеленъ данной ‘сфкущей 


ММ; тогда уравнеше кривой будетъ 
6"? 
у” РА а? (2 ей "), 


‚а уравнене асимитотъ 9’? =— я 2" | 


Такъ какъ на 0%. 108 съкущая ММ” пересфкаетъь одну и ту же, 
вЪтвь въ двухъ точкахъ, то параллельный ей д1аметръ ЕЕ’ не перес$- 
четъ кривой, и мы получимъ 


г 12 | | 
МТ =. (ОГ), М =, ОГ". 
а =: а 


и сл5довательно, 

МР — МР =, или (ММО (МЕ-Е МП = 65°, 

Но | 
| МГ — МТ = ММ и МГ- МГ = ММ; 

сл5довательно, . 


ММ Х ММ! = $*. 


Если съкущая будетъ пересЪкать 0бЪ вЪтви гиперболы, то параллельный 
‚ей даметръ пересъчетъ кривую, и мы получимъ подобный же резуль- 
татъ. Итакъ произведене отрьзковз съкущей, заключающейся между 
_точкою кривой и асимптотами, равно квадрату полудаметра па- 
раллельнаю съкущей. | та | 

‚ 196. По даннымъ асимптотамъ ВВ’ 55’ и точкБ М гиперболы, 
можно найти столько точекъ кривой, сколько угодно (физ. 109). ДЪй- 
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ствительно, проведемъ черезъ точку М какую-нибудь прямую №МММ№!; эта 
прямая пересфчетъ асимптоты въ точкахъ № и №. Если на этой прямой 


Фиг. 109. 





возьмемъ линю М’М’, равную ММ, то получимъ вто- 
рую точку М! гиперболы. Точно также можно опре- 


 ДЪлить направлене и величину осей. Такъ какъ 
кривая расположена въ углахъ ВОЗ, В/ОБ’, то 


лимя ОА, раздъляющая эти два угла пополамъ, бу- 
детъ поперечвою осью, а перпендикуляръ ОВ мни- 
мою осью. `Проведемь О@МО’ перпендикулярно къ 
ОА; тогда мнимая ось 6 будетъ среднею пропор- 
цюнальною между МО и МО’. Отложивъ на ОВ 


линю ОВ равную фи проведя ВС параллельно ОА,. ВС будетъ дй- 
ствительною осью а. | | 
_ Можно также построить касательную къ кривой въ точк$ М’ кривой. 
Проводимъ черезъ эту точку линю М’”Р параллельно асимптотв И воз- 
мемъ ОС — ОР; тогда прямая М!’ будетъ искомая касательная. 
197. Зная положеше и величину двухъ сопряженныхъ д1аметровъ, 


Фиг. ‚110. 





легко опредълить оси. Дъйствительно, пусть ОО’, ВВ 
(физ. 110) будутъ два ламетра, изъ которыхъ пер- 
вый будетъ дъйствительный; тогда дагонали па- 
раллелограмма, построеннаго на двухь даметрахъ, 
будутъ ассимптотами; зная оси асимптоты и точку О, 
мы приходимъ къ предъидущему построению. 


198. нае хорды. Дополнительными хордами называются 
таюя дв хорды МС, МС’, которыя, выходя изъ одной точки кривой, опи- 


Фиг. 111. 


раютея на концы одного и того же дламетра 
СОС’ (физ. 111). Подобно тому какъ въ © 168 
было доказано лля эллипса, мы докажемъ, 4170 
дв% дополнительныя хорды параллельны, си- 
стемъ сопряженныхь даметровг, и обратно, 
если черезз концы Фаметровз проведем пря- 
мыя, параллельныя двумз сопряженнымь 0щ- 
метрам, то эти прямыя пересъькутся на 


зиперболь и образують систему дополнительных 1010. 


и 


Гипербола, отнесеннал къ асимптотамъ, 


199. Если за оси координатъ возьмемъ двЪ асимптоты кривой, то урав- 
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ненте не будетъ содержать членовъ первой степени, потому что начало 
координатъ будетъ центромъ; слъдовательно, оно будетъ имЪть видъ 


Аа? -|- Вау —- бу* — Н. 


Прямыя, параллельныя ОХ\, пересЪкаютъ кривую только въ одной точк%; 
слфдовательно, каждой величин$ 1 соотвЪтствуетъ | 
только одна величина 4; а это показываетъ, что. 
_ коефхфищентъ С долженъ быть равенъ нулю. Точно 
также увидимъ, что коефФфищенть А долженъ 
быть нуль; такимъ образомъ уравнеше приво- 
ДИТСя КЪ | 


Фиг. 119. 


\ 





(8) Вху =Н, или 29 ее =. 2. 


| к 
Если оси возьмемъ такъ, какъ показано на Фигурз, то постоянное =; бу- 


детъ положительное, потому что для всфхъ точекъ кривой координаты х 
и 4 будутъ имфть одинаковые знаки. Постоянное Ё? легко опредЪлить, 
когда извъетны оси кривой; дьйствительно, уравнеше '(8) `должно удовле- 
творяться координатами одной какой-нибудь изъ точекъ кривой. Если, 
наприм$ръ, будемъ разсматривать вершину А, то для этой точки поду- 
чим 
АВ’ _ Ут 


. 1: р? 
-- | ть: Ча 
2 2 7 


откуда а 


Иногда постоянное К” называютъ степенью’ гиперболы. 

Когда гипербола отнесена къ ея асимптотамъ, то уравнете касатель- 
ной ТТ!, проведенной Въ точкь М, координаты который суть 2 и у, бу- 
деть у >. 


.() + ха =9Р. 


Абсциссу точки пересфченя касательной съ осью ОХ мы найдемъ, поло- 
живъ въ этомъ уравнеши У ==0, откуда 
/ 3 


Хх — ОТ == = 2а = 20Р. 


Отсюда мы снова видимъ, что точка прикосновеня М двлитъ пополамъ 


отрЪзокъ ТТ’ касательной, заключающийся между асимптотами ($ 194). 
Бр1о и БукЕ. ГкоМЕТРИ. _Н 
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Жилощадь гпнерболическаго сегмента, 


200. Сперва мы `докажемъ теорему, на которой обыкновенно основы 
вается вычислене площадей. 
Разсмотримъ площадь, заключающуюся между осью ОХ, кривою, по- 
стоянною ординатою АВ и перемзнною ординатою МР (фи. 113) соот- 
вътетвующею абсцисс$ 1. Эта площадь, которую мы 
означимъ черезъ 8, есть хункшя перемЪннаго 2, про- 
изводную которой мы постараемся опредълить. Да- 
м7. димь х приращеше дх — РР’ довольно малое, чтобы 
| отъ М до 1 М’ ордината измфнилась въ одномъ на- 
|| правлени; черезь точки’ М и М! проведемъ лини 
пех ге х МО, МР параллельно оси ОХ; приращеше ДВ пло- 
щади болЪе параллелограмма МРР'О и мене парал- 
лелограмма ОРР!М/; площадь перваго параллелограмма равна УДх в 6, 


гдЪ 9 есть уголь между осями; площадь втораго Рози (у АУ) Ахвтб; 
сл5довательно, 


Фиг. 113. 











ух эн 9 < АВ < (у-- Ду) Ах за 9; 


разд$ливъ на.Дху, получимъ 


узто < 5 < (у душе. 


Положимъ теперь, что Ах приближается къ нулю; отношене 5 за- 
ключается между двумя величинами: уз 9 и другою величиною, ' ко- 
торая предъломъ имъетъ эту величину; слФфдовательно, отношене имЪетъ 
предфломъ также у зш 0. Такимъ образомъ, производная площади, разсма- 
триваемой какъ хункшя абсциссы, равна у зш 0. Обратно, площадь В 
есть первоначальная Функшя отъ уз 0, разсматриваемой какъ Функ- 
щя оть х. Если оси будуть прямоугольныя, то производная площади 
равна 4. 

201. Разсмотримъ гиперболу, отнесенную къ ея асимптотамъ, и опре- 
ДЪлиМЪ площадь, заключающуся между асимптотою ОХ, гиперболою, посто- 


янною ординатою АБВ, ‘соотвфтствующею абсцисс а, и перемфнной орди- 
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`натой МР, соотвфтствующей абоциссв 2 (фи. им Изъ уно, (8). 


2 


находимъ У —— и сафдовательно 


5’ —= У Ш 0—2 эт 8 Х-. 


Но - есть производная отъ 15; слъдовательно, — фи. 14. 


о. ® 1 ® 
Е’ вш 0 - есть производная отъ А? вш 6 145; 


поэтому 
$ — #2 вт 0 15 - С. 


Постоянное С опредфлится изъ услов1я, что при 
— а, площадь должна равняться нулю; от- 

‘куда находимъ С = — к? зш 9 Га. Такимъ 
образомъ получимъ | 





(10) В м 8 (4х — Ба) = К зв ХЬ (=) 


Такъ какъ абсцисса а остается постоянною, то, при неопредфленномъ 
увеличеши 2, площадь 3 булетъ также неопредъленно увеличиваться. Это. 
же самое иметь мЬсто и въ томъ случаЪ, когда а приближается къ нулю, 
а д остается постояннымъ. 

Въ частномъ случа, когда гипербола будетъ равносторонняя, мы по- 
лучимъ зш 0 = 1; если кромф того положимъ А? = и если площадь, 
будемъ считать отъ ординаты, которая соотвфтствуетъ абецисс$ 1, т. е, 
отъ вершины кривой, то предъидущая Формула приведется къ 


8 = Г, (@). 


Вотъ почему Неперовы логариемы называются также гиперболическими 
логариемами. Если положимъ К —=1 и а=1, то Формула (10) обра- 
тится ВЪ 


— зш 0 Т (2). 


? 


Уголъ 0 можно взять такъ, чтобы ® былъ равенъ логариему отъ х, 
взятому по какой-нибудъ системё, основаше которой больше с. 


11° 
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ПРИМЪФЪРЫ. 


1-й. Даны дзЪ точки А и В; черезъ эти дв$ точки проводимъ такя дв двагаю- 
_ шяся прямыя АМ и ВМ, чтобы уголь МАВ былъ вдвое болфе угла МВА; найти геоме- 
трическое м$сто точекъ пересвчени М. 

2-Й. ОпредЪфлить геометрическое мЪсто центровъ окружностей, которыя отс»%- 
каютъ ливи данной длины на сторонахъ даннаго угла. 

3-Й. Даны двъ неподвижныя прямыя;, движущаяся прямая пересфкаетъ первыя двъ 
такъ,. что составлаетъ треугольникъ постоянной величины; найти геометрическое мЪ- 
сто центровъ тяжестей этихъ треугольниковъ. 

4-5. СЪкупия, проведенныя изъ какой-нибудь точки гиперболы къ двумъ непо- 
движнымъ точкамъ, взятымъ на кривой, оо на той или другой асимптот$ лини 
ПОСТОЯННОЙ. ДЛИНЫ. 

5-й. Всякая хорда гиперболы дфлитъ пополамъ отрфзокъ той или другой асим- 
птоты, заключающийся между касательными къ двумъ ея концамъ. 

6-й. Если на хордЪ гиперболы, принимаемой за д!агональ, построимъ параллело- 
грамъ, стороны котораго были бы соотвфтственно параллельны асимптотамъ, то дру- 
гая длагональ пройдетъ черезъ центръ. . 

1-й. Дана неподвижная точка и неподвижная прямая; уголъ постоянной величины 
вращается около его вершины, пом$щенной въ неподвижной 1очкЪ; найти геометри- 
ческое м%Ъсто центра круга, описаннаго около нет составленнаго изъ сто- 
ронъ угла и ‘неподвижной прямой. 

8-й. Треугольникъ АВС вписанъ въ гипёрболу; дв его стороны имфютъ: постоан- 
ныя направлен!я; найти геометрическое мЪфсто средины третьей стороны. | 

9-й, На одной изъ дагоналей прямоугольника, привимаемой за хорду, описанъ 
кругъ; найти. геометрическое ыы концевъ даметровъ, параллельныхъ второй д!а- 
гонали. | 

10-й. Ланы уголъ и неподвижная точка; черезъ эту точку проводимъ какую-ни- 
буль сфкущую и черезъ точки, въ которыхъ эта сё$кущая пересфкаетъ 06$ стороны 
угла, проводимъ прямыя, соотв$тственио параллельныя этимъ сторонамъ; найти геоме- 
трическое мЪсто точки пересЪчен1я этихъ параллельныхъ ЛИН!Й. 

11-й. Найти такую точку, что, проведя черезъ эту точку лин!и паразлельныя асимп- 
тотамъ гиперболы, площадь треугольника, образуемаго этими параллельными и ги- 
перболою, была бы равна данной постоянной величин». | 

12-й. Найти такую точку, чтобы одна изъ лин, д лящихъ пополамъ углы, `обра- 
зуемые прямыми, которыя соединяютъ эту точку съ двумя инея точками 
А и В, имбла данное направлене. 

13-1. ‚Всякая равносторонняя гипербола, описанная около треугольника, прохо- 
ДИТЪ черезъ точку пересфчен!я высоты. 

14-й. Ланъ эллиисъ; проводимъ два как!е- нибудь сопряженные д!аметра; найти 
геометрическое мЪсто точки нересЪчев!я одного изъ нихъ съ прямой, про денно черезъ 
неподвижную точку, перпендикулярно къ другому даметру. 


_ПАРАБОЛА. 165 


ГЛАВА УТ. 
Парабола. 


202. Второй видъ, къ которому приводится общее уравнене второй 
степени, есть №? -- Рх == 0, ‘или 


(1. у? — 2х. 


Если р будетъ отрицательно, то этотъ случай черезъ перемёну на- 
правленшя положительной оси 1 приведетъ къ случаю р положительнаго; 
поэтому мы будемъ предполагать, что р положительно. Очевидно, что кри- 
вая, выражаемая уравненемъ (1), симметрична относительно оси х и про- 
ходитъ черезъ начало координатъ. Рьшивъ уравнеше (1) относительно у, 
получимъ 


“Чтобы ордината бьыма величина д%йствитель- Фиг. 115. 


ная, необходимо, чтобы абсцисса была положи- 
тельная; если х будетъ возрастать отъ’0О до 
-- ‹, то ‘абсолютная величина у будетъ также и 
возрастать оть 0 до ©; такимъ образомъ мы Х 
получимъ дв неопредъленныя дуги АР и АО!, 
которыя образуютъ параболу (фи 115). 

Прямая АХ есть ось параболы, точка А. есть 
вершина; ‘величина р, которая опредзляетъ кри- 
вую, называется параметромъ параболы: т | 

203. Построене кривой по точкам. Ордината МР точки М есть 
средняя пропорщюнальная между постоявною величиною 2р и абсцис- 
сою АР. Отложимъ на АХ. по направленю отрицательной оси х лимю АС), ' 
равную 20; потомъ опишемъ различныя окружности, центры которыхъ 
находились `бы на ОХ, и которыя проходили бы черезъ точку @. Эти` 
окружности пересвкаютъ снова ось АХ въ точкахъ Р, Р’...., а прямую 
АУ въ точкакъ №, №.... Черезъ точки Р, Е’.... проведемъ перпендику- 
ляры къ оси АХ; черезъ точки №, №'... перпендикуляры къ АУ; точки 
‘пересъчешя М, М’.... будутъ точки параболы. 
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204. Изъ уравнений 
МР? — 2р. АР, М’Р”" — 9р. АР’, 


_ ваходимъ 


МР" _ АР 
М/Р! —^ А’Р!? 





т. е. квадраты ординатз, перпендикулярных кз оси параболы, про- 


поршональны отръзкамз оси, заключающимся между вершиною и оф- 
 динатами. 


{ 
РА =! ‚Ал 24 © 


205. Проведемъ черезъ точку М ивнезно линю, параллельную оси, и. 


представимъ себз, что движущаяся точка перемфщается по этой парал- 
лельной лини. Если ВЪ. рук 


3? — Эр, 


ри 9 замфнимъ координатами движущейся точки, то эта Функшя обра- 
тится въ нуль, когда движущаяся точка будетъь въ М; если движущаяся 
точка будетъ находиться вн кривой, то Функщшя будетъ имЪть положи- 
тельную величину, а если она будетъ внутри кривой, то Функщя будетъ 
отрицательная.  - | | 
206. Мы видфли, что безконечныя в$тви ‘гиперболы имвють асимп- 
тоты; парабола не имЪетъ ихъ. Это видно во-первыхъ изъ того, что 9 
увеличивается неопред$ленно вм5етБ съ <, и поэтому асимитоты па- 
ралдельной оси параболы не будетъ. Во-вторыхъ пусть у, = ах -- 6 6у- 
детъ уравнене какой-нибудь прямой наклоненной къ оси; разность орди- 


натъ точекъ прямой и кривой, которыя соотв$тетвуютъ одной и той же 
абсциссЪ, равна 


ах 6 — Узрх, 


которую можно представить въ видф 


6 /?р 

а--- — вв 

@-+8 — М 

При неопредфленномъ возрастании 1, первый производитель увеличивается 
неопредзленно, а второй приближается къ величин$ а, отличающейся отЪ 


нуля; потому произведене неопредЪленно увеличивается. 'Гакимъ обра- 
зомъ, не будетъ даже асимптоты, наклоненной къ оси. 5 14 
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= 
и 


} Сасательная, 


. ‹ 


207- Уравнене касательной, проведенной въ точкф М, координаты 
которой суть фи 9, есть | 


(2) — _ ЧУ =Ь (Х +2. 


Пусть Т будетъ ‘точка, въ которой касательная 
пересъкаеть ось параболы (4. 116); ‘если въ 
уравневши (2) сдълаемъ Х = 0, получимъ Х =— 2; 
то есть АТ — АР. Это даетъ намъ легый способъ. 
строить касательную къ парабол$ въ данной точк$ М; 
опускаемъ перпендикуляръ МР ва ось, беремъ 
АТ — АРи соелиняемъ точки Ми Т. а 

208. Провести касательную через вньшнюю точку М,. Пусть хи 
у, будутъ координаты точки М,; точки прикосновения опредфлятся изъ 
уравнен!я хорды прикосновеня Г 


(3) ЗВ уу = р@- 1) 


и уравнемя кривой (1); откуда получимъ 


Фиг. 116. 





2 


у — 9, — Гура о 5; 
р 
ти величины будуть дьйствительныя, когда точка М будетъ’ находиться 
ВНЗ кривой. 
Чтобы построить прямую ММ’, ‚отыскиваемъ точки, въ которыхЪ она. 
пересзкаетъь оси координатъ; если въ уравнеши - (3) ий / —=0, то 
получимъ д —= — 2; т е. А[ равно АР,; если сдфлаемь д==0, то 


т .з 
получимъ у — в такимъ образомъ, точку К найдемъ, - какъ четвертую 
| | -— 


} 
пропорцюнальную. | 
209. Провести касательную параллельно данной прямой. Если че: 
резъ 7 означимъ угловой коеффищентъ данной прямой, то изъ уравнения 
у =т и уравнения кризой опред$лимъ координаты точки прикосновеня 


у=е, %=— = . отсюда находимъ. уравнение касательной 
97% | 


(4) | =. 4 о. 
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210. Нормаль. Уравнене` нормали ММ, проведенной КЪ парабол%, 
въ точкв М, координаты которой суть д и 4, есть 


(5) | У — у—— СХ — 2). 


`Положивъ У—0. получимъ абсциссу точки №, въ которой оно пересз- 
каетъ ось 


РМ =Х—2=р. 


Такимъ образомъ в5 параболь субнормаль РМ есть величина постоян- 
ная и равна параметру р. 


ЖЩШаметрыт. 


211. Приложивъ общее уравнеше д1аметровъ кривыхъ втораго порядка 


къ параболь, выражаемой уравнешемъ 1’ — 2рх —=0, получимъ урав-. 


нене.  — г <. | 
(6) _ ту —р=—0, или у=Р. 


Подобно тому, какъ доказали въ { 32, мы докажемъ, 4170 вст ваметры 
параболы параллельны оси. 


Фиг. 111. 


взять такъ, чтобы Г. имо какую угодно величину, 


то отсюда выводимъ обратное заключенте, что всякая 
лия, параллельная оси, есть дфаметрз. 

Пусть А’ будетъ точка пересъченя дометра съ 
кривой (4. 116): такъ какъ ордината точки А’ 


равна =, и угловой коефФфищентъ касательной въ этой 





_Точк$ равенъ > т. е. т, то заключаемъ, что каса- 


тельная, проведенная кз концу Чаметра, параллельна лордамз, кото- 
рыя этотз дфаметир5 дълитз пополамд. 

212. Парабола, отнесенная кз одному изо своить Яаметровь и #2 
касательной, проведенной кз одному изз ею концовъ. Мы видвли (6 139). 
что, принимая за оси координатъ даметрь А’Х’ и касательную А’У’, 
проведенную къ его концу, уравнен:е параболы будетъ 


(ТТ) 7 2 — 2х. 


_Такъ какъ угловой коефФиЩентъ т хордъ, можно 


ё = 
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Если черезъ & и 6 назовемъ координаты точки А’ относительно первона- 
чальныхъ осей, и если проведемъь АР’ параллельно А”Т, то, какъ извф- 
_стно, получимъ ПР Те АР; слЪдовательно, координаты вершины А. 


относительно новыхЪ осей равны @ и— У 4а? 5?; такъ какъ эти коор- 
динаты должны удовлетворять уравненю (1), то находимъ 
| | | р рая 


407 -- 60° 407 + Эра 


ар’ — о ты — 2р -[ 4а. 


Точно также получимъ 


АТ А’? 
о и т 
Р — эАтТ Ть —т№. 

Если черезъ @ означимъ уголь У’А’Х’ новыхь осей, то изъ треуголь- 
никовъ МА’Т МА’Р получимъ 

| ЗА. _ РК, 
ТМ — А’М ——_., 
эт 0’ 3106 
откуда | 
Не 
РТМ = = 


_ 81170 81020 ` 








\ 


213. Такъ какъ уравнене Же. отнесенной. къ ‘дтаметру А’Х и КЪ 
касательной АУ (фил. 118), есть /?—2’ж,то очевидно, 
что уравнеше уу — р’ (Х--х) выразитъ или касатель- 
ную въ точкЪ М, если х и убудутъ означать коорди- 
наты этой точки; или хорду прикосновений касатель- 
ныхъ, проведенныхъ изъ внфшней точки, если хи у 
будутъ означать координаты этой внфшней точки. 

Касательныя, проведенныя въ двухъ концахъ Ми 
М’ хорды, пересзкаютъ даметръ въ одной и той 
же точкф Т такъ, что А”Г = А/Т. Отсюда сл$дуетъ, 
что прямая прикосновенй `М’М, относящаяся ‚къ 
внфшней точк® Г, длится пополамъ дламетромъ 'ТХ, | 
который проходитъ въ этой точкф, и сверхъ`того А’ = А!Т. 

Изъ этого мы выводимъ способъ строить параболу по точкамъ, когда 
извзстны дв касательныя ТМ, ТМ’ и точки прикосновешя Ми М'. 
Проводим хорду ММ”; средину 1 соединяемъ съ точкою Т; средина А’ 
прямой Т]’ будетъь точка кривой, а касательная въ этой точкЪ будетъ паз 
‘раллельна ММ’. Съ ломоцию касательной А’Т’, которая касается кривой 
ВЪ ТочКЬ А’, и каждой изъ данныхъ касательныхъ опредфлимъ двз но- 


Фиг. 118. 
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выя касательныя съ ихъ точками прикосновеня, и такимъ образомъ . да- 
ле. Этотъ способъ часто употребляется тогда, когда дв$ прямыя надобно 
соединить дугою параболы, если нельзя употребить дугу круга, т. е. 
когда разстоямя ТМ и ТМ! не равны. 


 Илоадь параболическаго сегмента. 


214. Опредълимъ площадь $ треугольника АПМ (физ. 118). Если 
эту площадь будемъ разематривать, какъ хункщю абсциссы точки М, 
то производная ®’ опредзлится изъ формулы 


| 5. 1 
р® —. — . 
5’ — / Ш 0 — и ар’. Ш 0 — У2р. $119 х. 
Отсюда | | 
$ 


в — ЗИ2р/. 91 9. ХС. 


Постоянное С равно нулю, потому что, при < ==0, площадь равна нулю. 
Такимъ образомъ получимъ 


Зы? 2’ хто => ху т 0. 


Площадь © равна двум третямъ параллелограмма АПМЫ, и, слдо- 
вательно, площадь треугольника А’ММ есть треть того же ` параллело- 
грамма. 


ПРИМЪЗРЫ. 


1-й. Найтв геометрическое м$фсто вершины угла, описаннаго около параболы в 
притомъ такого, чтобы площадь треугольника, ори сторонами угла и дугою 
_ параболы, была постоянная. 

2-й. Найти геометрическое м$сто точекъ, изъ которыхъ можно провести къ пара- 
бол дв взаимно перпендикулярныя нормали. 

3-й. СБкущая обращается около неподвижной точки, взятой на осп параболы; че- 
резъ точки, въ которыхъ она перес$каетъ параболу, проводимъ нормали; найти. 
геометрическое м$сто точки перес$чен!я этнхъ пормалей. 

4-й.- Парабола перем5щается параллельно самой себф такимъ образомъ, что ея 
вершина описываетъ параболу въ ея начальномъ положен!и; изъ вершины неподвиж- 


ной параболы проводимъ касательныя къ движущейся параб05; найти геометрическое 
мЪсто точекъ прикосновевя, 
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5-й. Найти геометрическое мЪсто такой точки, чтобы сумма квадратовъ нормалей, 
проведенныхъ изъ этой точки къ данной парабол%, была величина постоянная. 

6-й. Дана кривая втораго порядка, вписанная въ уголъ; проводимъ къ этой кри- 
вой какую-нибудь касательную; найти геометрическое м$сто точекъ первефуон вы.» 
сотъ треугольника, образуемаго двикущеюся касательною и сторонами твез2о: ЕНИа 
найти также. теометрическое м5сто центра круга, описаннаго около того" же тре- 
угольника. 

1-й. Ланъ ЭлЯИпСЪ; черезъ неподвижную точку проводимъ дв как!я- нибудь взаимно- 
перпендикулярныя прямыя, и въ точк$, гдф эти прямыя пересЪкаютъ эллипеъ, прово- 
димъ касательныя къ этому эллипсу; найти геометрическое мЪфсто точекъ и < 
этихъ касательныхъ. 

8-й. Та же захача, когда взаимно -перпендикулярныя лини замфнимъ прямыми па- 
раллельными двумъ сопряженнымъ д!аметрамъ другаго даннаго эллапса. 

9-й. Уголъ постоянной величины обращается около своей вершины, помфщенной на 
данной кривой втораго порядка; въ точкахъ, въ которыхъ стороны угла пересфкаютъ 
кривую, проводимъ касательныя къ этой кривой. Найти геометрическое м$сто точекъ 
перес$ чения этихъ касательныхъ. 

10-й. Найти геометрическое м$сто центра равнобедренвнаго треугольника, состав- 
леннаго изъ трехъ касательныхъ, или трехъ' пормалей, проведенныхъ къ параболф. 

11-й. Доказать, что площадь треугольника, вершины котораго суть точки прико- 
сновен!я трехъ касательныхъ КЪ парабол$, равна двойной площади треугольника, обра- 






зуемаго этими касательными, и выражается черезъ = — 59 —у”) 8. — у") (у"— У"), 


означевъ черезъ у', у”, у"! перпендикулары. ты ‘изъ вершинъ треугольника 
на ось. | г ” в. 

12-й. Проводимъ какую-нибудь касательную къ гипербол®; точки, въ которой опа 
перес$каетъ соотв$тствуюпия асимптоты, соединяемъ съ двумя неподвижными точками; 
‚вайти геометрическое м$сто точки перес$чения двухъ прямыхъ. 

‚ 13-й. Провести къ парабол$ такую нормаль, чтобы площадь, заключающаяся между 
этою нормалью и кривой, имфла бы наименьшую величину. 


ГЛАВА УП. 
Фокусы и директрисы. 


215. Предложимъ слБдующ вопросъ. Даны точка Е и прямая ОЕ 
(физ. 119); найти точку, разстояня которой отъ дан- ° Фиг. 119. 
ной точки и прямой находились бы между собою въ’ зв 
постоянномъ отношени. Возьмемъ на плоскости ка- 
кя-нибудь прямоугольныя оси; назовемъ черезъ хи р 
координаты точки Е, и пусть 7х - пу #1 =0 6у- | м : 
детъ уравнене прямой ОЕ; разстоявя какой-нибудь я = 
точки М отъ точки К и прамой ОЕ опредзлатся изъ 
ФОрмулъ о | 1 


9 
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нь № 


| Ба . МЕ о 
если -черезъ Ё означимъ постоянное отношение у» ТО Геометрическое мъ- 


сто точки выразится уравнешемъ 


УБЕ: = = ЕЮ 
У ше п 
ИЛИ 
о 
Ну в м 

Это геометрическое мъсто есть кривая втораго порядка. Такъ какъ вели- 
чина В* — 4АС, по которой различается родъ кривой, равна 4 (Ё? — 1), то 
кривая будетъ эллипсъ, парабола или гипербола, смотря по тому, бу- 
детъ ли отношене К меньше, равно или больше единицы. 

216. Обратно, дава кривая втораго порядка; ‘отыщемъ въ плоскости 
кривой такую неподвижную точку Е и такую неподвижную прямую ПЕ, 
чтобы отношене разстоянйй каждой точки кривой отъ точки ГЕ и отъ пря- 
мой РЕ было постоянное. Если найдемъ точку и прямую, имфющя эти 
свойства, то точка будетъ называться Ффокусомз кривой, а прямая 0%- 
ректрисой. 

Вопросъ можно изложить _ другимъ образомъ; возьмемъ каюя-нибудь 
‚оси координатъ, составляющя между собой уголь 0; положимъ, что мы 
нашли такую точку Г, координаты которой суть х и В, и также прямую 


. МЕ 
РЕ, уравнене которой есть 75 -- пу - 4 = 0, что отношеше \> равно 


постоянной величин й; такъ какъ разстояне МР точки М кривой, ко- 
ординаты которой суть фи У, отъ лиректрисы РЕ, выражается черезъ 
== (тх -- пу -- 1) зш@ 

Е ТО ПОЛУЗИМЬ 

Ут? - п? — Эт соз 0 > | 


_ бир + пу №) ао 
я то соя | 


Такимъ образом разстояе какой-нибудь точки М кривой отъ фокуса Е 
выражается хункщею цфлою и первой степени относительно координат 
ди у точки М. 

Обратно, если извЪстная точка Е имфетъ то свойство, что ея раз- 
стояне отъ какой-нибудь точки М кривой выражается хункщею цБлою и 
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! 


‘первой степени относительно. координатъ хи у точки М, то эта точка Е. 
будетъ Фокусъ, т. е. существуетъ такая прямая ОЕ, что отношенше раз- 
стояшй каждой точки кривой отъ точки Е и отъ прямой ОЕ будетъ по.. 
стоянное. Дъйствительно, положимъ, что имЪемъ 


ЕМ = = (ме лу- 1), 


означая черезъ 7 -- пу -|-й Функцю цфлую и первой степени *относи- 
тельно координатъь 1 и У точки М. Разсмотримъ прямую ОЕ, уравнеше 
которой есть 


` Разстояне точки. М отъ этой прямой опредфляется формулою 


== (тр + пу №) вт 6 
И т + 72 — тт с08 60 


МР. —= 


сл5довательно получимъ 


МЕ _ ИУ т’ + п — 2тм сов 6 
МР ШВ 


_Такимъ образомъ отношеше разстоянй каждой точки кривой отъ опре- 
двленной точки Ки опредЪленной прямой ОЕ есть величина постоянная, 
слвдовательно, точка Е есть Фокусъ кривой, а прямая ОЕ есть соотвЪт- 
ствующая директриса. Означивъ черезъ Ё постоянное отношенее, полу- 


чимъ Кзш 0 — И 2? 72° — Этл с08 0. 

Вотъ почему часто Фокусъ кривой втораго порядка опредБляютъ какъ 
такую опредфленную точку ЕЁ, разстоянме которой отъ какой-нибудь 
точки М кривой выражается хунктею цфлою и первой степени относи- 
тельно координатъ точки М. Приравнявъ эту Функшю нулю, получимъ 
уравнене директрисы. 

Очевидно а ри1от1, что это алгебраическое свойство Фокуса не зави- 
ситъ отъ положения осей координатъ въ плоскости; потому что Функщя. 
ЦФлая и первой степени будетъ имзть это же свойство и тогда, когда 
перем нимъ оси координатъ. 

_Если за ось у возьмемъ линню параллельную директрисЪ, а за ось т 
какую-нибудь линтю, и такъ какъ уравнеше директрисы должно. ИМЗВТЬ ВИДЪ 
тх -- й =0, то коефФхищентъ 7 будетъ нуль и разстояне Фокуса отъ 
_ какой- нибудь точки М кривой выразится хункщею цвлою и первой сте- 
пени = (т2-- 1) относительно абециесы точки М, 
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Отсюда ‘мы видимъ, Что нахождене Фокуса и директрисы въ кривыхъ 
втораго порядка приводится къ опредфленю ‘такой точки К, разстояше 
которой отъ какой-нибудь точки М кривой ‚выразилось бы Функщею ЦЗ- 
лою и первой степени относительно орать точки М, Положимъ, что 
оси прямоугольныя и пусть 


0 . АР Вау Оу + Ре Е Е=0 


будетъ уравневше данной кривой втораго порядка. Назовемъ черезъ хи В 
координаты искомаго Фокуса; координаты каждой точки кривой должны 
удовлетворять уравнен!ю 


Ув ГВ} == (ие +) 


ИЛИ 
(2) в— +В’ — (гы к — к 


Такъ какъ оба уравнен:я (1) и (2) выражаютъ одну и ту же кривую, то. 
он тожественны, т. е. коеффишенты соотвзтетвующихъ членовъ должны 
быть пропорцюнальны; такимъ образомъ для опредъленя пати неизвЪет- 
ныхъ ох, В, т, п, Й получимъ пять уравнений 





——=——ы——_ 


3 1—7 _ —2ти _1—т _ —2 (ей) __ пав) а? | в? — 1? 
ве — ро Е > Е 





Для простоты вычисления, мы будемъ разсматривать отдфльно три кри- 
выя втораго порядка, отнесенныя КЪ не осямъ, которыя 
упростятъ ихъ уравнения. 


Фокусь и директрисыь эллиишса, 


ы 


217. Пусть 
| - т? 32 ВИК 
(4) а а? ЗЕ р + — 0 


будетъ уравнене даннаго эллипса, отнесеннаго къ его осямъ. Такъ какъ 
это уравнене не содержитъ члена ху, то надобно, чтобы коехфицентъ 
—2тт при этомъ чден® въ уравнени (2) былъ нуль; и для этого необхо- 
димо, чтобы % = 0 ‘или т = 0. Положимъ прежде, что и = 0; такъ 
какъ коеффищенты членовъ первой степени должны быть также равны 
нулю, то получимъь а | тй —= 0, В = 0, и уравнешя (3) приве- 
дутся къ. 


а? (1 — т?) —= 6 = —&. 
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а? — 6? | : 
_Отеюда находимъ 7 — —._; Такъ какъ всегда можно положить 7 по- 
 ложительнымъ, не перем$няя знаковъ коеффищентовъ при 2, 7, } въ 


И — в 








уравнении (2), то возьмемъ и = ‚ Если въ уравнении, 0?(1 — т?) 


— 1’ — «* замфнимъ 1 его величиною, найденною изъ уравнения « -|- 24 =0,. 


то получимъ 2—а?— 6*, откуда === а? — $", В — =-а. 
Такимъ образомъ получимъ два $0- 
куа КиЕ’ (фш. 120), ваходящеся _ Фит. 120. 


на большой оси на равномъ разстоянши 
въ 0бЪ стороны отъ центра. Чтобы опре- 
дЪлить ихъ, изъ вершины В малой оси, 
какъ центра, радтусомъ равнымъ @ опи- 
сываемъ кругъ; точки К и ГЕ”, въ кото- 
рыхъ этотъ кругъ пересЪкаетъ болыную 
ось, будутъ Фокусы. Если для краткости. 





положимъ 0? — 0? — с*, то получимъ я —= ЕЕ с, т = и й — = а; верх- 


не знаки относятся къ зокусу Е, нижше къ хокусу Е/. Уравнене 
директрисы, какъ извЪстно, получимъ, нА нулю  многочленъ 


тж - пу + 1, это у ие къ - я а = 0 ии 


а? 
НЕЕ =. Такимъ образомь получаемь ДВЪ директрисы; зову Е соот- 


. С“. 
втствуетъ директриса ОЕ, уравнене которой есть 2 — -; оокусу Е’— 


1 


ыы О’Е, уравневте которой есть х — — > ‚ Эти директрисы пер- 
пендикулярны КЪ большой оси и находятся на у разстояви отъ 
центра. Опредзлене точки 0) приводится къ нахожденшю третьей пропор- 
цональной линш; мы ее построимъ сл5 дующимъ образомъ. На большой 
оси, какъ на даметрф опишемъ кругъ; изъ фокуса Е возставимъ. пер- 
пендикуляръ къ этой оси, и въ точк$ М, въ которой перпендикуляръ пе- 
ресзкаетъь кругъ, проведемь касательную къ кругу; точка, въ которой 
эта касательная пересзкаетъ болыпую ось, будетъ точка О. 

Мы видЪли также, что постоянное отношеше разстояв!й каждой точки. 
кривой отъ Фокуса и отъ соотвётствующей директрисы, равной У ттт, 
С 


относительно прямоугольныхъ координатъ; слфдовательно, а —=т = =. 


Отношене х называется эксиентрицитетомз эллипса, 
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218. Положимъ теперь,, что тж = 0; такъ какъ коеффищенты чле- 
новъ первой степени ДОЛЖНЫ быть нули, то получим х — (), 6 -- пр, — 0 
< 

и уравнене (3) приводится КЪ 


| "= (И) = № — Р, ^ 
Отсюда 


ОР соя лань 
ко ыы В—==УЬ — а"; РА 


Чтобы получить эти новыя рЪшеня, надобно во-первыхъ перем$ нить аи 
6, тип, «и В. Такъ какъ мы предполагали’ & болфе 6, то эти лва 
р5шеня будутъ мнимыя. Такимъ образомъ постояннымъ можно дать че- 
тыре системы величинъ, которыя _дълаютъ  тожественными уравнея 


(2) И (4); но только дв системы даютъ дфйствительные ФОКУСЫ И ДИ- 
ректрисы. | | 


Теорема Е. 


219. . Сумма разстоящй каждой точки эллитса от двужз фоку- 
065 есть величина постоянная. 
Разстоян!е' фокуса отъ какой-нибудь точки М кривой выражается ФОор- 


мулой '-Е (тх — пу -- №), т.е. = ее ЕР +). Знакъ —, находя- 


пийся въ скобкахъ, относится къ хокусу' Е; знакъ -- къ фокусу Е”; знактъ, 
находянийся передъ скобками, выбираютъ такъ, чтобы было положительное 
количество. 


о | 
Такъ какъ для эллипса отношене - мене. единицы, а абсцисса 2 ‘ме- 


| | ` ст | . 
не абсолютной величины а, то членъ мене абсолютной величины 4, 


слБ5довательно, выражене ВЪ скобкахъ имфетъ знакъ втораго чиена. Для 
фокуса Е беремъ передъ скобками знакъ — и для Фокуса ый знакъ —; Та- 
киМъЪ образомъ получимъ 


! \ 


-ЕМ=а—-, МЕ’ =а-- >, 
откуда 


МЕ -- МЕ’ = 24. 


220. Примъчание - 1. Сумма разстоян точки, находящейся вн/- 
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ри эллитса, отз двухз фокисовз менъе большой оси; сумма фазсто- 
ящй внтиней точки больше большой оси. 

Разсмотримъ прежде точку М (фил. 121), находящуюся внутри эл- 
липса. Соединимъ эту точку съ двумя фокусами и. Фиг. 191. 


продолжимъ прямую Е’М до пересвченя ея съ эллип- 
сомъ ВЪ точк$ М. Такъ какъ точка М принадлежитъ эл- 
дипсу, то сумма двухъ радтусовъ векторовъ МЕ--МЕ! 
равна болышей‘оси АА!; прибавивъ къ обЪимъ частямъ 
одну и ту же ‘величину Е”М, увидимъ, что. лин!я 
Е’М -- МЕ мензе ЕГ’М - МЕ, т.е. менфе АА.. 

Разсмотримъ теперь точку Р, находящуюся вн эллипса. Прямая РЕ’ 
пересзкаетъ эллипсъ въ точк5 М. Доманая линя МР -- РГР болье пря- 
мой МЕ; прибавивъ къ объимъ частямъ величину Е’М, ‘увидимъ, что 
лишя ЕР РЕ боле Е’М -- МЕ, т. е. боле АА’. 

Очевидно также, что обратныя предложешя справедливы. Если 
сумма разстояюй точки плоскости отъ двухъ фокусовъ мензе большей оси, 
то эта точка находится внутри эллипса. Если сумма болфе большой оси, 





точка лежитъ вн эллипеа. 
Отеюда слвдуетъ, что эллипеъ можно разсматривать, Какъ геометриче- 
ское м5сто точекъ, сумма разстоявй’ которыхъ отъ двухъ Фокусовъ 
равна 24. Такимъ образомъ въ элементарной геомётри опрёдфляется эл-. 
липсъ; и на этомъ свойствв основывается ` построеше эллипса по точ- 
камъ, или непрерывнымъ движеншемъ, о которомъ было говорено въ на- 
чал$ (\ 12 и 13). | 
221. Примъчане Ш. Эллитез есть зеометрическое мюсто то- 
чекз, равно отстоящихь отз фокуса К и 
кула, описаннало изз друиио фокуса Е", 
как5 центра, радиусом: равнымь бол- 
ой 064. 
‚ Если Фокусы соединимъ съ какою-ни- 
будь точкою М эллипса, и если рад!уеъ 
векторъ Е’М продолжимъ на величину МН, 
равную МЕ, то получимъ постоянную ве- 
личину Е’Н, равную болышпей оси; елЪ- 
довательно, геометрическое мЪсто точки Н 
будеть кругЪ, описанный изъ ‹окуса Ё', _ 
какъ центра, радтусомъ, равнымъ большой. 


‚ оси. Такъ какъ часть МН радуса есть 
° Бы и Букв. ГЕОМЕТРИИ. | 12 


‚Фиг. 122. 
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самое кратчайшее разстояне точки М отъ окружности, то точка М эллипса 


равно отстоитъ отъ Фокуса` К и окружности. Этотъ кругъ называется 
управляющим: к0у1омз. 


Теорема №. 


222. Касательная, проведенная кз эллипсу, образует равные лы 
с5 рабусами векторами, идущими отз точки прикосновенщя кз 06у.М5 
фокусам. 

Возьмемъ на эллипсь дв сосфдная точки М и М’ (физ. 123); _иЗЪ ФО- 
куса Е, какъ центра, радусомъ равнымъ ЕМ! 
опишемъ дугу круга, которая пересъчетъ ра- 
к дтусъ векторъ КМ въ точк$ С; тогда линня МС 
будетъ выражать разность двухъ рад!усовъ век- 
торовъ ЕМ и ЕМ”, или величину, на которую 
уменьшится радусъ, векторъ КМ, когда пе- 
реходимъ отъ точки М къ сосфдней точкз М’. 
Точно также, если изъ Фокуса Е’, какъ центра, 
радтусомъ, равнымъ К/М', опишемъ дугу круга, 
которая пересЪчетъ продолжене радгуса вектора въ точкё О, то лия МО 
выразитъ разность двухъ рад!усовъ векторовъ КМ и Е'М’ или прира- 
щене, которое получитъ радусъ векторъ. Е’М, при переход отъ 
точки М къ точкф М’. Такимъ образомъ, при переходВ отъ точки М къ 
точкв М’. рамусъ векторъ ЕМ уменьшается на МС, между тфмъ какъ 
другой рашусъ векторъ ЕМ получаетъь приращене МО. Такъ какъ сумма 
двухъ радусовъ векторовъ КЕМ -- Е’М остается постоянною, то прира- 
щен!е одного равно уменьшению другаго, а слБдовательно обф лини МС 
и- М. равны. и | 

Проведемъ черезъ объ точки М и М’ съкущшую МУ; въ двухъ кру- 
гахъ, разсматриваемыхъ выше, проведемъ хорды МС и МФУ. На свку- 
щей МЗ отложимъ произвольную, но постоянную линю МО, и черезъ 
точку С проведемь линю СН параллельно М’С, @К. параллельно М’О. 
Изъ параллельности этихъ лин! находимъ 


Фиг. 128. 





— 


М ВМ 
мн Мс МК’ 


такъ какъ’ дв лиши МС и МО равны, то отсюда слФдуетъ, что ливни 


МН и МК также равны, 
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Положимъ теперь, что точка М’ неопредфленно приближается къ точк® 
М; тогда сЪкущая М8 будетъ приближаться къ предБльному положению 
МТ (фи. и которое будетъ касательная къ эллипсу. Въ то же время 
точки Си Ш приближаются къ точкф М; тогда продолженныя хорды 
М’С и М’Р приближаются къ касательнымъ кругамъ, описаннымъ изъ 
точекъь Ки Е!, какъ центровъ, радгусами ЕМ и Е’М, и слёдовательно 
сдЪлаются перпендикулярными къ радгусамь ЕМ иЕ’М; ливни СН и СК, 
которыя имъ параллельны, сдфлаются также перпендикулярными къ этимъ 
же радусамъ, и, слЪдовательно, углы Ни К сдБлаются прямыми. 

_ Предълы двухъ треугольниковъ МОЯ, МСК (фи. 128) суть два прямо-_ 
уольные треугольника МОН, МОК (фа. 124); эти 
два треугольника равны, потому что имзютъ общую Фиг. 124. 
гипотенузу МС-, а дв стороны МН и МК у нихъ ой 
равны, какъ предфлы равныхъ лишй; изъ равенства. 
‚ этихъ треугольниковъ заключаемъ, что углы (МН, 
СМК равны. Отсюда слёдуетъ, что касательная МТ, 
проведенная . къ эллипсу, ДЪлитъЪ пополамъ Ууголъ 
ЕМК, образуемый однимъ изъ радгусовъ векто- 
ровъ МЕ съ продолженемъ Е’М. другаго радтуса. | 

Такъ какъ углы Е'МТ' и СМК равны, какъ. вертикальные, ‚то оче- 
видно, что касательная ТТ” составляеть съ двумя радгусами векторами, 
идущими къ точкф прикосновешя, равные углы ЕМТ, Е’МТ”. 

223. Примъчаше Т.’ Проведя изъ точки М 
(физ. 125) перпендикуляръ ММ къ касательной ТТ’, 
мы получимъ нормаль къ эллипсу. Углы КММ, Е’ММ т 
равны, какъ дополнительные равныхъ угловъ ЕМТ, 
Е’МТ/. такимъ образомъ нормаль, : проведенная кз 
оллитсу вг точкь М, дълииз пополамз уюлз ЕМЕ 
между радусами векторами, идущими отзё этой 
точки кз двумь фокусаме. | 

224. Примъчане Ш. Положимъ, что источникъ свъта помфщенъ въ 
Фокус5 К (физ. 126); лучи свфта, выходя изъ точки * 
Е, отражаются на эллипсф, составляя уголъ отра- 
женя, равный углу паденя. Пусть ЕМ будетъ одинъ 
ИЗЪ ЭТИХЪ лучей; проведемъ въ этой точк$ касатель- 
ную ТТ’ къ эллинсу. Такъ какъ отраженный лучъ 
долженъ съ МТ’ составлять уголъ, равный КМТ, то 
онъ будетъ имЪть направлеше по МЕ’. Такимъ обра- 





Фиг. 195. 





Фиг. 196. 





180 КНИГА Ш, ГЛАВА УП. 


зомъ вс отраженные лучи соберутся въ другомъ хокусв`Е”, гдЪ они 
дадутъ очень блестящее изображене источника свЪта, помфщеннаго въ 
первомъ хокусф Е. Отсюда и происходитъ назване фокус. — 

225. Примъчане 11. Обратво, эллипеъ есть единственная кривая, 
которая имфетъ то свойство, что ея касательная образуетъ съ рамусами 
векторами, идущими отъ точки прикосновенмя къ двумъ опредъленнымъ | 
точкамъ Ки Е/, равные углы. ДЪйствительно, найдемъ уравнеше кри- 
вой въ биполярныхъ координатахъ (\ 4) и означимъ черезъ + и 0 два 
радтуса вектора МК, МЕ” (0. 123). Когда отъ точки М кривой пере- 


ходимъ къ сосфдней точк5 М”, оба радуса вектора % и а получитъ при- 
ращене 


Ах — — МС, до = -- №, 
и мы получимъ Аа 
Ду №, М 


Если точка М’ булетъ неопредфленно приближёться къ точк5 М, то пря- 
мая ММ’ обратится въ касательную, и оба угла Н и К, какъ мы ска- 
зали, сдфааются прямыми. Сверхъ того мы’ предположили, что два угла 
`СМЫ, СМК (фиш. 124) равны между собою; слЪдовательно, два прямо- 


угольные треугольника УМН, ЧМК равны, а сл5д., МН — МК отношеше 
А, приближается къ предзлу, равному —1. Если © будемъ разематривать 
какъ ФУнкцию отъ №, то увидимъ, что производная этой хункши равна 
— 1; переходя къ первоначальной хункщи, получимъ © —= — и-{ С, 
и слфдовательно % -- + —= С. Такимъ образомъ кривая есть эллипезъ. 
226. Примъчане 17. Геометрическое мъето проекий фокусов 
на касательныя къ эллипсу есть круз, описанный на большой оси, 
как5 на даметрт. Продолжимъ радусъ векторъ Е”М на величину МН, 
| ‘равную МЕ. Такъ. какъ касательная дФлитъ попо- 
ламъ уголъ КМН, то она перпендикулярна къ сре- 
динф [ прямой ЕН (фш. 126). Эту точку соеди- 
‚нимъ съ центромъ О эллипса. Прямая ОТ, которая 
дЪлитъ пополамъ стороны Е’, ЕН треугольника 
_Е/ЕН, параллельна третьей сторонЪ Е/”Н и равна по- 
ловинЪ ея; такъ какъ лишя Е”Н равна болыной оси 
АА’, то разстояме ОТ есть величина постоянная 
и равна ОА. Слёдовательно, геометрическое мфсто точки Т есть окруж- 
ность круга, описаннаго изъ.точки О, какъ центра, радусомъ ОА. 


Фиг. 197. 
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Задача К. 


_ 227. Провести касательную кф ЭЛЛИТСЦ 65 точкть М, ` данной на 
Эллис. 

Эту задачу, точно › такъ, какъ И ПоСлДУЮЩИ, мы уже рьшили, раз- 
сматривая эллипсъ ‹какъ проекцю круга. Эти вопросы мы р$шимъ 
другимъ способомъ, а можетъ быть приложенъ КЪ ОЕ И ПА- 
рабол?. 

Продолжимъ. адйусъ векторъ ВМ. ии, 122) на величину МП, рав- 
ную. другому радлусу вектору МЕ; черезъ точку 
М проведемь прямую ТТ”, перпендикулярную къ 
ЕН, и мы получимъ искомую касательную. Въ са- 
момъ дДфлБ въ равнобедренномъ треугольникё ЕМН 
прямая МЕ, которая есть перпендикуляръ, опущен- 
ный изъ вершины на основаше ЕН, двлитъ уголъ 
при вершинЪ пополамъ. Такъ какъ эта прямая д$- 
литъ пополамъ уголь ЕМА, образуемый однимъ изъ 
радлтусовъ векторовъ съ продолжешемъ другаго, то она совпадаетъ съ ка- 
сательной къ эллипсу. ° 

228. Замьчаще П. Замътимъ, что всё точки касательной, исключая 
точки прикосновен!я М, находятся внф эллипеа: Пусть Р будетъ какая- 
нибуль точка касательной; соединимъ эту точку съ двумя .Фокусами и 
точкою Н. Такъ какъ касательная перпендикулярна къ срединф ЕН, то 
разстояне РЕ равно РН, и, слВдовательно, ломаная лишя Е’Р -- РЕ 
равна ломаной Е/Р - РН; но эта послфдняя болъе прямой К’Н, которая 
равна большой оси эллипса, потому что‘ радтусъ векторъ Е”М мы про- 
должили на величину МН, равную МЕ. Такъ какъ сумма разстоянй точки 
Р оть двухъ Фокусовъ больше большей оси, то эта точка находится внЪ 
эллипса. 

Ломаная линя Е’”М -- МЕ есть кратчайшее разетоян1е между точками 
Е и Е и точкой касательной: 

Ломаную лин!ю называютъ выпйуклою тогда, когда она вся располо- 
жена съ одной стороны отиосительно каждой ея стороны неопредфленно про- 
долженной. Точно также говорятъ, что кривая выпукла, когда она вся 
‘расположена съ одной стороны относительно каждой ея касательной, про- 
долженной неопредъленно. Отсюда ясно, что эллипеъ есть кривая сомкну- 
тая выпуклая. 


Фиг. 128. ’’ 
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Задача | ЩЕ. 


= 


229. Провести касательную кз эллипсу через внъиииою точку Р. 
Положимъ, что задача рЪшена, и пусть РМ (4. 129) будетъ каса- 
тельная, проходящая черезъ точку Р. Если продолжимъ радмуеъ век- 
торъ Е/М и отложимъ на его продолжени ли- 


Фиг. 129. _ ню МН, равную КМ, то, какъ извЪъетно, 

о касательная РМ будеть перпендикулярна къ 

5. я \ г срединз прямой ЕН; слБдовательно, вопросъ 
‚от, приводитея къ опредваенио точки Н. Такъ 
ст ии” какъ прямая Е”Н равна большой оси АА^,, 
& но _ то точка _Н находится на окружности, описан- 
НИНУ НОЙ ИЗЪ Фокуса ЕК”, какъ центра, радусомъ АА^. 


Съ другой стороны, такъ какъ разетояме РН 

равно РК, то точка н. находится на окружности, описанной изъ точки Р, 
какъ центра, рашусомъ РЕ; слБдовательно, точка Н есть пересчете. 
этихъ двухъ касательныхъ. Отсюда находимъ слфдующий способъ строить 
касательную. | 

Изъ Фокуса Е*, какъ центра, ”радтусомъ, равнымъ большей оси, опи- 
°сываемъ кругъ. Изъ точки Р, какъ центра, ралусомъ, равнымъ разстоя- 
ню РЕ этой точки отъ другаго Фокуса, описываемъ другой кругъ, кото- 
рый ‘пересЪчетъ первый въ’ точкз Ы. Проведемъ линю КН и изъ точки 
Р проведемъ перпендикуляръ къ лиши ЕН, который будетъ, искомою ка- 
сательною. Точка прикосновеня М опредзлится перес$чентемъ касатель- 
ной съ прямою Е’Н. 

Оба круга пересъкаются въ другой точкв П/; проведя точно также 
изъ точки Р перпендикуляръ къ ЕН”, получимъ вторую касательную Р\!, 
точку прикосновен1я которой М’ опредЪлимъ помошщию прямой #/Н/. 

ЗамБтимъ, что эти построеня можно сдълать также тогда, когда эл- 
липсъ не начерченъ. Достаточно знать Фокусы и большую ось. 


Задача ШИИ. 


230. Провести кз эллипсу касательную параллельно данной пря- 
мой КП. | 


Положимъ, что задача рьшена, и пусть ЭТ будетъ касательная па- 
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раллельная КГ, (фе. 130). Если линно Е/М продолжимъ на величину 


МН, равную МЕ, то, кэкъ извъетно, касатель- 


ная будетъ перпендикулярна къ средин$ ЕН. Фиг. 130 


Отсюда находимъ сЛБДдующй способъ строить 
касательную. 

Изъ фокуса Е’, какъ центра, радусомъ, рав- 
нымъ большой оси, описываемъ кругъ; изъ дру- 
гаго Фокуса Е проводимъ прямую КН перпен- 
дикулярно къ данной прямой `КТ.; эта прямая 
пересёчетъ окружность въ точкф Н; изъ сре- | 
дины ЕН возставимъ перпендикуляръ ЭТ, кю- = \ 7’ 
торый будетъ искомая касательная. Точка при- И 
косновен!я опредфлится пересфченемъ касатель- =’ 
ной съ прямой Е’Н. 

Продолжене прямой ЕН перес$каетъ окружность во второй точ НА 
возставивъ перпендикуляръ къ срединё ЕН/, получимъ вторую касатель- 
ную ЮГ”, точка прикосновеня которой М’ опредфлится прямой ЕН’. 





Задача ИУ. 


231. Эллиисх опредъляется езо фон усами и большею осью; найти 
точки, вв которытз онз переськается данною прямою ММ’. 
Пусть М будетъ одна изъ точекъ, въ которой данная прямая пере- 


_сФкаеть эллипеъ ($. 131); эту точку соединимъ съ двумя Фокусами и 


> 


радтусъ векторъ Е”М продолжимъ на ве- 
личину МН, равную МЕ: точка Н при- 
надлежитъ управляющему кругу, описан- 
ному изъ’ Ффукуса Е’, какъ центра. Если 
изъ точки М, какъ центра, радтусомъ, 
равнымь МЕ, опишемъ кругъ, то этотъ 
кругъ будетъ касаться управляющаго круга 
въ точкф Н. Опустивъ изъ Фокуса Е пер- 
пендикуляръ на данную прямую .и продол- 
живъЪ этотъ перпендикуляръ на величину, 
равную этому перпендикуляру, получимъ вторую` точку Е‚, которая бу- 
детъ принадлежать этому же кругу. Такимъ образомъ, вопросъ приводится 
къ отысканшю центра М круга, проходящаго черезъ дв данныя тозАи 


\ 


Фиг. 131. 
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К и Е, и касающагося управляющаго круга. Для этого черезъ дв точки 
Е и Е, проводимъ какой-нибудь кругъ, который пересъчетъ управляющий 
кругъ въ двухъ точкахъ К и К’; изъ точки [, пересъчен!я двухъ пря- 
мыхъ КЕ и КК! проводимъ къ управляющему кругу касательную ТН; 
точка М, въ которой прямая К’Н пересЪкаетъ не прамую, будетъ 
искомою точкою. 

Дъйствительно, мы имЪемъ. 


1? = В. 18! =1Е. Е, 


ся$довательно, кругъ, который проходитъ черезъ три точки Е, Е,, Н, ка- 
сается управляющаго круга въ точкё Н. Такъ какъ изъ точки Т можно 
провести двъ касательныя къ Иравчииищему кругу, то получимъ дв’ точки 
Ми М... 

’ Когда точка Е,, симметричная Фокусу К, относительно данной прямой, 
находится внутри управляющаго круга, тогда дЪйствительно существуетъ 
два ршеня. Еели точка Е, будетъ ваходитьея на круг, то прямая бу- 
детъ касательная къ эалипсу.. Наконецъ, если точка Е, находится внъ 
круга, то прямая не пересъкаетъ эллипса. 


Фокусы и директрисьх гиперболы. 
232. Пусть 
(5) — 5’ № ны 1 == 


будетъ уравнеше данной гиперболы, отнесенной къ ея осямъ. Вычисление 
будетъ то же, какъ для эллипса, надобно только 6° замфнить черезъ 
— 6?. Такимъ образомъ получимъ два дЪйствительныя ршен1я К 217: 


Вне. х — = Иа" + 5°, „— Из п-=0, ЕЕ 
а 


| } 
и два мнимыя р-шеня 


Уи В — 04. 


0, В — 5 И" —$*% т —=0, п у 


Первыя два р-шеня опредъляютъ два дфйствительные Фокуса Е и 
К', находяпиеся на поперечной оси на равномъ разстоянши отъ центра 
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° (физ. 132), Мы получимъ ихъ, проведя черезъ вершину А. перпендикуларъ 


'АС къ поперечной оси до пересъченя съ асимп- . го 
. 132. 
_ тотою, и отложивъ на поперечной оси лини ОК р 
| 
и ОЕ” равныя ОС. Если для краткости поло- в.” ве 
ЖИМЪ 4“ и 6* = с', то получимъ Рю 
р. х 
} г ь 
& = С, ее 
В.А |0” 
./® < 


Уравненя директрисъ будутъ. 





Е. Я 


$5 


С 
.--а=0 или х — == 


Фокусу р соотвЪтствуеть директриса РЕ; хокусу Е” — ‚ директриса 
ОЕ’. Изъ точки О, какъ центра, радусомъь ОА опишемъ дугу круга, кото- 
‚рая пересъчетъ асимптоту въ точк$ Н; эта точка принадлежитъ ‘директрисъ. 
Дъйствительно треугольники ОАС, ОНЕ равны, потому что уголъ О у нихъ 
есть общ, стороны ОДд—=ОН и ОЕГ=ОСр, и уголь ОНЕ естъ прямой. 
Если изъ точки Н опустить перпендикуляръ НО на ось ОА, то подучимъ. 


ОН? —ОЕ, ОР и слБдовательно ОШ — _ Такимъ образомъ прямая ОН 
директриса. | ‚ ®) | 1 


Постоянное отнопеше # = Ут? + п* равно 7, или отношению. 


9) 
и 


| о 


которое называется эксиентрииицетом» гиперболы. 


— 


Теорема ШИ. 


Ра 


233. Разность разстоянй варюдай точки зитерболы 0105 фоку- 
6065 есть величина постоянная и равна поперечной оси. 
Разстояше. ор отъ какой-нибудь точки М кривой выражается че- 


`резъ Ее (7 НЕ & верхний знакъ, находящийся` въ скобкахъ, относится къ 


| Фокусу К, нижнй къ Фокусу Е’. Передъ скобками надобно выбирать знакъ 
такъ, я получить положительныя величины. Такъ какъ для гиперболы 


отношеше . боле единицы, а х боле. абсолютной величины 0, то пер- 


вый членъ — ВЪ абсолютной величинЪ болфе а. Сл5довательно, передъ 


скобками должно взять знаки -- или —, смотря по тому, будетъ ли точка 
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М находиться на правой иди на лЪвой вфтви. Въ первомъ ‘случав по-_ 
лучимъ | 


| т | сх 
МЕ = — а МЕ’ — у а; 
откуда | 
МЕ’ — МЕ —= Эа. _ 
Во второмъ случа$ 


МЕ — — $ мг’ = (2+0) 


\ 


откуда | _МЕ — МЕ’ — 24. 


234. Примъчате. ‚Розносвй разстоянй точки, находящейся зав 
двумя вътвями. зиперболы, отз двухз фокусовъ менъе поперечной оси; 
если точка будетв - находилться вв двухь друиить частях плоскости, то 
разность будеть болъе поперечной оси. 

Пусть-Р будетъ точка, находящаяся между 
| двумя вЪтвями кривой (физ. 133); прямая РЕ 
№ {а А, РОЯ пересфкаеть гиперболу въ точкё М. Мы 

ей 7 имБемъ 
т ИИ ЗСО. РЕ’ — РМ < МЕ’: 


Фиг. 138. 


Я если изъ объихъ частей вычтемъ МЕ, то по- 
и лучимъ 


РЕ’ — РЕ < МЕ’ — МЕ; 


такъ какъ послфдняя разность равна За, то первое меныпе да. 

Разсмотримъ теперь точку М, находящуюся справа первой вЪтви ги- 
перболы; прямая МЕ” пересЪкаелъ эту ВЪТВЬ ВЪ ТОЧКЪ М, и мы полу- 
ЗИМЪ - | 


`МЕ < ММ-Е МЕ, 
и, прибавивъ къ объимъ частямъь МЕ’, найдемъ 
МЕ -- МЕ! < МЕ! + МЕ, откуда МЕ! — МЕ > МЕ — МЕ. 


Такъ какъ вторая разность равна За, то первая боле да. 
Отсюда саБдуетъ, что гиперболу можно` разсматривать, какъ геометри- 
ческое мЪсто точекъ, разность разстоямй которыхъ отъ двухъ Фокусовъ 


\ 
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равна 24. На этомь свойствБ основывается построеше гиперболы по 
точкамъ или помопию непрерывнаго движешя, о которомъ мы говорили. 
вначалв (6 20 и 21). 

235. Примъчаше И. Разстояте какой-нибудь точки затерболы 
‹0тз фокуса Е равно нормали, проведенной изз этой точки кз крузу, 
описанному изз друпало рее Е”, как центра, радиусом, равным 
поперечной оси. 

Для точки М За ВЪТВИ (фи. 134) по- 
_ лучимь | 


МЕ! — МЕ—9а — Е’М, 


Фиг. 134. 


и сафдовательно,. | : 
МЕ — МЕ’ — Е’М —= ММ. 
Для точки М’ второй вЪтви получимъ 


МЕ — М/Е! — 9а — Е” 





и елЪдовательно 
МЕ — — М’Н! -- Е’! — ММ!. ь 


Въ первомъ  случа$ отрфзокъ ММ нормали есть разстоянше точки М 
отъ круга, и первая вЪФтвь` гиперболы есть геометрическое м$ето точекз, 
равно удаленныхъ отъ Фокуса Е и управляющаго круга. 


— 


Жеорема 1%”, 


236. Касательная, проведенная кз зиперболь, дълиитз пополам 
_узюл5 между радусами векторами, идущими от точки прикосновеняя 
кз двумз фокусамз. 
ий на гиперболь дв сосфдня точки М: 
’ (из. 135). Изъ хокуса.Е, какъ: центра, ра- \ 
ий равнымъ КЕМ”, опишемъ дугу круга, кото-_ 
рый . пересфчетъ радтусъ векторъ ЕМ въ: точкв С; 
ИЗЪ Фокуса. Е’, какъ центра, радгусомъ, равнымъ 
Ю’М,, опишемъ дугу круга, который перес$четъ ра- 
мусъ векторъ Е’М въ точкь О. При перемвщени 
точки М кь точкв М’, радусы векторы ЕМ, Ё'М. № 
уменылаются на величины, равныя МС и МО; такъ 


Фиг. 135. 
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какъ разность между радтусами есть величина постоянная, То эти дв 
_ величины равны между собой. | 

На сфкущей ММ” возьмемъ произвольную линно МС и черезъ точку 
(5: проведемъ лини СН. параллельно хорд МсСи СК параллельно хордь 
МО. Изъ параллельности этихъ ливй находимъ 


мс _ мм м 


такъ какъ лини МС и мВ равны, то отсюда слбдуетъ, что лини МН 
н МК также равны. Если точка М/ будетъ неопредзленно приближаться 
къ точкф М, сфкущая ММ’ будетъ приближаться къ предфльному поло- 
женю, которое есть касательная къ гиперболв въ точкв М; въ то же 
время хорлы М’С и М”) сдълаются касательными къ кругамъ, описан- 
нымъ изъ Фокусовъ, какъ центровъ, и, слдовательно, булутъ перпендикт- 
лярны къ ЕМ ‘и ЕМ'’. Параллельныя имъ лини СН, СК будуть также 
перпендикулярны къ этимъ же рад1усамъ, а углы Ни К сдвлаются пря- 
мыми. Слфдовательно, два треугольника МОН, МОК, въ которыхъ сто- 
рона МС общая и сторона МН —= МК будуть прямоугольными и 
слфдовательно будуть равны; отсюда слфдуетъ, что углы @МН и СМК 
равны; такимъ образомъ касательная, проведенная къ гиперболвь въ точкЪ 
М, двлитъ уголь ЕМЕ’ пополамъ. 

237. Примъчатще Г. Гипербола есть единственная кривая, которая иметь 
это свойство. Действительно, назвавъ черезъ и и рамусы МЕ и МЕ", 
черезъь Ах и До ихъ приращен1я, получимъ : 

бе 

Аи МС МН` 
Если мы положимъ, что при неопредъленномъ приближении точки М” къ 
точкф М, углы СОМН, СМК дьлаются равными, то треугольники МСН, 
МСК равны, а слБдовательно и стороны МН и МК будутъ также 
равны; отсюда находимъ 1 
Шо =1. 
Переходя къ первоначальной Функци, получимъ 


# — 4% -|- С, откуда и — \ —= С. 


238. Примьчаще П. Однофокусныеэллитсз илитеурбола переськаются 
70д5 прямыми узлами. ОдноФхокусными кривыми втораго порядка называются 
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таюмя дв кривыя, Фокусы я оторыхъ совпадаютъ; угломъ двухъ кривыхъ 
называется уголь, образуемый ихъ касатель- 

‚ными ВъЪ точк$ пересБченя. Пусть М будетъ Фиг. р 
точка пересфчевя эллипса и гиперболы, кото- ‹. и 

рыя имзютъ обще Фокусы ГиЕ' (4%. 136). % о 
Линя ММ, которая дфлитъ уголь КМЕ’ попо- Я 
ламъ; есть, съ одной стороны, нормаль къ эл- р НЙ Е 
липеу, съ другой—касательная къ гиперболЪ; слБ- \ 
довательно, касательныя МК, ММ, проведенныя къ 

двумъ кривымъ, перпендикулярны можАу собою. 


Задача %`, 


239. Провести кз зитерболь касательную через точку М, данную 
на терболь. 

На радусь векторф МЕ” отложимъ линю, МН, равную другому ра- 
дтусу вектору МК, и черезъ точку М проведемъ прямую МР перпенди- 
кулярную къ ЕН; тогда мы получимъ искомую касательную (№. 137). 

оамючанде. Бим что касательная вея рас- Фиг. 137. 
положена межлу лвумя в$твями гиперболы. Пусть 
_Р будетъ какая-нибудь точка этой касательной, тогда 
°получимъ | 
РК — РН< ЕН, 


слЪдовательно, 


’ РЕ’— РЕ < 88; 





_— 


такимъ образомъ, точка Р находится между двумя вътвями гиперболы. Такъ, 
какъ вЪтвь гиперболы расположена по одной сторону > каждой ея каса- 
тельной, то она есть кривая выпуклая. 

т Такъ какъ касательная перпендикулярна къ средин® Г лини ЕН, то точка 
есть проекщя Фокуса Е на касательную. Прямая ОТ, которая параллельна. 
Е’Н, и равна половинф Е”Н, есть величина постоянная; отсюда слфдуетъ, 
что геометрическое м5сто проекцй ‘`Фокусовъ на касательныя есть кругъ, 
описанный на поперечной оси, какъ на д1аметръ. 


Задача \1. 


240. Провести касательнуию кз зиптерболь черезь данную точку 
Р, находящуюся между двумя вттвями итерболы. 


$ > 
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Пусть РМ будетъ касательная, проходящая черезъ точку Р (фиа. 138). 
Если изъ радгуса вектора МЕ’ вычтемь МН = МЕ, то, какъ извЪстно, 
_ касательная, будеть перпендикулярна къ 
срединё КН. Такимъ образомъ вопросъ 
приводится къ опредълешю точки Н: 
эта точка находится на пересфчени 
____ Круга, описаннаго изъ Фокуса Е’, какъ 
- центра, радлусомъ равнымъ 2а, и круга, 

описаннаго изъ точки Р, какъ центра 
| радусомъ равнымъ РК. Касательную мы 

а, г получимъ, возставивъ изъ средины ЕН 
О що р | перпендикуляръ, а точку прикосновеня 
‚ М опредфлитъ радусъ векторъ Н'Н. 

Оба круга пересфкаются въ другой точк$ Н’; проведя изъ точки.Р 
перпендикуляръ къ ЕН’, получимъ вторую касательную РМ’, точки при- 
косновеня которой опредфлимъ помощю прямой Е’Н. 

Когда. точка Р находится ‚ на одной изъ асимптотъ, тогда одна изъ 
‘касательныхъ, проведенныхъ черезъ точку Р, совпадаетъ съ этою асимп- 
тотою, и точка прикосновения удаляется въ безконечность. 


Фиг. 138. 





Задача УЛ. 


_ ЭД. Поти в; зиперболть касазпельную параллельно данной пря- 
мой ОГ. - | о | 

Изъ ‚ хокуса Е’, какъ центра, Ща равнымъ 2а опишемъ 
| управляющий кругъ; изъ Фокуса Е проводимъ 
прямую перпендикулярно къ ОГ (фиш. 139); 
эта прямая перес$четъ кругъ въ двухъ точкахЪ 
Н и Н’; черезъ средины’ прямыхъ БН и ЕН! 
проведемъ лини параллельныя ОТ; эти парал- 
лельныя будутъ искомыя касательныя. Прямыя 
Е’Н, Е’Н’опредфлятъ точки прикосновения Ми МГ. 

Чтобы задача была возможна, надобно; чтобы 
данная прямая ОТ,, которая, положимъ, про- 
ведена черезъ центръ, не пересЪкала гиперболу; тогда перпендикуляръ 
ЕН’, ‚проведенный изъ ву Е, пересчет» уорзвии» рут ВЪ ДВУХЪ 
точкахъ, 


Фиг. 139. и 





1 
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Задача УЗИ. 


242. Найти точки пересьченя прямой сз штерболой, отредтьляе- 
мой по ея фокусама и ея поперечной оси. 
Построенше совершенно то же, какъ и въ эллипс$. 


Фонусы и директрисьх пераболы. мч 
_ 243. Пусть ь ^ 
. (6) я Я у* — 2рх =0 


будетъ уравнеше данной параболы, отнесенной къ ея оси и къ касатель- 
_ ной, проведенной къ вершин®. Такъ какъ это уравнеше не содержитъ члена 
ху, ни члена х?*, то надобно, чтобы тт —=0, 11— т* — 0: а бк | 
откуда п —= 0, т —= 1. Коеффищентъ при у и постоян- .. 

ный членъ должны. также равняться нулю; поэтому ^ | 
_В=0, =*—й*—0. Сверхъ того уравнеше (3) ($ 216) при- 
водится ЕЪ | = откуда  й — р. Уравнеше 
"— 1 —0 или (х +1) (« — 1) = 0 будетъ р («а —й) 


— 0, т. е. х — #й—0; отсюда а — й = и Здсь мы им$- 





‚емъ только одно рфшеше. Такимъ образомъ парабола 
_имфетъ только одинъ Фокусъ К, находащийся на его оси на разстоя- 
нш, равномъ половин$ параметра отъ вершины А (фи. 140). Такъ 


какъ разстояте КМ равно НЕ ‚ то этому фокусу соотв ствуетъ директриса 


5; эта директриса перпендикулярна 


къ оси и находится отъ вершины на разстояни АО, равномъ АЕ. | 


ЕО; выражаемая уравнешемъ х = — 5 


Постоянное отношене Ё = И т? -- п? приводится въ этомъ случа$ 
въ единиц$; такимъ образомъ. каждая точка параболы находится на рав- 
НОМЪ разстоянш отъ Фокуса и директрисы. | 
Ё 


Теорема ТТ. 


24%. Всякая внутренняя точка параболы находится ближе кз фо- 
кусу, чъмь кз директрись; всякая внтышняя точка, на050р0т5, ближе 
кз директрись, чъму кз фокусу. 
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Разсмотримъ прежде точку М, находящуюся внутри параболы; соеди- 
нИмЪ ее СЪ Фокусомъ и изъ этой точки опустимъ на директрису перпен- 
дикуляръ МЕ. Этотъ: перпендикуляръ пересёчетъь кривую въ точкЪ М, 
которую соединимъ съ хокусомъ. Такъ какъ точка М принадлежитъ къ 
параболв, то разстояшя МЕ и МЕ равны, но прямая МЕ короче ломаной 
ММ -- МЕ; если МГ замвнимъ равною ей МЕ, то увидимъ, что разсто- 
яме МК менфе МЕ. И такъ внутренняя точка № находится ближе къ 
ФОКусу, ЧБмЪ къ директрисЪ. 

Разсмотримъ теперь. вНёшШнюю точку Р, находящуюся между кривой 
и директрисой. Соединимъ ее съ хокусомъ и на директрису опустимъ пер- 
пендикуляръ РЕ, который продолжимъ до пересЪченая съ кривой въ точк 
М. Такъ какъ точка М принадлежитъ къ параболв, то разстоямя МЕ и 
МЕ равны; прямая МЕ или равная ей МЕ короче ломаной МР - РЕ; 
если отъ обфихъ частей отнимемъ МР, то увидимъ, что РЕ короче РЕ. 
Такимъ образомъ внфшняя точка Р находится ближе къ директрисЪ, чЪёмъ 
къ фокусу. Если точка Р будетъ находиться слфва директрисы, то, оче- 
видно, она будеть ближе къ директрисЪ, чЪмъ ‘къ Фокусу. 

Отсюда слфдуетъ, что параболу можно разсматривать, какъ геометри-` 
ческое мЪсто точекъ, равно отстоящихъ отъ Фокуса и. директрисы. Та- 
кимъ образомъ опредЪляется парабола въ элементарной геометри, и на 
этомъ свойств$ основывается построеше параболы по точкамъ или по- 
мопию непрерывнаго движен!я, о которомъ было говорено вначаль 


($$ 24 и 25). 


Теорема \У"1. 


245. Касательная, проведенная ‚нь параболь, образует» равные 
лы с5 линмею параллельною оси, и а вектором, проведеннымз 
черезз точку прикосновеня. 

Возьмемъ на параболв дв сосъдюя точки М и 
М’ (физ. 141), которыя соединимъ съ хокусомъ, и 
к м — опустимъ изъ нихъ ‘на директрису перпендикуляры 
МЕ, М’Е’. Изъ фокуса Е, какъ центра, радусомъ 
ЕМ’ опишемъ дугу круга М’С, и черезъ точку М’ 
 проведемъ линшю М’С’ параллельно директрисЪ. Ли- 
шя МС равна разности двухъ радусовъ векторовъ 
ЕМ`и ЕМ’; это есть величина, на которую умень- 
шается радлусъ векторъ КМ, когда точка М перей- 
детъ въ точку М!. Точно также лишя МС’ равна 


Фиг. 141. 
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разности ДВУХЪ перпендикуляровъ МЕ и М’Е/ ‚ это есть величина, на 
которую уменышается перпендикуляръ МЕ, когда точка М переходить | 
къ точкв М’. Такъ какъ радгусъ векторъ ЕМ постоянно равенъ пер- 
пендикуляру ЕМ, то отеюда слёдуетъ, что величины МС и МС’ равны 
между собой. 


Проведемъ сзкущую М$ черезъ дв точки Ми М’и  проведемъ 
хорду М’С въ кругз, описанномъ изъ Фокуса, какъ изъ центра. На сБкущей 
возьмемъ произвольную линмю МС и черезъ точку С проведемъ @Н. па- 


‘раллельно М’О и СК параллельно М’С’. Изъ параллельности этихъ ли- 

__ Мм! МС 
мн Мб МК’ 
лини МН и МК, имъ пропорцюнальныя, также равны. 


ый находимъ такъ какъ лини МО и МС’ равны, то 


Положимъ теперь, что точка М”. неопредвленно приближается къ 
точкв М; тогда сЪкущая МЗ будетъь приближаться къ кабательной МТ 
параболы; продолженная хорда М”С приближается также къ касательной 
круга и слфловательно сдфлается перпендикулярною къ ралусу ЕМ; 
параллельная СН будетъ также перпендикулярна къ ЕМ. Отсюда ви- 
димъ, что два треугольника М@Н, МСК предз- 
лами имфютъ два прямоугольные треугольника МОН, == Фи. 142. 
МСК (физ. 142); эти прямоугольные треугольники у 
равны, потому что имфютъ общую гипотенузу МС, 

а стороны МН и МК. равны' между собой, какъ пре-. 
‘дфлы равныхъ величинъ; отсюда заключаемъ, что 
углы ОМН, СМК равны. Такимъ образомъ каса- 
тельная МТ, проведенная къ парабол$В, дЪлитЪъ по- 
поламъ уголь КМЕ, образуемый радусомъ ЕМ и 
перпендикуляромъ МЕ, опущеннымъ къ точкё при- 
косновешя на директрису. Если линю ЕМ продол- я 
жимъ по направленю МТ,, то углы СМК, Т’МГ будуть равны, какъ 
вертикальные, и отсюда видимъ, что углы ТМЕ, Т’МГ, образуемые ка- 


сательною съ рад!усомъ вектором и лимею МГ, параллельною оси, 
равны. 





246. Примъчаще Т. Положимъ, что источникъ свфта помфщенъ 
въ Фокусв Е (фи. 143) параболы; лучи свфта, выходя изъ Фокуса Е, 
отражаются на параболф, образуя уголь отражевя, равный углу паде- 
ня. Пусть ЕМ будеть одинъ изъ этихъ лучей; проведемъ касатель- 


ную ТТ’ къ параболв въ этой точк®; такъ какъ отраженный лучъ дол- 
Бр1о и БукЕ. ГЕОМЕТРя. 13 
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женъ составлять уголь МТ”, равный ЕМТ, то онъ будетъ паралае- 
Фиг. 148. ленъ оси АВ параболы. Такимъ образомъ всЪ отра- 
женные лучи будутъ параллельны оси. 
На этомъ свойствЪ основывается устройство ре- 
Флекторовъ, употребляемыхъ въ Фонаряхъ. Внутрен- 
°няя поверхность, сдфланная изъ полированнаго ме- 
талла, образуется параболою, обращающеюся около 
ея оси; св5ча помфщается въ Фокус; лучи свта, 
посл5 ихъ отраженя, дБлаются параллельными оси: 
рехлекторъ отражаетъ пукъ параллельныхъ лучей, 


которые: распространяются, не. разсфваясь,` и освзщають большое раз. 
_ етояше. | 





Примьчане Ш. Положимъ, наоборотъ, что. лучи свфта, параллель- 
ные. оси, падаютъ на параболическое зеркало; тогда поелЪ отраженя 
они соберутся въ Ффокусф. | | 

Параболическия зеркала употребляются въ телескопахъ; ось зеркала 
направляется къ звЪздВ; лучи свЪта, идуще ОТЪ ЗВЪЗДЫ, отражаются на 
зеркалЪ и образуютъ въ Фокусф очень блестящее изображеше ЗВЗДЫ. 

Параболическй видъ Е также въ построенш рупоровъ и 
слуховыхъ трубъ. . 

247. Примъчанде Ш. Обратно, парабола есть единственная кривая, 

которая имЪетъ то свойство, что касательная, ‘проведенная въ каждой ея 

_точкВ, составляетъ равные углы съ лишею, параллельною опредЪленной 
прямой, и рад!усомъ векторомъ, проведеннымъ изъ опредфленной точки въ 
точку прикосновеня. Представимъ, что каждая точка М плоскости опре- 
дъляется ея разстояшемъ МЕ отъ неподвижной точки Е и ея разстоя- 
немьъ МЕ отъ прямой ОЕ, перпендикулярной къ опредфленной пря- 
мой КВ (4. 141). Означимъ черезъ м и © дв ея координаты. При 
перемщен!и точки М кривой къ сосфдней точкф М’, эти двЪ коорли- 
наты подучаютъ приращешя Ли — — МС, Де = — МС’, и мы по- 
ЛУЧИМЪ 


Дъ __ С _ МК 
Аи — ‹ `МН` 


| | 
Когда точка М” неопредъленно приближается къ точкф М, прямая ММ 
обращается въ касательную, и утолъ Н будетъ нрямой. Два прямоуголь- 


ные треугольника СМН, СМК (физ. 142) равны, _ потому что’ имзютЪ 
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общую гипотенузу, и уголь СОМН равеньъ СМК по предположеню. Слф- 
довательно, получимъ 

2 АА 

Пи о 1, 
и переходя къ первоначальной хункщи, найдемъ © =и-- С: Перемз- 
стивъ прямую ОЕ на величину, равную постоянной С, получимъ # = 4, 


| - 


| Задача их. 


248. Провести касательную черезе ва М, данную на па- 
раболь. | 

Первый ст10собз. Пусть Т (физ. 144) вы точка, въ которой ка- 
сательная пересФкаетъ продолжене оси; МЕ пер- 
пендикуляръ, опущенный изъ точки‘ М на директ- — 
рису. Извфстно, что ‘касательная дфлитъ Ууголъ ЕМЕ_ 
пополамъ; уголь ЕТМ равенъ углу ТМЕ, какъ вну- 
_тренне накрестъ лежапще, а слБдовательно равенъ. 
углу ЕМТ; отсюда слёдуетъ; что треугольникъ ТЕМ 
равнобедренный, а 0бЪ стороны ЕМ и ЕТ равны 
между собою. | 

Такимъ образомъ, чтобы построить касательную 
въ точкь М, надобно на оси отложить линю ЕТ, 
равную радгусу вектору ЕМ, и точку 'Т’ соединить съ М. 

Этотъ способъ‘ не употребляется, когда точка. М находится близко 
къ вершинз А параболы, потому что тогда дв% точки Ми Т, бу- 
дучи очень близки другъ къ другу, не опредфляютъ касательной‘ съ 
достаточною точностю. Въ этомъ ув употребляютъ слБлующий 
способъ.. 

Второй с10собз. Касательная МТ, БАВА уголъ при вершинЪ 
М равнобедреннаго треугольника ЕМЕ пополамъ, перпендикулярна къ 
_средин% основан!я КЕ. 

Такимъ образомъ, чтобы построить касательную, надобно Опустить ИЗЪ 
_ точки М перпендикуляръ МЕ на директрису, и изъ точки М провести 
перпендикуляръ на прямую ЕЕ. 

Изъ этого построешя слздуетъ, что касательная, проведенная къ вер- 
шин$ А параболы, перпендикулярна къ оси параболы. 

Замтьчане, ЗамЪтимъ, что вс$ точки касательной, исключая точки 
13° 
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1 


прикосновемя М, лежать внф параболы. Пусть Р будетъ какая-нибудь 
точка касательной; такъ какъ касательная перпендикулярна къ срединъ 
КЕ, то разстоямя РЕ, РО равны; но наклонная РЕ болве перпендику- 
ляра РК; елБдовательно, . разстояше РК бол5е РК, а потому точка Р 
лежитъ внф параболы. Отсюда Е что парабола есть кривая вы- 
пуклая. 

_ 949. Примьчание. Геометрическое мъсто проекий фокуса на ка- 
сательную, проведенную кз параболь, есть касательная, проведенная 
*з вершинть. Очевидно, что точка Г средина КЕ и проекщя Фокуса на 
касательную находятся на лини, параллельной директрисф, проведенной 


черезъ точку А, средину КО, т. е. на касательной, проведенной къ. 
зершинз ДА. 


Задача х. 


250. Провести касательную ` кз параболь черезь внльиииюю точку Р. 
Положимъ, что задача рьшена, и пусть РМ (фи. 145) будетъ каса- 

ЗЕ тельная, проходящая черезъ точку Р. Если изъ 
точки М опустимъ перпендикуляръ МЕ на директ- 
рису и если точку Е соединимъ съ Е, то, какъ из- 
вЪстно, касательная РМ будетъ перпендикулярна къ 
срединв ЕЕ; слБдовательно, разстояше РЕ равно 
РЕ; отсюда выводимъ сявдующуй способъ строить 
касательную. . 
.  Изь точки Р, какъ центра, радусомъ, равнымъ 
разстояню РЕ этой точки отъ фокуса, описываемъ 
кругъ, который пересзчетъ директрису въ точкё Е. Точки К и Е с0е- 
динимъ и изъ точки Р проведемъ перпендикуляръ на прямую ЕЕ, тогда 
получимъ искомую касательную. Точка прикосновения М опредфлится пере- 
съченемъ касательной .съ линею, параллельною оси, проведенною изъ 
точки Е. о 

Кругъ пересЪкаетъ директрису въ другой точкф Е’. Проводя изъ точки 
Р периендикуляръ на ЕЕ”, получимъ вторую касательную РМ. 

Эти построемя можно сдфлать, хотя бы парабола не была начерчена. 
Надобно, чтобы былъ извЪстенъ Фокусъ и директриса. 
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тада ЖЯ. 


251. Провести к параболь- касательную параллельно данной пря- 
мой КГ. 

`Положимъ, что задача рвшена, и пусть МТ будетъ искомая касатель- 
ная ($. 146). Если изъ точки прикосновешя М | 
опустимъ перпендикуляръ МЕ на директрису, и если ФИ. 146; 
соединимъ точку. К съ Ё, то, извъетно, касательная. 
будетъ перпендикулярна КЪ срединз\ЕЕ. Отсюда на- 
ходимъ сл5дуюций способъ’ строить касатёльную. ` 

Изъ Фокуса К опускаемъ перпендикуляръ на дан- `` \|- 
ную прямую КГ, и продолжаемъ до пересфчения ея 
съ ‘директрисой въ точкв Е, и изъ средины КЕ воз-. 
ставляемъ перпендикуляръ МТ, и мы  позучимъ 
искомую касательную. Точку прикосновеня М опре- 
дълимъ, проведя черезъ точку Е линию ЕМ, параллельную оси. 





Задача ЖИ. 


959. Найти точки пересъченя данной прямой и параболы, опре- 
дъляемой ея фокусом и директрисою. 

Возьмемъ точку К,, симметричную фокусу Е, относительно данной 
прямой ($. 147). Такъ какъ точка М находится | 
на равномъ разстояни отъ точекъ Е, Е, и дирек- 
трисы, то она есть центръ круга, который проходитъ 
черезъ эти дв точки и касается директрисы. Чтобы 
найти точку прикосновеня Ё,‚, откладываемъ на ди- 
ректрисв по обф стороны точки [, въ которой пря- 
мая КЕ, пересъкаетъь директрису, лин! ТЕ, сред- 
нюю пропорщональную между двумя лишями [Е, 
[Е,; такимъ образомъ получимъ двЪ точки пересзче-_ 
шя Ми М.. : тв 

Если точка Ё,, симметричная фокусу относительно данной прямой, 
будетъ находиться справа директрисы, то получимъ два рёшевя. Если 
точка Е, будетъ лежать на директрисЪ, то прямая будетъ касательною 
КЪ парабол$. Наконецъ, если точка К, будетъ лежать сл$ва директрисы, 
то прямая не пересфчетъ параболы. 


Фиг. 147. _ 
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Жеорема У. 


253. Предъль эллипса или зиперболы, параметре которой имтъетэ. 
конечную величину, а а большая или ры ось неопредъленно' уве- 
личивается, есть парабола.. | 

Въ параболБ ордината Фокуса равна параметру р; по аналоми пара- 
метром эллипса или гиперболы называется ордината Фокуса, которая 

0 | 1" 

равна — и этотъ параметръ означаютъ черезъ р. Такимъ образомъ урав- 

_ нете эллииса, отнесеннаго къ ‘его большей оси и къ касательной, прове- 
‘денной къ вершин (физ. 148), будетъ 


в 2 Е 2 
94 т или у? — 2рх —-х 


Положимъ теперь, что вершина А остается неподвижною, и пара- 
метръ 2 сохраняеть конечную величину, 
и будемъ увеличивать неопред$ленно боль- 
шую ось За; тогда уравнеше эллипса при- 
ведется къ уравненю 5? — 2рх, которое: 
выражаетъ параболу. Если будемъ раз- 
сматривать точки, соотв$тствуюция одной 
и той же величин$ х, то увидимъ, что 
каждая точка параболы есть предзльное 
положете, ‘къ которому, при неопредфлен- 
номъ возрастани а, приближается соотв$т- 
ствующая точка эллипса; такимъ образомъ 
видимъ, что парабола есть предфлъ эллипса. 

Точно также уравнене гиперболы, отнесенной къ ея. поперечной оси 
и КЪ касательной, проведенной къ вершин$ А, будетъ ` 


Фиг. 148. 





у? — 2рх -- = д: 


если а будетъ неопредфленно увеличиваться, а параметръ р сохраняетъ 
конечную величину, то это уравнеше приведется также къ уравнению 


9” == 2рх. 


Такимъ образомъ парабола есть предзлъ той взтви гиперболы, къ кото- 


/ 
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рой принадлежитъ вершина А; другая вфтвь ноопредфленно удаляется 
_ ВАЪВО. | 
Въ предъидущемъ мы предполагали, что параметръ эллипса ИЛИ ГИ- 
перболы сохраняетъ конечвую величину. Мы придемъ къ тому же за- 
ключеню, предполагая, что разстояше АЕ вершины А отъ. соедняго, Фо- 
‚ куса Е сохраняетъ конечную величину. Дфйствительно, назвавъ черезъ а 
это разстоянше, получимъ для эллипса с —= а — а, и слъдовательно, 
р 2 —[ 2 а 
ре (2—1); 

такъ какъ параметръ р имЪетъ предЪломъ конечную величину ..2«, ТО 
 уравнеме эллипса приведется къ у? —= 4х. То же самое получимъ для 
гиперболы. № жа св 

254. ах Это преобразоваше эллипса въ параболу имзетъ 
большую важность. Основываясь на немъ, можно изъ свойства эллипеа 
вывести свойства параболы, какъ частные случаи. Такъ, напримЪръ, въ 
эллипс5 даметръ, или геометрическое мъсто срединъ параллельныхъ хордъ_ 
есть прямая, проходящая черезъ центръ; если положимъ,.что центръ уда- 
ляется въ безконечность, то эллипсъ измфнится въ параболу, а даметры 
будутъ параллельны оси. | 

Эллипсъ есть геометрическое мЪ$ето точекъ, равно удаленныхъ ОТЪ 
_ Фокуса Е и управляющаго круга, описаннаго изъ Фокуса Е’, какъ центра 
(© 221). Если. точка Е! будетъ ‘удаляться въ безконечность, то управляю- 
ий кругъ обратится въ директрису параболы. 

Касательная, проведенная къ эллипсу, образуетъ равные углы съ ра- 
дтусами векторами, идущими отъ точки прикосновеншя М къ двумъ $о- 
кусамъ ($ 222); если Фокусъ Е’ будетъ удаляться въ безконечность, то 
ролусь векторъ МЕ’ будетъ параллеленъ оси. 


Теорема УШИ. 


255. Если проведемь двъ касотельныя кз кривой вторало порядка, 
то прямая ЕР, соединяющая. фокус Е сз точкою пересъченя Р’ двух 
касательныхь, раздъли: пополам уюль радусовз векторовё КМ, ЕМ', 
которые идут отз этою фокуса кз точкам: прикосноветя 06415 ка- 
сотельныхз, или раздълить вньший уюль, смотря по тому, 0у- 
дутз ли касаться объ касательныя одной и той же вътви кривой, 
или двухо втътвей. 
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Разсмотримъ дв касательныя РМ, РМ,, проведенныя къ эллипеу 
(физ. 149); продолжимъ радусъ векторъ РМ на величину МН, равную 
МЕ, и точно также ЕМ’ ва величину МУН’, 





Фиг. 149. т 
| равную М’К”; такъ какъ касательныя перпен. 
а В _ дикулярны къ срединамъ ЕН и Е’Н’, то по- 
7: лучимъ 
и РН = РЕ и РН’ — РЕ’, 
половинки БРВ, ЫРЕ раваы, потояу эт 
рр имфютъ три равныя стороны Е”Н —= ЕН’ — 28, 


РН=РЕ, РЕ’—РН!; отеюда заключаемъ, 
что углы РНЫМ, РЕМ! равны; но уголь РНМ равень РЕМ, савдова- 
тельно, углы РЕМ, РЕМ” равны, и прамая ЕР дълитъ уголъ МЕ М По- 
поламъ. | 

То же самое найдемъ для гиперболы, когда обЪ касательныя касаются 
одной и той же вЪтви; но еели касательныя булутъ касаться двухъ раз- 
личныхЪъ вЪтвей, то прямая КР раздЪлитъ пополамъ уголъ, образуемый 
однимъ изъ радусовъ векторовъ КМ съ продолженемъ другаго. 

Разсмотримъ теперь параболу (физ. 150). Изъ точекъ прикосновеня 
°  опустимъ перцендикуляры МН, М”Н’ на ди- 
ректрису; такъ какъ касательныя перпендику- 
лярны къ срединамъ прямыхъ ЕН, ЕН,, 
углы РЕМ, РЕМ’ соотввтственно равны угламъ 
РНМ, РН!М’. Прямыя РН иРН,, равныя пря- 
мой РЁ, равны между собой, и треугольникъ 
НРН! будетъ.равнобедренный. Такъ какъ РНМ, 
РН’М'’ равны между собой, какъ дополнитель- 
ные равнымъ угламъ равнобедреннаго треуголь- 
ника, углы РЕМ, РЕМ’ равны. Это можно бы 
было видфть прямо, разсматривая параболу, какъ 


‚ Фиг. 150. 





предЪлъ, эллипса. 


Теорема ЕХ. 


256. Касательныя, проведенныя изз вньшней точки Р кз эллипеу 
или зиперболль, образуют с5 прямыми, соединяющими эти точки. сз 
двумя фокусами, равные уалы. 
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Въ Двух равныхъ треугольникахъ’ Е/РН, Н’РЕ (фи. 149), углы 


Е/РН, Н’РЕ раввы; отнявъ общую часть Е/РЕ, получимъ ЕРН = Е’РН,, 
и взявъ половину, найдемь ЕРМ = Е’РМ’. 

То же свойство имфетъ парабола, которая есть предфлъ эллипса;. на- 
добно радгусъ векторъ РЕ’ замфнить прямою РТ, параллельною оси 
(физ. 150). Впрочемъ, это свойство легко доказать прямо.. Если изъ точки Р, 
какъ центра, ралусомъ, равнымъ РЕ,. опишемъ кругъ, то онъ пройдетъ 
черезъ точки Н и Н’”; углы МРТ, КИН’ равны, потому что стороны ихъ 
соотвфтственно перпендикулярны; но вписанный уголь ЕНН’ равенъ по- 
ловин$ угла при центрз ЕРН’ и, сл$довательно, равенъ углу р слБ- 
довательно углы МР, МУРЕ равны. их 


Теорема Х. 


257. Прямая ЕК, соединяющая фокус5 кривой вторало порядка 
с5 точкою, в которой какая-нибудь съкущая пересъкаеть директрису, 
Оълииих пополам внъшиний уголь радбусовз векторов, идущихь отз фо- 
куса ко точкамз, в которыть съкущая переськаеть кривую, или %- 
лить самый узоль радиусовь векторовз, смотря по тому, находятся ли 
объ точки пересъчетя М и М’ на одной вътви кривой, или на двух 
различныхе. 

Опустивъ изъ точекъ М и М” перпендику- 
ляры на директриеу (физ. 151), получимъ 


Фиг. 151. 


УЕ __ МР 
- МЕ  МЕ’’. 


и слБдовательно, 





МЕ _ МЕ _ МК д 2 | 
МЕТ МЕ МК" 


` 


Если 0бЪ точки М и М!’ будуть принадлежать одной вЪтви кривой, 


то такъ какъ точка К лежитъ на продолжеши хорды ММ’, прямая ЕК 
ДВлЛИТЪ внЪшый уголъ треугольника МЕМ” пополамъ. Если точки Ми М! 
находятся на двухъ разныхъ вЪтвяхъ, то, такъ какъ точка К лежитъ 
между точками М и М!, прямая ЕК дфлитъ уголь МЕМ’ поподламъ. 
`Примъчаще. Если проведемъ касательныя къ кривой въ точкахъ 
_М и М’и если Фокусъ Е соединимъ съ точкою пересъчевя Р двухъ ка- 


* 
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сательныхъ, то прямыя КК, ЕР, которыя дфлятъ пополамъ два дополни- 
тельные угла. будутъ перпендикулярны между: собой. 


Теорема Жи. 


$ 


258. Если черезз точку Р, взятую на директрист, проведемь 
касательныя кз кривой втораю, порядка, то прямая прикосновения 
ММ’ яройдет» черезз соотвътствующие фо- 
кус5 К и будетз перпендикулярна кз прямой 
ЕР, которая соединяеть точку Р в фоку- 
сомз (Фиг. 152). 

Представимъ, что касательная РМ есть пре- 
дЪлъ сфкущей, двЪ точки перес$чения которой 
слились въ одну. Въ слБдстне предъидущей тео- 
ремы, прямая КР перпендикулярна къ ЕМ; она 
точно также перпендикулярна къ КМ”; слБдовательно, ‘лия МЕМ’ есть 
прямая и йерпендикулярная къ ЕР. 


Фиг. 152. 





Теорема ХИ. 


959. Произведеве разстояний двух фовлусова отё какой-нибудь 
касательной, проведенной кё эллитсу или итерболль, есть величина, по- 
стоянная. и 

Пусть КН, Е’Н' будутъ перпендикуляры, опущенные изъ, Фокусовъ 
на первую касательную (фи. 158); КК, Е’К’ пер- 
пендикуляры, опущенные на вторую касательную; 
Р точка пересзчения . двухъ касательныхъ. По тео- 
ремв [Х прямоугольные треугольники КРН, Е'РК' 
подобны; точно также подобны и треугольники КРК, 
Е’РН!; поэтому мы получимъ. 


Фиг. 1583. 


ЕН ЕР _ ЕК. 
к/к” РР ЕН” 





откуда Е 
ЕН. Е’Н!’ = ЕК. ГЕ’К.. 


Если кривая будетъ эллипсъ, то, проведя, касательную пзраллельно 
большей оси, увидимъ, что постоянное произведеше равно 6. Ёсли кри- 


} 
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вая будетъ гипербола, то, разсматривая асимптоту, какъ предзль каса- 
тельной, увидимъ, что произведене также равно. 6°. 


че ЖИЙИ. 


| 


260. Построить кривую аторало порядка, ‘зная фокус Ки три 
точки А, В, С. ‚ ЗИ 
°  Моложимъ, что задача ‚ рьшена и что три точки принадлежатъ одной 
ввтви; точка 0, въ которой свкущая АВ пересъкаетъ линю, раздфляю- 
щую внфший уголъ треугольника АЕВ пополамъ, принадлежит директ- 
рис (6 257). Точно также съзкущая ВС дастъ другую точку 0’ ди- 
ректрисы. Фокусъ К,.директриса РО’ и точка 
А опредьляютъ кривую втораго порядка и при- 
томъ одну; это будетъ эллипсъ, парабола или 
гипербола, смотря по тому, будетъ ли разстоя- 
ше АЕ менфе, равно или больше разстояния 
АЕ точки А отъ директрисы. Очевидно, что 
эта кривая пройдетъ черезъ двЪ точки Ви С; 
дъйствительно, мы имъемъ о 


Фиг. 154. 





Е ДЕ АР __ АЕ 
ВЕ ВО ВЕ’ 
откуда 
АР _ ВР. 
АЕ ВЕР. 
сльдовательно, кривая проходитъ черезъ точку В. Точно ‘также дока- 
жемъ, что она проходить черезъ точку С. Такимъ образомъ получаемъ 
первое рёшенте. 
`Можно положить, что три точки не ‘находятся на, одной вЪтви; если, 
_вапримфръ, двБ точки А. и В лежатъ на одной вЪфтви, а точка С на дру- 
гой вътви гиперболы, то лини, раздзаляющия углы АЕС, ВЕС пополамъ, 
дадутъ двЪ-точки директрисы. Три рьшеня, полученныя такимъ образомъ, 
будутъ ‘гиперболы. СлЬдовательно, всфхъ ршенй мы имфемъ четыре; 
изъ четырехъ кривыхъ втораго порядка, которыя имвютъ данный Фокусъ 
и проходятъ черезъ три данныя точки, три всегда будутъ гиперболы, чет- 
вертая будетъ элдинсъ, гипербола или парабола, смотря по расположеню 
точекъ. | 
261. Вычислете.  приводитъ къ тому же заключентю. Пусть а р 
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будутъ координаты Фокуса; 1’ и у’ хх” и у", 4”’ и у" координаты | 
трехъ данныхъ точекъ, 9, 9’ 0", разстоян!я ихъ отъ Фокуса; уравнене 
кривой можно представить въ видЪ 


а 8): — (те + пу + №) = 


. Е | * 
и тогда уравнеше директрисы будетъ тх - му + # = 0. Три посто- 
янныя 7, '%, ЛД опред ИЗЪ уравнений первой степени: 


и (иш’ пу’ НВ), 
д!. — = (тд! -|- 711)! -- ), 
ии Г. (2тх"' 7у!!' п). _ 


Всякое сочетане знаковъ даетъ систему уравнений; мы имфемъ восемь 
сочетанй; но замфтимъ, что если въ трехъ уравнемяхъ перемфнимъ знаки, 
то величины 7, 7%, й перемънятъ знаки, и кривая останется та же; сав- 
довательно, мы имфемъ только четыре рьшенйя. | 

Разстояве точки отъ прямой выражается хормулою, имъющею двой- 
ной знакъ; для всЪхъ точекъ, лежащихъ по одву сторону прямой, на- 
добно брать одинъ и тотъ же знакъ; другой знакъ для точекъ, лежа- 
щихъ по другую сторону. Мы знаемъ, что эллипсъ весь расположенъ съ | 
одной стороны относительно каждой его директрисы; парабола также рас- 
положена съ одной ‘стороны ея директрисы, между тЪмЪъ какъ каждая ди- 
`ректриса гиперболы проходитъ между двумя вЪФтвями кривой. Такимъ 
образомъ взять одинъ и тотъ же знакъ значитъ предпояожить, что три 
точкй принадлежать одной вфтви; взять разные зваки значитъ предполо- 
жить, что двЪ точки лежатъ на одной в$фтви, а третья на другой. 


`Задача ЖЕГ. 


268. Построить кривую вторало порядка, зная фокусь и три 
касательныя. | 

Положимъ, что задача решена. Если изъ Фокуса К опустимъ пер- 
пендикуляры на три касательныя и продолжимъ каждый изъ нихъ на 
величину, равную имъ самимъ, то получимъ три точки Н, Н’, НИ, при- 
надлежация управляющему кругу (0%. 155), центръ котораго будетъ 
второй Фокусъ Е”; радгусъ Е”Н этого круга равенъ оси 2а, проходящей 
‘черезъ оба Фокуса. Оба Фокуса Е и Е’и длина 24а опредфляютъ кривую 
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втораго порядка и притомъ одну. Очевидно, что эта кривая касается. 
трехъ данныхъ прямыхъ; дЪйствительно, пусть М бу- 
детъ ‘точка, въ которой рашусъ Ё’Н перес$каетъ 
прямую МТ; такъ какъ сумма или разность раду-. 
_совъ векторовъ МЕ’ и МЕ равна Е’Н или 24а, то 
точка М принадлежитъ кривой; кромф того прямая 
МТ, будучи‘ перпендикулярна къ срединз ЕН, есть 
касательная къ кривой ‘въ точкф М; такимъ обра- 
зомъ задача допускаетъ только одно рёшенте. 
Если три точки Н, Н’, Н/” лежитъ на прямой 
линш, то искомая кривая будетъ’ парабола, директриса 
_ которой есть эта прямая. 


Фиг. `155. 





Уравнене кривыхъ втораго порядка въ полярныхъ координатахъ. 


263. Возьмемъ за полюсъ Фокусъ ЕК, а за полярную ось, прямую, 
идущую отъ этого Фокуса къ смежной вершинз А. 

кривой. й м фиг. 156. 

| Разсмотримъ сперва эллипсъ; Фхокусъ ЕК возьмемъ 
за полюсъ, а за полярную ось линю ЕА (фи. 156). 
Мы нашли ($ 219) выражене разстоявя Фокуса отъ 
какой-нибудь точки М кривой 





а 4, 


и 


отнесенной къ ея осямъ; если будёемъ проектировать ломаную линю ОМ. 
на больтую ось, то получимъ 4 —= с - р 608 ®; замвнивъ х въ предъ- 
идущемъ уравненш этою величиною и означивъ черезъ е эксцентрици- 


С - 
тетъ -, получимъ р 
р Е 
( } р 1--2608 © 
Положимъ теперь, что кривая будетъ гипербола. Фокусъ Е’ ‘возьмемъ за 
 полюсъ, а линю Е’А’ (4%. 157) за полярную ось. Мы видфли ($ 233), 
что разстояше Фокуса Е’ отъ какой-нибудь точки кривой выражается Фор- 
мулою 
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ВЪ которой знакъ — соотвфтствуетъ 1$вой вфтви, а знакъ - правой вЪтви. 
г. 157 Нроектируемъ на поперечную ось ОХ. ломаную 
у лин1ю О’КМ; тогда получимъ х — — с Ч р 608%. 


и, Отсюда слёдуетъ, что первая вЪтвь гипер- 
‚болы выражается уравнешемъ - 





р 1 --ес08®’ 





вторая уравнешемъ 


о ры 

(2) Ака * --е 08 © 

Но если условимся отрицательные радгусы векторы откладывать по на- 
правленмю, обратному направленю, показанному угломъ о, то увидимъ, 
что уравнеше (1) выражаетъ обЪ вЪтви гиперболы. Пусть М’ будетъ какая- 
нибудь точка второй вфтви; ®«’ соотвётствующй уголь А’Е'М!, 0’ ра- 
`усъ векторъ Е”М”; по уравненю получимъ о’ =. Вьурав- 
ке р УР (2) ы в 1 ес08 ®' Вь урав 
нен1и (1) дадимъ углу о ры «! -- т; тогда получимъ 


м Вы аж 
Ри > Г’ 





такимъ образомъ для р получаемъ отрицательную величину -—— р’; но ве- 
личина о!’ л, данная ®, опред$ляетъ направлене Е’М,, противополож- 
ное Е”М’. Если о будетъ величина положительная, то ве надобно отло- 
жить по направленю Е’М,’; если р будетъ величина отрицательная — у’, 
то абсолютную величину 0’ надобно откладывать въ обратномъ направае- 
ни, т. е. по направленю Е’М!, что даетъ точку М’. Отсюда слфдуетъ, 
что уравнеше (1) выражаетъ об вЪтви гиперболы; первая вЪтвь выра- 
жается положительными величинами р, вторая -— отрицательными. 

Разсмотримъ, наконецъ, параболу; хокусъ Е возьмемъ за полюсъ, а 

фиг. 15° прямую КА шо направленю къ вершин (44. 158) за 
полярную ось. Тогда. получимъ ($ 245) 


. р 
р =5 т #. ‹ 


Проектируя на ось АХ ломаную линю АЕМ, получимъ 
какъ прежде 





\ 


25. аа О м 
Х = Б-р 608 (к — в) = 5 — р 608 5; 


— 
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откуда 


(3) . 2 ? — 1 оозо" 


Изъ всего предъидущаго видно, что уравнене (Т) выражаетъ три кривыя 
втораго порядка; кривая, будетъ эллипсъ, парабола или гипербола, смотря 
по тому, будетъ ли эксцентрицитетъ е менъе, равенъ или боле единицы. 


} 


ПРИМЪРЫ. 


1. Ми М’ суть нф ТОЧКИ параболы, _Р точки пересфчен!я касательныхъ, прове- 
РМ*® РМ?’ 
денныхъ въ этихъ двухъ точкахъ, и Е Фокусъ; доказать, что ИЕ - МЕ 


‚ Въ кривой втораго порядка перпендикуляръ, опущенный изъ Фокуса на ор 
И о сопряженный хорлд5, пересЪкаются на директрисз. 


3. Доказать, что полудламетръ эллипса или гиперболы есть средн! пропорщ- 


нальный между прямыми, которыя соедипяють Фокусы съ концами д1аметра, сопря- 
женнаго первому. 

4. Доказать, что въ равносторонней гиперболЪ разстояше какой-нибудь точки 
кривой отъ центра есть среднее при ижьное между разстоян!ями этой точки 
ОТЪ ФОКУСОовъ. 

5. Найти въ плоскости эллипса такой кругъ, чтобы длина касательной, проведев- 
ной къ кругу изъ каждой точки эллипса, была хункшя рацональная, цфлая и пер- 
вой степени относительно координатъ этой точки. 


Доказать, что сумма или разность касательныхъ, проведенныхъ изъ каждой точки 


эллипса къ пвумъ кругамъ, имфющимъ предъидущее свойство, есть величина по- 
стоянная. 

6. Найти геометрическое ит вершины постояннаго угла, описаннаго около па- 
раболы. 

7. Черезъ Фхокусъ параболы проводимъ хорду н на хордЪ, какъ на д1аметрЪ, опи- 
сываемъ кругъ, потомъ проволимъ къ кругу касательныя, параллельныя данной пря- 
мой; найти геометрическое м$сто точекъ прикосновения. 

8. Постоянный уголЪ обращается около Фокуса кривой втораго порадка; въ точ- 
кахъ, въ которыхь стороны угла пересфкаютъ кривую, `проводвмъ касательвыя 
къ этой кривой; найти геометрическое мЪсто точекъ пересЪчен!я этихъ касательныхъ. 

9. Данъ эллипеъ; въ какой-нибудь точк$ М проводимъ касательную, которую про- 
ДОлЖИМъЪ до точекъ пересфчешя Ри © съ касательными, проведенными къ концамъ 
большой’ оси; найти геометрическое м5сто точки перес$чен!я М прямыхъ Е'Р и Е, и 
точки перес$чен!я: №' прямыхъ ЕР и Е’(). Доказать, что 060$ точки М и №’ лежитъ на 
нормали къ точкф М. 

10. Дава кривая втораго порядка; с$кущая обращается около неподвижной точки Р; 


соединяемъ Фокусъ Е съ точками М и М', въ которыхъ онъ пересфкаетъ кривую; до- 
РЕМ РЕМ’ 
казать, что произведенге {г 5 ``. веть величина постоянная. 


11. Уголъ, подъ которымъ отъ Фокуса кривой втораго порядка видимъ отрЪзокъ 
движущейся касательной, заключающейся между двумя неподвижными касательными, 
есть величина постоянная. 


и: 
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12. Около параболы опис =треугозежикъ , точка перес$чен!я высотъ лежитъ на 
директрисЪ, а кругъ, описанный около треугольника, проходить черезъ Фокусъ. 

15. Если въ какой-нибудь точкЪ М эллипса проведемъ нормаль, то отрЪзокъ этой 
нормали, заключающийся между точкою М и малою осью, имфетъ проекщею на ра- 


дГусахъ векторахъ, Проведенныхъ изъ точки М къ А Фокусамтъ, длину, равную по- 
 ловин$ большой оси. 


14. Отрфзокъ нормали, заключающейся между точкою М и большой осью, и 
проекщею на рад!усахъ векторахъ длину, равную параметру эллипса. ®, 

15. ДвЪ кривыя втораго порядка имЪфютъ общ Фокусъ; если изъ этого Фокуса 
проведемъ радтусы векторы къ концамъ какого-нибудь даметра одной изъ этихъ кри-. 
выхъ, то сумма или разность отношен!й этихъ рад!усовЪ къ радтусамъ второй кривой, 
которая имфетъ то же направлене, есть величина постоянная. 


1. Продол жаемъ рад!усы векторы, которые идутъ отъ какой-нибудь точки м 
эллипса къ двумъ Фокусамъ Г и Е', до точекъ ихъ перес5ченя Ри © съ кривой; до- 
казать, что сумма РО есть величина постоянная. | 

11. Картушка компаса, составленная изъ т радусовъ, обращается ‘около его 
центра, помфщеннаго въ Фокус$ эллипса; доказать, что сумма длянъ, отечитываемыхъ 
на каждомъ радгусф отъ Фокуса до точки, гд$ она пересЪ$каетъ эллипсъ, есть величана 
постоянная. 

18. Изъ какой-нибудь точки Р, находящейся въ плоскости эллипса, проводимъ 
касательныя къ этому эллипсу; ‘изъ точки Р опускаемъ на хорду прикосповеня АВ 
перпендикуляръ РС; прямая РС и АВ перес5каютъ малую ось въ В и Е; дока- 
зать, что кругъ, описанный на ОЕ, какъ на маметр$, пройдетъ черезъ два 5о- 
куса. | 

19. Даны два одноФокусные эллипса; черезъ точку Р проводимъ къ одному изъ 
вихъЪ касательныя, которыя перес5каютъ второй: первая въ А и В, вторая въ Си О!; 
показать, что получимъ с 

Же ч 1 1 
РА+РВ РС РО 

20. Описываемъ кругъ на большой оси эллипса, какъ на лтаметр®; ордината ка- 
кой-нибудь точки М эллипса пересфкаетъ кругъ въ точкё №; если черезъ о назовемъ 
уголъ, образуемый большею осью съ радгувомъ векторомъ. ЕМ, и черезъ и уголъ, обра- 
зуемый большею осью съ рамусомь ОМ круга, то получимъ 


1-е хх. 
о '—= а (1 — ес08 и), в“ У 85 


Означивъ черезъ 8 площадь эллиптическаго сектора АЕМ, получимъ также 


В (и о и). 


21. Равносторонняя гипербола, одноФокусная съ, эллипсомъ, перес5каетъ эллипсъ 
на сторонахъ прямаго угла, описаннаго около эллипса двумя равными хордами. 

29. Треугольникъ вписанъ въ параболу; если черезъ В назовемъ радусъ круга, 
вписаннаго въ треугольникъ, черезъ с, с', с''’ хорды, проведенныя изъ Фокуса парал- 
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хельно сторонамъ; черезъ 9, 9’, 6” углы, образуемые сторонами съ овью, то по- 
лучимъ 
В вт 0. вш 0/. зш 0” = р, ЗрВ? = сс". 

23. Пусть А будетъ вершина, Г Фокусъ параболы, (о, ®) (©', о”) координаты 
хвухъ точекьъ Ми М’ кривой; 6 {голь МЕМ’; 8 площадь сектора АРМ: А площадь. 
сектора МЕМ’; { длина хорды ММ’; доказать слфдующ!я употребляемыя въ астроно- 
мш Формулы: 











| 811 

ыы 9 ат Аа 

р=- 9 ЗИ’ 08 5 =Уе- ев, 
ос’ —9 И со? сов а 


оо В ом 
бб р) = 8 ( 3- в -). 


— . —— 9 


Ни ЧИ 608 о У те я=). 


АР -(] 


ГЛАВА: УШ. 


Коничесвия о%ченля. 


Теорема 1. 


264. Съчеме прямаю круоволо цилиндра какою-нибудь плоско- 
стию, наклонною кз основанию, есть эллитсв. 

Черезъ ось СС’ цилиндра (физ. 159) проведемъ плоскость, перпенди- 
кулярную къ с5кущей плоскости; эту плоскость | 
мы возьмемъ за плоскость Фигуры. Эта плос- 
кость перес$каетъ цилиндръ по двумъ про- 
тивоположнымъ, образующимъ С”, НН', а 
свкущую плоскость на прямой АА’. Опишемъ 
въ плоскости Фигуры два круга С и С’, каса- 
тельные къ ‘прямой АА’ и двумъ образую- 
щимъь С@’, НН’ цилиндра; для этого на- 
добно раздфлить углы А и А’ пополамъ и 
продолжить эти лини до пересёчевя ихъ въ ( 
и С’ съ осью цилиндра. Если изъ точки С, 

Брю и БукЕ. ГЕОМЕТРиЗ. 


Фиг. 159. 
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какъ центра, радлтусомъ цилиндра опишемъ кругъ, то этотъ кругъ кос- 
нется образующихъ въ точкахъ (ти Н, а прямой въ точкф Е; кругъ 
описанный изъ точки С”, какъ центра, булетъ касаться этихъ же обра- 
зующихъ въ точкахъ С’ и Н/, и прямой АА! въ точкф Е”. Представимъ _ 
теперь, что Фигура обращается около оси СО’; тогда образующая СС” 
опишетъ поверхность цилиндра, а два круга опишутъ два шара, вписан- 
ные въ Цилиндръ и касаюциеся его внутри: первый прикасается по ок- 
ружности болышаго круга ОН, второй по окружности болышаго круга 
С/Т/Н’. Кром того оба шара касаются данной плоскости; первой въ. 
точк$ К, второй въ точкз Е’. Дъйствительно, плоскость Фигуры и дан- 
ная плоскость перпендикулярны между собой; прямая ОЕ, которая прове- 
дена въ первой плоскости перпендикулярно къ ихъ пересфченю АА’, пер- 
пендикулярна ко второй _ плоскости; плоскость АМА’, будучи перпен- 
дикулярна къ концу рамуса СЕ, есть касательная къ шару С въ 
точк5 К. Точно также увидимъ, что эта плоскость касается шара С? въ 
точкв Е’. 

Пусть. АМА’ будетъ кривая, по направленю которой сфкущая плос- 
кость пересЪкаетъ цилиндръ; мы докажемъ, что эта кривая есть эллипсъ, 
Фокусы котораго суть точки К и Е’. Соединимъ какую-нибудь точку М 
этой кривой съ двумя точками ЕК и Е’; черезъ точку М проходитъ обра- 
зующая 1], цилиндра; эта образующая касается верхняго шара въ точкЪ 
Т,, нижняго — въ точкЪ$ Г’. Двф прямыя МК, МГ, касательныя, проведен- 
ныя ИЗЪ ОДНОЙ И ТОЙ же точки М къ шару, равны; точно также двъ 
прямыя МЕ’, МТ/ касательныя, проведенныя изъ точки М къ нижнему 
шару, равны. Такимъ образомъ сумма радусовъ векторовъ МЕ -|- МЁ', 
равна МГ, -- МГ", т. е. отрфзку М, образующей, заключающемуся 
между двумя кругами прикоеновеня; этотъ отрфзокъ есть величина по- 
стоянная, потому что при вращательномъ движени около СС’ образуюптая 
СС’ совпадаетъ съ ТЛ/. Отсюда видно, что сумма разстоян!й каждой точки 
кривой отъ двухъ неподвижныхъ точекъ Е и Е’ есть величина постоянная 
и равна СС/!; изъ этого заключаемъ, что кривая есть эллипсъ, Фокусы 
котораго суть Еии Е”. 

265. Примьчаве. Пряамыя ОЕ, О’Е,, пересъченя съкущей плоско- 
сти съ плоскостями круговъ @Н, @”Ну, по направлению которыхъ впи- 

санные пары касаются цилиндра, суть директрисы эллипса. Дфйствительно, 
проведемъ черезъ точку М плоскость, перпендикулярную къ оси цилиндра; 
эта плоскость пересьчетъ цилиндръ по кругу МММ’. Прямая ОЕ, пере- 
съчене двухъ плоскостей, перпендикулярныхъ къ плоскости Фигуры, пер- 
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пендикулярна къ этой плоскости и, слБдовательно, къ прямой АА’; то же 
самое скожемъ и о прямой МР, пересьчени плоскости круга съ сфку- 
щей плоскостью. Такъ какъ радусъ векторь МЕ равенъ МТ, или МС, а 
‘перпендикуляръ, опущенный на директрибу ОЕ изъ точки М, равенъ 
РО, то отношение разстоянй точки М отъ Фокуса и отъ директрисы 


равно -—; но такъ какъ РМ и С параллельны, то это отношеше равно 


РО’ 
отношен!ю АС къ АБ, которое есть величина постоянная, потому что эти 
дв$ послфды!я величины постоянны. Фокусу Е соотвтствуетъ дирек- 
триса РЕ; фокусу Е’ директриса О’Е”. 


Теорема Ш. - 


266. Съчете прямаю крузовио конуса плоскостью есть кривая 
вторало порядка. <” 

Черезъ ось конуса проведемъ плоскость, перпендикулярную къ овну: | 
щей плоскости; эта плоскость пересзкаетъ 
конусъ по ‚двум образующимъ ЭС, ЪН, 
а съкущая плоскость по прямой АА”. 

в. Разсмотримъ прежде случай, когда 
` прямая АА!’ пересъкаетъ двЪ образу- 
юшя ЭС, БЭН по одну оторону вер- 
шины № (44. 160). Опишемъ два круга 
О и О! касающщеся прямой АА! и двухъ 
реберъ С’, БН!. Если ‹хигуру повер- 
немъ около оси 80’, то ребро ЭС! опишетъ 
конусъ, а два круга опишутъ два шара, 
касаюциеся конуса по направленю кру- 
говъ прикосновеня (@Н, ©'Н!. Сзкущая 
плоскость будетъ касаться одного изъ ша- 
ровъ въ точкБ Е, потому что она перпендикулярна къ концу радтуса ОЕ; 
она будетъ также касаться другаго шара въ точкф Ё”. 

Пусть М будетъ какая-нибудь точка кривой пересфченя; образую- 
щая ВМ, проходящая черезъ эту точку, касается шаровъ въ точкахъ [ 
и Г; соединимъ точки М съ Ки М съ Г. Прямыя МЕ и МЕ равны, 
какъ касательныя, проведенныя изъ одной и той же точки М кь шару О; 

14° 


Фиг. ©. 
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прямыя МЕ’ и МГ/ равны, какъ касательныя, проведенныя изъ точки М 
къ шару О’; сл5довательно, получимъ 
МЕ -- МЕ’ — МГ -|+ МГ — Г... 

Но отрфзокъ Ш.’ образующей, заключающийся между параллельными кру- 
гами СН, С’Н’, есть величина постоянная и равенъ СС’. Слёдовательно, 
сумма разстоянй каждой точки кривой отъ двухъ неподвижныхъ точекъ 
Ги Е’ есть величина постоянная, и, слЪфдовательно, эта кривая есть 
эллипсъ, точки котораго К и Е” суть Фокусы. 

Постоянная сумма ОС” равна большей оси АА’. Если черезъ точку А 
проведемъ линю А’К параллельно СП, то‘на образующей опредьлимъ 
отрёзокъ АК, который будетъ равенъ`Ффокусному разстояню ЕЕ’, по- 
тому что если оть равныхъ величинъ СС’ и АА” отнимемъ съ одной сто- 
роны АС и КС’, съ другой стороны равныя величины АЕ и Е’А’, то 
получимъ двЪ равныя величины АК, ЕЕ’. | 

Разсмотримъ прямыя ОЕ, 0”Е/”, по направленю которыхъ сзкущая 
плоскость пересъкается плоскобт1ю круговъ прикосновеня СН, СН’. Если 
изъ точки М опустимъ перпендикуляръ МР на большую ось, то разетоя- 
не точки М отъ прямой ОЕ будетъ равно РО. Пусть МММ’ ` будетъ 
параллельный кругъ, который проходитъ черезъ точку М; длина МК или 
м равна СХ. Такъ какъ ОС и РМ параллельны, то получимъ. 


см __ 6 __ АК 
ОР ыы — АА! 


Такимъ образомъ разстояня нажией точки эллипса отъ Фокуса Е и отъ 
прямой ОЕ относятся между собою, какъ разстояне Фхокусовъ къ большой 
оси. Эта прямая ДЕ есть одна директриса эллипса; прямая О’Е” есть 
вторая директриса. 

` Фиг. 161. 2. Если прямая АА' пересъкаетъ обф образую- 
шя 8С и ЗН по обфимъ сторонамъ вершины (фи. 
161), то получимъ 


МЕ’ — МЕ == МЬ' — МЬ = Ш! = 66. 


Разность разстоян!й каждой точки кривой отъ двухъ 
точекъ Е и Е’ есть величина постоянная; эта кри- 
вая есть гипербола, которая Фокусами имфетъ двЪ 
точки Ки Е’. Прямыя пересфченя съкущей п.лос- 
кости съ плоскостями прикосновеня суть также ди- 
 ректрисы гиперболы. 

8. Положимъ, наковецъ, что прямая АА’ парал- 
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лельна ребру ЭН (фи. 162); опишемъ шаръ, касающейся конуса по на- 
правлению круга СН и сфкущей плоскости въ Е. 
Пусть РЕ будетъ. нересвчене сфкущей плос-_ 
кости съ плоскостью круга прикосновешя СН. 
Черезъ точку М съчешя проведемъ прямую МЕ 
перпендикулярно къ ОЕ и образующую ВМ, 
которая пересфкаетъ кривую прикосновеня въ 
точкв [;; прямая МЕ будетъ параллельна АА’! 
и ЭН; слфдовательно, три прямыя МЕ, `ВМ, 
‚ЭН находятся въ.одной плоскости, а три точки 
Н, Г, Е лежать на прямой `пересфченя плос- 
кости прикосновеня съ предъидущей плос- 
костью. Треугольники МЕ, НЭГ, подобны, и такЪ какъ Вт, равно ЭН, то 
МГ = МЕ; но МГ, — МЕ, какь касательныя, проведенныя изъ точки М 
кь шару; слфдовательно, МЕ = МЕ. Такимъ образомъ, кривая есть па- 
рабола, точка К которой есть Фокусъ, а ОЕ — директриса. 

Этотъ прекрасный способъ находить свойства хокусовъ и директрисъ въ 
кривыхъ` втораго порядка принадлежитъ Данделену. 

267. Помъстиить кривую вторало порядка на данном конус. 

1. Вривая есть эллипсъ. Въ треугольникь АА'К (4. 160) извЪетны 
дв$ стороны АА’, АК, изъ которыхъ одна есть большая ось, а дру- 
гая разстояше ‹Фокусовъ; уголъ, противолежаний АА’, есть дополнеше 
половины угла при вершин конуса. Такъ какъ большая ось больше 
Фокуснаго разстояня, то всегда можно построить этотъ треугольникъ,; 
перпендикуляръ, возставленный изъ средивы А’К, опредФлаетъ точку 
э, и, слфдовательно, все, чъмъ опредфляется положене съкущей плос- 
кости. | | 

2. Кривая есть гипербола. Въ треугольник АА'К (фи. 161) извъетны 
также дв стороны и уголъ, противоположный одной изъ нихъ; но такъ 
какъ сторона, противолежащая данному углу, есть самая меньшая, то 
построене треугольника не всегда возможно. Для этого надобно, чтобы 
а > с 605 у (гдБ За есть поперечная ось, @с разстоянме Фокусовъ гипер- 


Фиг. 162. 





` | & 
болы, 29 уголъ при веритчн$ конуса); откуда с08 у < -‚ И слфдовательно 


608 7 < 6083 0, называя черезъ @ уголь асимитоты съ болышою осью; 
че уголъ асимптотъ долженъ быть мензе угла конуса. 

. Данная кривая есть парабола. Соединивъ центръ О шара съ точ: 
кою а составимъ прямоугольный треугольникъ ОСА (фи. 162), въ 
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которомъ извфстна сторона АС, равная половинф параметра параболы, 
и ОДС дополнительный у. Построивъ этотъ треугольникъ, возставляемъ 
перпендикуляръь ОБ на ОА и продолжаемъ до пересфченя съ АС; зная 
разстояне ЮА, задача будетъ ръшена. 

Итакъ на данномъ конус можно ПОМФСТИТЬ `В эллипсы, параболы 
и всЪ гиперболы, въ которыхъ уголь асимптотъь менфе угла конуса. ` 

268. „Замъчане. Положимъ, что шары, которые мы употребляли 
прежде, всегда будутъ вписанными въ конусъ, но будутъ пересзкать 
съкущую плоскость; для этого необходимо, чтобы образующие круга ка- 
сались двухъ линй юА, РА’ и пересфкали АА’; пересвчен!я шаровъ 
съкущею плоскостью суть круги, и мы видимъ, что въ эллипсв или въ 
‚ гипербол$ сумма или разность касательныхъ, проведенныхъ къ этимъ кру- 
гамъ изъ какой-нибудь точки кривой, есть величина постоянная; въ па- 
раболв, касательная, проведенная къ кругу изъ какой-нибудь точки кри- 
вой, равна разстояню этой точки отъ опредфленной прямой. 

Гречесме геометры знали о кривыхъ втораго порядка, какъ о сЪче- 
няхъ конуса съ круговымъ основашемъ плоскостью. Аполлонъ (умер- 
ний за 241 лБтъ до Р. Х.) написалъ восемь томовъ о коническихъ сЪче- 
няхъ, въ которыхъ онъ излагаетъ все, что было найдено до него. Со- 
чинен!е Аполлона заключаетъ главныя свойства коническихъ сфченй; мы 
изложили двз теоремы о сопряженныхъ д1аметрахъ.($$ 162, 168 и 145), 
свойство асимптотъ гиперболы, элементарныя свойства Фокусовъ. 


: | ``’ ГЛАВА 1Х. 
Опред%лен1е коническихъ сфчений. 


269. Общее уравневе втораго порядка | 
Аа? | Вху - Оу? -- Оз -- Е Е =0 


содержитъ шесть коеффищентовъ; но такъ какъ всЪ члены можно раздфлить 
на одинъ изъ коеффищентовъ, лишь бы только этотъ  коефФищентъ не 
былъ равенъ нулю, то увидимъ, что уравнев!е будетъ содержать только 
пять произвольныхъ параметровъ, именно отношен1я пяти `коеффищентовъ 
къ шестому. Чтобы опредзлить кривую втораго порядка, надобно имъть 


х 


/. 
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величины пяти параметровъ или пять соотношевй между этими пятью 
параметрами; но въ этомъ случа необходимо изсл5довать, допускаютъ ли 
пять условныхъ уравнешй систему дЪйствительныхъ рёшенй и, кромЪ того, 
выражаетъ* ли соотвтствующее уравненте второй степени кривую; сколько 
пять условныхъ уравневшй будутъ имфть дЪйствительныхъ рфшен!й, имю- 
щихъ это свойство, — столько роня кривыхъ втораго порядка, ие 
ряющихъ даннымъ услов1ямъ. 

Вообще соотношеня между параметрами происходятъ `ИЗЪ геометриче- 
скихъ условй, которымъ должна удовлетворять кривая. Такимъ образомъ 
можно требовать, чтобы. кривая проходила черезъ данныя точки, чтобы 
она была касательная къ данвымъ прямымъ, и т. д. Если кривая прохо- 
дитъ черезъ данную точку, то это услове выразимъ, написавъ, что коор- 
динаты точки удовлетворяютъ уравненю кривой; откуда получимъ соотно- 
шене между коеффищентами. Ёсли кривая касается данной прямой, то 
это ‘услое выразимъ, написавъ, что уравнеше, опредъляющее абсциссы 
точекъ пересфченя кривой съ прямою, имфетъ два равные корня; откуда 
получимъ также соотношение между коефФищентами. Геометрическое усло- 
в1е, которое выражается одвимъ соотношенемъ. между коехфищентами, 
разсматривается какъ простое услове. Геометрическое условше, которое 
выражается. двумя соотношенями, разематривается какъ двойное; если, 
‘напримзръ, требуется, чтобы кривая касалась данной прямой въ данной 
точкв, то уравнен1е, опредфляющее абсциссы точекъ пересъчешя; должно 
допускать данный двойной корень; отсюда найдемъ два соотношения 
между коехфищентами; слБдовательно, изложенное геометрическое. усло- 
ве должно считать за два’ простыя условя. Шоэтому говорятъ, что 
для опредфлетя кривой втораго порядка надобно пять геометрическихъ 
условий. у | 

Если желаемъ, чтобы кривая была парабола, то коехфищенты должны 
удовлетворять уравнене В* — 4АС —0; такъ какъ уравнеше. содержитъ 
только четыре произвольные параметра, то парабола ори четырьмя 
_ условиями. 

Точно также, если желаемъ, чтобы кривая была равносторонняя ГИ- 
пербола, то надобно, чтобы двф прамыя, которыя выражаются уравне- 
немъ Аз? -- Вху Оу’ = 0 и которыя параллельны асимптотамъ о 
($ 130), были перпендикулярны между собою; отсюда находимъ соотно- 
шете между коефФищентами. Если оси координатъ будутъ прямоугольны, 
‘То это соотношене будетъ А -- С — 0. СлБдовательно, для опредвлевя 
равносторонней гиперболы достаточно четырехъ условай. 


\ 
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Прежде, нежели идти далфе, обобщимъ опредфленя, чтобы избЪ- 
жать ограничивающих ‘условй при изложенши теоремъ о мнимыхъ рше- 
НЯХЪ. 


Жнимькя точки и шрямыхя. 


— 


270. Дьйствительныя величины ди у опредзляютъ точку плоскости: 
по аналойи мы будемъ называть мнимою точкою мнимыя величины х 
и у. Если дв системы мнимыхъ величинъ будутъ всегда я = а-Ё @, 
у = с и =а-— м, у — с — &, то мы будемъ говорить, что 
дВ$ мнимыя точки суть сопряженныя точки. 

Уравнензе первой степени Ах -- Ву - С = 0 съ дйствительными 
коеффишентами удовлетворяется координатами безконечнаго числа дЪй- 
_ ствительныхъ точекъ, геометрическое мЪсто которыхъ есть прямая линия; 
но оно удовлетворяется такъ же безконечнымъ числомъ системъ мни- 
мыхъ величинъ, даваемыхъ для д и 9. Дъйствительно, если х дадимъ 


какую-нибудь мнимую величину, то дая у найдемъ соотвзтетвующую. 


мнимую величину. Если для д дадимъ дв$ сопряженныя мнимыя ве- 
личины, То дв соотвфтетвуюция величины 9 будутъ также сопря- 
женвныя. (_ 56 | 
По аналоги мы будемъ’ называть мнимою линею совокупность р$ше- 
ый уравнен1я первой степени съ мнимыми коехфишентами. ЗамЪтимъ, 
что мнимая прямая проходитъ черезь дЪйствительную точку. ДЪйстви- 
тельно, пусть | 


(УЗ Ато о -- ФЕ Вид у + О. 


(Ат -- Ву + С°) Е (Аих + ВИу + С") = 0. 


будеть мнимая прямая. Это уравнене будетъ удовлетворяться координа- 
тами точки пересвченя двухъ дйствительныхъ прямыхъ 


_ А Ву О = 0, А"х Виу -- С” = 0. 


Такъ какъ общее‘ уравнение первой степени содержитъ три коефхфищента, 
а ся довательно, два произвольные параметра, дв точки дфйствитель- 
выя или мнимыя, то оно опредъляетъ прямую. Если черезъ 5’, у', 5”, у" 
назовемъ координаты двухъ данныхъ точекъ, то. уравнене прямой, про- 
ходящей черезъ эти дв точки, будетъ. | 
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х — т 





и. 
ж/!— 1. у" — 
Прямая, проходящая черезъ двф мнимыя сопряженныя точки, есть дЪй- 
ствительная прямая. Въ-самомъ дфлЬ, пусть 2’ — а -- 6%, у!’ = а %, 
х" — а — 6%, у" = с — $; тогда уравнене прямой ‚будетъ 


Точка, координаты которой суть 


47 —. о р : сае-ь в 


д # 





называется срединою прямой, соединяющей дв данныя точки; если объ 
точки будутъ  сопряженныя мнимыя, То средина будетъ дъйствительная 
точка. | | | | а 
Алгебраическое уравнеше Х (5, у) = 0 съ дьйствительными коеффи- 
щентами удовлетворяется вообще координатами безконечнаго числа дЪй- 
ствительныхъ точекъ, образующихъ кривую; оно удовлетворяется также ко- 
ординатами безконечнаго числа мнимыхъ точекъ, - сопряженныхъ попарно. 
Если коеффищенты будутъ мнимые, то уравненве всегда допускаетъ без- 
конечное число мнимыхъ рЪшенй, но дфйствительныхъ рфшевй только 
ограниченное число. у 
Два уравненя, изъ которых. ‘одно первой степени, а другое второй 
степени относительно 1 и Ч, допускаютъ дв системы рёшенй. Поэтому. 
говорятъ, что прямая перес$каетъ кривую втораго порядка въ двухъ дЪй- 
‚ ствительныхъ или мнимыхъ точкахъ. 
_ Дъйствительная прямая пересЪкаетъ дЪйствительную кривую втораго по- 
рядка, въ двухъ точкахъ, которыя будутъ дБйствительныя или сопряженныя 
мнимыя. Это позволяетъ намъ объяснить случай, который представлялся уже 
НЪСколЬко ‚разъ. сли, напримЪръ, ищемъ геометрическое мъсто ‘срединъ 
параллельныхъ хордъ въ эллипс$ъ, то вычисленемъ найдемъ неопред$лен- 
ную прямую; между тЪмъ какъ геометрическое м$сто, по геометриче- 
скому опредфлению, состоитъ только изъ части внутренняго дламетра эл- 
липса; вншня сфкушия пересъкаютъ эллипеъ въ.двухъ сопряженныхъ 
мнимыхЪ точкахъ, средина хорды будетъ также дфиствительная точка, а 
даметръ продолжается такимъ образомъ внф кривой. 
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ШересБчете двухъ кривыхтъ втораго ме 


271. ` Замьтимъ прежде, что если дв кривыя сливаются, т. е. если 
оба уравнения удовлетворяются. одн$ми и тфми же системами величинъ 
перемвнныхъ хи у, то коеффищенты будутъ пропорщональны. Дфйстви- 
тельно, такъ какъ уравнения, расположенныя относительно у 
(1) Су" + (Вз + Ву + (А + 02+ Е =0, 

(2) СРВ - Ру (АО Е"=0. 
имзють одни и тБ же корни при одной и той же величин 2, то получимъ 
С _ ВЕ __ А ре Е 
С’ ВЕ -НЕ’” А! р Е”? 
и такъ какъ это должно имфть м$сто при всякой величин$ х, то заключаемъ, 
что | 
ВВ. ый 
ВЕ ВЕ АДР "ре 7 
Обратное заключене также справедливо; въ самомъ дфл6, если коеффи- 
щенты пропорщональны, то оба уравнения, очевидно, тожественны,. и объ 
 кривыя сливаются. | 

Во всемъ послфдующемъ мы будемъ предполагать, что кривыя раз- 
личны; т. е. что коехфищенты не пропорцюнальны. Разсмотримъ прежде 
случай, когда коеффищенты Си (С” не равны нулю. Если умножимъ 
уравнен!я соотв$тственно на С’ и С, то, исключивъ у”, получимъ уравне- 
н:е вида | | 
(3) - (Ве-РЕру + (А+ Ре Е) = 0 
которое съ уравненемъ (1) составляетъ систему одинаковую съ систе- 
мою двухъ данныхъ уравнешй (1) и (2). Пять коехФфищентовъ В,, -Е,, 
А, О,, Е, не могутъ въ одно время равняться нулю, потому что если 
бы они были равны нулю, то коефхищенты уравненй (1) и (2) были бы 
пропорцюнальны. Если два коефхфищента В, и А, будутъ равны нулю, 
то уравнеше (3) обратится въ А,2? -|- рх Е Е, = 0; оно даетъ для 
2 дв величины; каждой изъ нихъ по уравненю (1) будутъ соотвЪтство- 
вать двЪ величины 4; и слБдовательно всзхъ ршений будетъ четыре. По- 
ложимъ, что два коехфишента В, и Е, не равны‘ нулю, въ одно время; 


% 


Е 
тогда вообще величина 1 — —-‘ которая обращаетъ въ нуль коеффи- 
8 


центъ при 9 въ уравнени (3), не будетъ обращать въ нуль многочленъ 
А, 2 -- 0,2 + Е,; такъ какъ величина В,2 -- Е, при вефхъ рышеняхъ 


ОПРЕДВЛЕНЕ КОНИЧЕСКИХ СЪЧЕШИ. — 219 


уравненя (3) не равна. нулю, то ВЪ ЭТОМЪ случа это ыы можно 
прод» ВЪ ВИДЪ 


> А, 2? - О. | Е, 
` 94 у м Ве -Е, 9 


внеся эту величину 9 ВЪ а (1), получимъ уравнене четвертой 
степени . | 


(4) ох“ -- а,2° -- ал? -- аз - а, = 0, 


которое, въ соединеши съ уравнешемъ (3), составляетъ систему, тоже- 
ственную системБ двухъ уравненй (1) и (3), и, сл довательно, данной си- 
стемз. Пять коеффищентовъ уравненя (4) не могутъ въ одно время рав- 
няться нулю, Потому что, если бы они были равны нулю, то оба дан- 
ныя уравнемя были’ бы .тожественны, потому что уравнеше (4) обра- 
щается въ тожество. Уравнение (4) даетъ для д четыре величины; каж- 
дой изъ нихъ, по уравнению (3), соотвфтствуетъ одна величина У: та- 
кимъ образомъ для данной системы получимъ четыре р5шетя. 


\ 
1 


Е 2 
Если бы величина х — — в обращала въ нуль многочленъ А, < 
1 


р, #- Е,, то уравнеше (3) было бы вида 
(В, 2+ Е) (утери) =0 


и разложилось бы на два различныя уравнешя В,  -- Е, = 0, у-+- тл 


Е | ы ви. 

-- ^ = 0; первое даетъ величину х — — 5» которой, по уравнению (1), 
4 

СсоОТВЗТСтТвуютъ ДВЪ величины 2; изъ втораго находимъ у — — ту — п; 


а замфнивъ въ уравнени (1) у этой величиною, получимъ уравнеше вто- 
рой степени относительно т, которое даетъ два новыя рфшешя; такимъ 
образомъ всвхъ рёшевй будетъ четыре. Но можетъ случиться, что это. 
послднее уравнене второй -степени относительно х обратится въ тожество; 
въ этомъ случав координаты всфхъ точекъ прямой у -- их + п =0 
удовлетворяютъ двумъ даннымъ уравнешямъ, которыя тогда будуть Вых 
жать пары прямыхъ, изъ которыхъ дв совпадаютъ. 

Если бы одинъ изъ коеффищентовъь С или С’ быль равенъ нулю, то 
одно изъ данныхъ уравнен!й было бы вида (3), и тогда мы повторили 
бы все то, что было сказано. 

_Разсмотримъ теперь случай, когда оба коехфищента (С и С! равны нулю. 


Е 
Если величина х — — 5» Которая обращаетъ въ нуль коеффищентъ при 
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у въ уравнении (2), не обращаетъ въ нуль многочлена Д!х* + 2% - Е’, 
то изъ этого уравненйя получимъ 


9 Аа? ре Е" 
Я — — %*7 ! / ) 
Ве Е’ 


и, внеся въ уравнеше (1), получимъ уравневе третьей степени относи- 


. / 
тельно 1, которое даетьъ три рфшешя. Если величина д — —= обра- 


щаетъ въ нуль многочленъ ЛД’ -|- О’ {- Е’, то уравнеше (2) предста- 
ВИТСЯ ВЪ ВИДЪ 


(В’х Е Е’) (у - те + п) = 0, 


и выразитъ` двё прямыя В’ -- Е’ = 0, у = тх - п —= 0, пересзкаю- 
щ1я кривую (1), изъ которыхъ первая пересвкаетъ въ одной точкф, вто- 
рая въ двухъ точкахъ. Можетъ случиться, что одна изъ этихъ прямыхъ 
будетъ принадлежать лини! (1); въ этомъ случаЪ данныя уравнен!я выра- 
зять пары прямыхъ, изъ которыхъ двЪ совпадаютъ. Изъ всего предъиду- 
щаго заключаемъ, что двЪз линш втораго порядка не могутъ имбть болЪе 
четырехъ общихъ точекъ, если только эти лини не будутъ парами пря- 
мыхъ, изъ которыхъ дв совпадаютъ. Если коеффищенты двухъ данныхъ 
уравнев!й будутъ дЪйствительные, то четыре обиия точки будутъ дЪй- 
ствительныя или сопряженныя мнимыя. 
272. Легко составить уравнеше (4), которое опредфляетъ абсециссы 
и точекъ, общихъ двумъ кривымъ втораго порядка. Пусть Ау? Е 
Ау А, =0, А’. |- А’у -|- А, = 0 будутъ два данныя уравнения, 
въ которыхъ А’, и ДА’, означаютъ постоянныя, А, и А’, многочлены пер- 
вой степени, относительно 2; А,и А’, многочлены второй степени. Умно- 
живъ эти уравнен!я, соотвфтственно на А’ и А., и вычтя ихъ, получимъ 


(А.А’, — АКА) у - (Аз А’, — А’, А,) .5й 


Умноживъ на А, и А’,, вычтя и сокративъ множитель у, получимъ точно 
также 


(А.А’, = Ва) у —- (А, А’, 5 А’, А,) = 


Исключивъ изъ этихъ ‚ двух Е у, получимъ уравнене четвертой 
степени 


(А.А’, в Во!'А,) (А.А, я А’, А ,) о (Ао А’, о А’, А, = 0 
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273. Примюиище. Уравнеше второй степени съ мнимыми коефФищен- 
тами не можетъ имфть боле четырехъ дъйствительныхъь рфшен!й.. Дъй- 
ствительно, первая часть уравненя имфетъ видъ © | 5, ГД ив, 
означаютъ дЪйствительные многочлены второй степени. Еели уравнен!е 
удовлетворяется дЪйствительными величинами хи 9, то получимъ отдфльно 
Ре дъйствительныя точки геометрическаго м$ста `будутъ 
точки, обимя двумъ дфйствительнымъ кривымъ В — 0, 5, = 0. | 


Есорома Я. 


274. Через данныя пять точенз можно и кривую вто- 
ра40 порядка, и притом только одну. 

Пусть Аз? -- Ву -- Су? -- Ох - Еу + Е = 0 будетъ общее урав- 
нене кривыхъ втораго порядка; если черезт 2’ и у означимъ От 
одной изъ точекъ, то позучимъ пать соотношений вида 


Але —- Ва’ 1П -|- Су’? —- ПБ»! - у! р К — 


между отношенаями пяти коеффищентовъ къ шестому. Уравнен!я, будучи 
первой степени, имфютъ вообще одно р5шене; однако же надобно изсл$- 
довать, не будетъ ли невозможныхъ случаевъ. Способъ, которому мы по- 
сл6дуемъ, позволитъ намъ избЪжать. этого сложнаго .изелфдованля. 

Положимъ прежде, что изъ пяти данныхъ точекъ а, 6, с, Ч, е три 
не лежатъ на одной прямой (физ. 163). Первыя четыре точки суть вер- 
шины четыреугольника 2064. Означимъ для краткости черезъ «== 0, 
8=0 уравнев!я двухъ противоположвыхъ сторонъ аб и с4; черезъ 
у —= 0, 9—0 уравнешя двухъ другихъ противоположныхъ сторонъ 6с и 
Да. ие уравнеше 


(5) ` «8 — Ад —= 0, 
которое содержитъ произвольный параметръ Ё. Такъ какъ буквы а, в, у, 3 
означаютъ многочлены первой степени относительно Фаг 163. 


д и У, то уравнеше будетъ второй степени; коор- 
динаты точки а, въ которой пересЪкаются прямыя 
аб и а4, обращаютъ въ нуль оба многочлена ди, 
а слБдовательно удовлетворяютъ уравнению (5); то 
же самое ` найдемъ для трехъ другихъ точекъ 6, с, 4. 
Такимъ образомъ кривая, выражаемая уравненемъ 
(5), проходитъ черезъ четыре точки а, 6, с, 4. Иа- 
‚раметръ можно опредфлить такъ, чтобы кривая 
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проходила черезъ пятую точку е. Означимъ черезъ а’, В’, у, д’ величины 
многочленовъ а, В, 7, 9, когда въ нихъ хи у замфнимъ координатами 2! и у! 
ЕК о! 
точки е; тогда получимъ х!’В! — Ку'0' — 0; откуда А — ат. Взявъ для К 
- }. о \ 

эту величину, получимъ кривую втораго порядка, проходящую черезъ ‘дан- 
ныя пять точекъ. | 

Мы нашли кривую второй степени, проходящую черезъ данныя пять 
точекъ. Другой кривой не будетъ; дЪйствительно, такъ какъ изъ пяти 


_ данныхъ точекъ три не лежатъ на прямой линш, то ливя втораго порядка, 


проходящая черезъ эти пять точекъ, не можетъ обратиться въ двЪ прямыя, 
но мы видфли, что дв кривыя втораго порядка, которыя не’ состоятъ изъ 
прямыхъ лин, по большей мфрз имфютъь четыре. обпия точки, 
Положимъ, что изъ пяти данныхъ точекъ три с, 4, е лежатъ на пря- 
мой линш; тогда прямая се, имя три обиия точки съ геометрическимъ 
мфстомъ, будетъ принадлежать геометрическому мъ$сту, которое будетъ 
состоять тогда изъ прямой се, и второй прямой, проходящей черезъ 
двф друмя точки аиб. Уравневше геометрическаго мфста будетъ «В — 0, 
которое получимъ изъ предъидущаго уравнен1я, положивъ въ немъ & — 0. 


Если изъ пяти данныхъ точекъ четыре будутъ лежать на одной пря- 
мой, то мы получимъ неопредЪленность. Въ этомъ случаЪ геометрическое 
мъсто будетъ состоять изъ этой прямой и какой-нибудь прямой, прохо- 
дящей черезъ пятую точку. 


275. Примъчаве ТГ. Уравненше «8 — Куд —= 0, въ которомъ Ё озна- 
чаетъ произвольный параметръ, выражаетъ вс кривыя втораго порядка, 
проходящия черезъ четыре точки а, 6, с, {; потому что пятая точка опре- 
дълитъ кривую, и параметру можно всегда дать такую величину, чтобы 
кривая проходила черезъ эту пятую точку. 

Такъ какъ можно положить, что буквы а, В, у, $ означаютъ разстояния 
какой-нибудь точки, имфющей координатами хи 1, отъ сторонъ чер» 


угольника, то уравнеше =", — — А выражаетъ, +170 произведене разстоянй 


какой-нибудь точки коническало съчентя 0т5 двух противоположеныхь 
сторонз вписаннаю четыреуюльника, находится в постоянном от- 
ношении с5 произведенемз разстоянй этой же точки отз двух дру- 
ить стофронв. 

Вообще, если черезъ- 8 — би 5, =0О означимъ уравненя двухъ 
кривыхъ втораго порядка, то уравнеше ® — А, = 0, въ которомъ А 
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есть произвольный параметръ, выразитъ вс кривыя втораго порядка, 
проходящия черезъ четыре точки, обииая съ двумя первыми кривыми. 

276. Примъчаме П. Опредфлимъ теперь параболу, проходящую 
черезъ четыре данныя точки а, 6, с, 4. Если эти точки соединимъ по- 
парно прямыми аб, с{, которыя пересзкаются, и если эти прямыя возь- 
мемъ за оси координатъ, то общее уравнеше’ кривыхъ втораго порядка, 
проходящихъ черезъ четыре точки, ет 


(2 +1 —1) я що 


въ которомъ а и $ суть абсциесы точекъ д и 6, си 4 ординаты точекъ . 
си 4. Чтобы геометрическое мъсто было парабола, необходимо, чтобы 
параметръ К удовлетворять ры 


| 1 т? _ 
(1 `` аа ав 6е / т ку 0. 


Ро 


Если произведене абс будетъ отрицательное, то для Ё получимъ двъ 
мнимыя величины, и это покажетъ, что черезъ четыре точки невозможно 
провести дЪйствительную параболу. Если произведевше будетъ положи- 
тельное, т. е. если можно составить выпуклый четыреугольникъ, им5ющий 
вершинами четыре точки, то для К получимъ дв дЪйствительныя раз- 
личныя величины, и, слёдовательно, дв дъйствительныя лини изъ рода 
параболы, проходяния черезъ четыре точки. Если можно будетъ соеди- 
нить `каждыя двЪ точки прямыми параллельными, то каждая пара ее 
параллельныхъ будетъ выражать рёшете. 

277. Примъчане Ш. Легко составить общее уравнеше  ККиВЫХЪ 
втораго порядка, проходящихъ черезъ три данныя точки а, 6, с. 

Если черезъ « —= 0, В —=0, у==0 означимъ уравнешя трехъ пря- 
`мыхъ 6с, са, аб, то увидимъ, что уравненте 


(6) _ аву -- Бух са = 0 


выражаетъ кривую втораго порядка, проходящую черезъ три данныя точки. 
Это уравнеше содержитъ два произвольные параметра, т. е.- отношения 
двухъ изъ коеффищентовъ а, 6, с къ третьему, и эти два’ параметра 
можно выбрать такъ, чтобы кривая ны черезъ. ДВ друг!я точки, 
взятыя произвольно на плоскости, 
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278. Можно провести кривую вторало порядка, касающуюся два 
данныхё прямыхь в двухь данныхь точкахь и проходящую рев дру- 
зую данную точку. 

Пусть а == 0, В = О будутъ уравненя двухъ касательныхъ ра, рб, 
а 0 уравнене прямой, проходящей черезъ дв точки прикосновешя ди б. 
(фил.. 164). Разсмотримъ уравнен!е 


(7) | о — Ку" == О, 


въ которомъ А есть произвольный параметръ. 

Положивъ въ немъ & — 0, получимъ 7у° — 0; 
отсюда заключаемъ, что прямая ра пересЪкаетъ 
кривую въ двухъ точкахъ, которыя сливаются, 
7 \ и, сльдовательно, эта прямая есть касательная въ 

’ Точк$ @. Точно также прямая рб есть касатель- 


Фиг. 164. 





и | ^ ная въ точк Ь. 
С Вь В 52 Потомъ опредълимъ параметръ А такъ, чтобы 
Е. Зе =) Кривая проходила черезъ другую данную точку. 


Существуетъ только одна кривая втораго порядка, 
удовлетворяющая этимъ услов1ямъ; дфйствительно, если дв$ кривыя вто- 
раго порядка имъютъ одн и т$ же касательныя въ двухъ точкахъ а и 6, 
то уравнеше (4), которое опредзляетъ абсциссы общихъ точекъ, будетъ 
имЪть два двойные корня; слЪдовательно, дв кривыя не могутъ имЪть 
другой общей точки. | 

279. `Примъчане. Уравнеше (1) есть общее уравнене кривыхъ. 
втораго порядка, касающихся двухъ данныхъ прямыхъ въ двухъ данныхъ 
точкахъ; оно выражаетъ, чмо произведене разстояний какой- нибудь 
точки коническало съчетя отз двутз касательныхь находится в5 по- 
споянном5 отношении кз копорату разстояня этой точки оть хорды 
прикосновенай. 

Вообще, если черезъ ® = 0 означимъ уравнене кривой втораго по- 
рядка, то уравнеше 5 — у? = 0 выразитъ вез кривыя втораго порядка, 
касающияся первой въ двухъ точкахъ, лежащихъ на прямой у = 0. 
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280. Параметръ Ё можно опредфлить изъ условия, чтобы кривая была- 


парабола.`Ёсли обф кавательныя возьмемъ за оси коорлинатъ, то. . уравне: 
н!е (1) обратится ВЪ 


(1—1) ху —о я 


Чтобы кривая была парабола, надобно, чтобы удовлетворялось ‘усло- 


2 
а; 
первому соотвЪтствуетъ прямая аб, второму ря, уравнене которой 
можно  предузавить ВЪ ВИДЪ 


Е '- = -1-0 


Пе т 
в1е ( а — 0; откуда находимъ два ръшеня &—0. ВЕ 


; 


- Сложиыя услош я, 


281. Разсмотримъ геометрическя условя, по которымъ можно опре- 
дЪлить кривую втораго порядка. До сихъ поръ мы говорили только’ о про- 
‘стыхъ условяхъ, какъ, напримЪръ, о точкахъ, о касательныхъ. Центръ замф- 
вяетъ два условя; дЪйствительно, если центръ возьмемъ за начало’ коорди- 
натъ, то уравнен!е второй степени, не заключая членовъ первой степени, 
будетъ содержать только-три произвольные параметра; такимъ ре 
кривая опред$ляется по ея центру и тремъ точкамъ. 

‚ Дтаметръ вмЪст$ ст. направлешемъ хордъ замвняетъ три условия; ДЪйстВи- 
тельно, если д1аметръ возьмемъ за ось: %, а линю, параллельную хордамъ, 
за ось у, то уравнене, не заключая членовъ первой степени’ относи- 
тельно у, будетъ содержать только три произвольные параметра. 

_ Система сопряженныхь дламетровъ замфняетъ три условля; дЪйстви- 
тельно, если _возьмемъ ихъ за оси координатъ, то уравнете, которое 
должно быть вида ах” —- ву - с =0, будетъ содержать. только два 
произвольные параметра. 

Вообще, пусть а = 0, В =0 будуть ‘уравнешя двухъ сопряжен- 
ныхъ даметровъ; такъ какъ разстояв1я х и В каждой точки отъ двухъ 


сопряженныхъ д1аметровъ, пропорцональны координатамъ этой точки от-. 


носительно этихъ даметровъ, то кривая выразится уравнешемъ 


8 44 68 =0, зы 
съ двумя произвольными параметрами. Уравнене 
(9) ©” -- аб Ее 0, 


_ Бро и Букк. Геометрия, °_ 15 


ао 


< 
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есть. общее уравнеше параболъ, дламетръ которыхъ есть прямая и. 0. 
а касательная, проведенная къ концу этого дламетра, есть прямая В — 0. 

ИзвЪстно, что гипербола, отнесенная КЪ двумъ ея асимптотамъ, вы- 
ражается уравнешемъ 29 — К. Вообще, пусть « = 0, 8—0 будуть 
уравнения двухъ асимптотъ; тогда гипербола выразится уравненемъ вида 


(10 в К=0, 


которое содержитъ Только одинъ произвольный параметръ К. Такимъ обра- 
зомъ ДВ асимптоты замфняютъ четыре условля, и кривая опред$ляется 
по двумъ асимптотамъ и одной точкЪ, или по касательной. Если будетъ 
дана только одна асимптота « —= 0, то уравнеше 8 — О второй асимп- 
тоты будетъ неопредфленное, и'уравнене (10) будетъ содержать три про- 
извольные параметра, такъ что одна асимптота замъняетъ два условия. 

Мы видЪли, что всякая кривая втораго порядка имъетъ Фокусъ и ди- 
ректрису; отсюда слЪдуетъ, что уравнеше 


(11) _ @- 0-5 — и м-в =0, 


которое би свойство Фокуса и которое содержитъ пать произволь- 
ныхъ параметровъ @, 6, т, п, й, выражаетъ вс кривыя втораго по- 
рядка. Фокусъ замфняетъ два условя; дЪйствительно, если данъ Фокусъ, 
т. е. если извЪетны его координаты @ и 6, то уравнеше (11) будетъ 
содержать только три произвольные параметра. Точно также ‘директриса 
замБняетъ два условя; дЪйствительно, если лано уравнеше директрисы, 
то опредьлимъ отношевшя двухъ изъ параметровъ т, п, № къ третьему. 
Уравнен!е перпендикуляра, опущеннаго изъ Фокуса на директрису, 


2 —@ А й я. В находя- 
есть — ‚ это есть одна изъ осей кривой. Вершина, Д 
т п | 








щаяся. на этой оси, замфняетъ два услов1я; въ этомъ случа$ выражаютъ, 
что 00$ координаты вершины ет уравнению оси и уравнен!ю 
кривой. | 

Результаты, которые мы по учили, можно вывести другимъ способомъ. 

Очевидно, что дв координаты какой-нибудь замЪчательной точки кри- 
вой втораго порядка, какъ наприм$ръ центра, Фокуса, вершины и т. Д.,. 
можно выразить помощью коеффищентовъ общаго уравнения второй сте- 
пени; слБловательно, если будетъ дана подобная точка, то получимъ два 
соотношеншя между коехфищентами. Точно также два коефФишента урав- 
нен!я какой-нибудь замфчательной прямой, какъ напримфръ директрисы 
иди оси и т. д,, можно выразить посредствомъ коеффищентовЪ уравнен1я 
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второй степени; если эта прямая будеть дана, то получныть также два 
соотношения между коеффищентами. 

282. Замфтимъ, ‘что предъидуще виды, въ‹которыхъ -мы представ: 
ляли Уравнеше второй степени, входятъ въ видЪ 28 — Ку? = 0, состав- 
ленномъ изъ трехъ многочленовъ первой степени «, В, у, изъ которыхъ 
первые два относятся къ касательнымъ, проведеннымъ ‘изъ произвольной 
точки ‘р плоскости, трей къ хордф прикосновенля. Когда точка р сли- 
вается съ центромъ гиперболы, тогда касательныя х и В будутъ асимпто- 
тами; такъ какъ при этомъ прямая прикосновенй удаляется въ безконеч-. 
ность, то многочленъ у обратится въ постоянное, а уравнеше $ - — Ку? = 0 
обратится въ В — А — 0. 

Уравнеше (8), представленное въ видз. 


«Уа-+ВУ-Ь (Ув -ВИЕО оо, 


‚ приводится КЪ уравнению (10). Уравнене (11), представленное въ 
ВИД ) | 


ие] 0-Е: — им =0 


входить также въ уравнеше «В — Ку = .0; мнимыя касательныя, прове- 
денныя изъ Фокуса, угловыми коеффищентами имзютъ -Е & директриса 
_ есть хорда прикосновенй. Оба мнимые‘ Фокуса эллипса. или гиперболы 
имфютЪ это свойство, какъ оба дъйствительные ФОКУСЫ. | 


нахождене сфкущихт общихъ двумъ ри втораго порядка. 


_ 283. Мы видфли, что дв кривыя в тораго порядка 8 = 0, 5, = 0, 
вообще имфютъ ‚четыре обпиия точки; черезъ эти четыре точки можно 
провести‘ три пары прямыхъ. Если кривыя будутъ дЪйствительныя, то 
обия точки будутъ дъйствительныя или мнимыя, сопряженныя попарно. 
ЗдЪсь надобно разсматривать три случая. 1-й, если четыре обиуя точки 

6, с, 4 будутъ дьйствительныя, то три пары общихъ сЪкущихъ, оче- 
видно, будуть дЬйствительныя; 2-й, если дв точки а и 6 будутъ дЪй- 
ствительныя, а точки си 4 будуть мнимыя сопряженныя, то прямая аб 
будетъ дфйствительна, точно также и прямая’ с, которая проходитъ 
черезъ двз мнимыя сопряженныя; такимъ образомъ получимъ пару общихъ 
дъйствительныхъ съкущихъ аби с. Другя четыре обийя сзкупия будуть 
мнимыя; въ самомъ дъаБ, если напримЪръ свкущая ас была бы дЪйстви- 

‚7 15* 
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тельная, то точка пересЪченя с дБйствительныхъ прямыхъ ас и с4 была 
бы дъйствительная; и 3-й, если дв точки`а и 6 будутъ мнимыя сопря- 
женныя, точно также точки ‘с, то прямыя аби са будутъ` дЪйствитель- 
ныя, а друйя четыре будутъ мнимыя. Отсюда. заключаемъ, чийо 96% д%ьй- 
стзительныя кривыя вторало порядка имъютз по крайней мърь двъ 
дъйствительныя обийя съкуиия: 

Два послёдые случая можно различать слфдующимъ образомъ; такъ 
какъ въ третьемъ случаЪз прямыя ас и 64 суть мнимыя сопряженныя, 
то он5 перескаются въ одной дЪиствительной точкф, такъ же, какъ пря- 
мыя @фи 6с; слБдовательно, центры трехъ паръ общихъ сфкущихъ бу- 
дутъ дъйствительны. Во второмъ случаЪ точка пересвченмя прямыхъ ас 
и 64 есть мнимая точка; въ самомъ дл, если эта точка была бы дЪИ- 
ствительная, то каждая изъ прямыхъ ас и 64, проходящихъ черезъ двъ 
дЪйствительныя точки (черезъ точку а или б и черезъ эту точку пере- 
съчен!я), была бы дЪйствительная; слфдовательно, изъ трехъ центровъ 
одинъ есть дъйствительный, ю юз 

_ 984. Приложимъ все предъидущее къ двумъ эллипсамъ, имфющимъ 
общий хокусъ. Эти два эллипса могутъ пересфкаться, только въ двухъ 
дъйствительныхъ точкахъ; потому что, какъ было сказано въ < 260, два 
эллипса, которые имзютъ одинъ общ Фокусъ и три общия точки, совпа- 
даютъ; слфдоватедьно, они имфютъь только двф дЪйетвительныя обидя 
съкущия. 

Пусть 
а 
ига Ии=о 


будуть уравненйя двухъ эллиПсовъ; ДВ дъйствительныя обшия съкущя 
Фиг. 165. Ку —= == у!’ проходятъ черезъ точку пере- 

съчен!я 1 директрисъ ОТ, `ОТ (фа. 165), 
и эти с5куппя легко найти геометри- 
чески. Положимъ, что два эллипса пе- 
ресЪкаются въ двухъ дфйствительныхъ точ- 
кахъ Аи В, одна изъ дфйствительныхъ 
общихъ съкущихъ есть прямая АВ, про- 
ходящая черезъ эти дв точки; другая 
— И. не переефкаетъ кривыхъ. Чтобы опре 

дълить эту вторую прямую, соединимъ точку А съ Фокусомъ и изъ 
этой точки опустимъ периендикуляры АЕ, АЕ” на директрисы; тогда по- 
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К’ = — ря =, И ий | Продолжимъ пер- 
а о а." 
пендикуляръ АЕ и отложимъ. на продолжени линю ЕН — АЕ; черезъ 
точку Н проведемъ линю Н]. параллельно первой директрисз, и 
черезъ точку А линю АГ, параллельно второй директрис$; точка пере- 
сфченя Ё№ этихъ двухъ параллельныхъ будетъ принадаевать второй дЪЙ- 
ствительной общей съкущей П.. 

285. Нахождене точекъ пересфченя двухъ Кривыхъ втораго порядка 
зависитъ вообще отъ рёшев!я уравнев!1я четвертой степени; но вопросъ 
можно привести къ рёшеню уравненя третьей степени. 

Такъ какъ уравненше $ — $, = 0, въ которомъ Ё есть произвольный 
параметръ, выражаетъ вез лини втораго порядка, проходяция черезъ 
точки, общия двумъ первымъ кривымъ, то параметръ А. можно опредзлить 
такъ, чтобы это уравнеше выражало двЪ. прямыя; такъ какъ дв кривыя_ 
имють три пары общихъ свкущихъ, то величина Ё опредфлится изъ 
уравнен1я третьей степени. г. 

_ Пусть. 


лучимъЪ й — 


Аз? + Вау“ Оу Ре 4 ЕУЕ=0, 
А’? я + Су? и 0х ый ЕГу Е’ == Её: () 


будуть уравнешя двухъ данныхъ кривыхъ. Тогда новое уравнеше будетъ 
(А — КА),) м? - (В — ЕВ”) жу-... 
| дя краткости представимъ его черезъ 
а” Е бу — су? 4 | су += 0. 
Решивъ это уравнене относительно у, получимъ 


ь ОА ами оао 
у "5536 И" — Чао)" 28 — в 2 # — 7) 


Чтобы это уравнеше выражало двЪ дфйствительныя или мнимыя пря-. 
мыя, необходимо, чтобы многочленъ, находяпийся подъ знакомъ радикала, 
былъ точный квадратъ, а для этого необходимо, чтобы удовлетворялось 
услове 


(Фе — 94)? — (5? — 4ас) (е? — 47) = 0. 
`Сокративъ это уравнеме на 4с, получимъ 


ае? —- с” — Фае -- (5* — 446) у; 
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если буквы а, 6... замфнимъ ихъ величинами А — ДА’, В — ДВ’. . к. 
то получимъ уравнене третьей степени относительно А. Чтобы опредЪ- 
ЛИТЬ пару общихъ сзкущихъ, надобно одинъ изъ корней этого уравнения 
вычислить съ извзетнымъ приближешемъ; потомъ, найдя точки пересЪ-_ 
ченя каждой изъ’ этихъ прямыхъ и одной изъ данныхъ кривыхъ съ по- 
мою. уравнен!я второй степени, опредфлимъ координаты четырехъ -то- 
чекъ пересфчешя. Можно также вычесть два корня уравнен!я. относи- 
тельно К, чтобы опредфлить двз пары прямыхъ, точки. пересвчен!я кото- 
рыхъ мы ищемъ. 

286. Дъиствительный корень даетъ двЪ дфйствительныя прямыя, если 
онъ величину 6? — 4ас обращаетъ въ количество положительное, и двъ 
мнимыя сопряженныя прямыя, если онъ это количество обращаетъ въ 
‚ отрицательное. Мнимый корень’ даетъ всегда дв$ прямыя мнимыя; дЪй- 
ствительно, если уравнеше 3 — $, —=0, въ которомъ А есть мнимое, 
а многочлены 9 и о, дъйствительные, выражало бы двЪ д-йствительныя 
прямыя, то координаты каждой точки этихъ прямыхъ удовлетворяли бы 
отдльно двумъ уравненямъ № = 0, №, = 0, которыя выразили бы такимъ 
образомъ одну и ту же систему прямыхъ, а уравнен!е третьей степени отно- 
сительно # обратилось бы въ тожество, ЗдЪсь надо разематривать н$- 
сколько случаевъ. 1-й. Если три корня уравневя. третьей степени отно- 
сительно. А будутъ дЪйствительные, и если два корня дБлаютъ количество 
В* — 4ас положительнымъ, то эти два корня опредзлятъ дв5 пары д®й- 
ствительныхъ прямыхъ, откуда найдемъ четыре дЬйствительныя рфше- 
н!я; такъ какъ двф кривыя пересЪкаются въ четырехъ дъйствительныхЪ 
точкахъ и им5ютъ три пары дфйствительныхъ сФкущихъ, то третий 
корень также сдфлаетъ положительнымъ количество 6? — 4ас. 2-Й. 
Если три корня уравнен!я третьей степени будутъ дьйствительные, и если 
только одинъ корень дфлаетъ положительнымъ количество 0? — 4@с, то 
объ кривыя будутъ имть только’ одну пару дЪйствительныхъ съзкущихъ. 
Двф съкупия, опредфляемыя величиною #, выразятся уравнен!ями 


в 4 (о-- ыаь) 
6 о тем 


Координаты точки перес$ченя ихъ будутъ 


_ 6—4 °__ 60-е. 
О рр даа" 9 9е ' 





такъ какъ три величины Ё дФйствительныя, то три центра также дЪй- 
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ствительные; отсюда заключаемъ, что ‘дв кривыя пересъкаются въ четы- 

рехъ мнимыхъ точкахъ. 5-й. Если уравнеше третьей степени имЪетъ 
ТОЛЬКО одинъ ДЪйствительный корень, То этотъ корень необходимо сдф- 
лаетъ подо дьныиь количество 0? — 4ас и ‘опредълитъ  двъ ДЪйстви- 
тельныя ры два сопряженные мнимые корня дадутъ двз пары мни- 
мыхъ прямыхъ, ‘изъ которыхъ дв прямыя одной изъ системъ будутъ 
соотвфтственно сопряженными прямымъ другой системы; изъ четырехъ 
точекъ, въ. которыхъ прямыя одной изъ, системъ пересвкутъ прямыя дру- 
гой, ДВЪ будутъ, дЪИствительныя; отсюда заключаемъ, что двз кривыя пе-. 
ресвкаются въ 'ДВухъ дъйствительныхъ точкахъ и. 'ВЪ сари сопряжен-_ 
НыхЪ мнимыхъ. | г зе" 

287. Если ДВ гиперболы И МЬЮТЪ ‚одну "‘асимптоту параллельную, то 
одна ИЗЪ. точекъ пересфченя удалдиебя въ безконечность, и уравнеше, 
происходящее отъ исключен!я ФАНОЙй изъ координатъ изъ двухъ уравневй, 
_будетъ третьей степени. . ый 
Возьмемъ, напримЪръ, 48% р перооы 


одна асимптота которыхъ паралявльна прямой у — 2; если во второе вне- 
семъ величину 2, найденную изъ р уравнения, то получимъ урав- 


ненме третьей степени у? — 9 и. 5 — — 0, которое имъетъ одинъ дЪйстви- 


тельный корень и два мнимые. Двъ гиперболы перес$каются` ТОЛЬКО ВЪ 
одной дъйствительной точк$; и он$ ИМЪЮТЪ ДВФ двИствительныя 
обиия сфкуппя, изъ которыхъ одна, проходящая черезъ эту точку и 
точку, находящуюся въ безконечности, параллельна прямой У — <, другая 
проходитъ черезъ дв мнимыя сопряженныя точки. 

288. Положимъ, что въ двухъ уравненмяхъ коехФфищенты при членахъ_ 
второй степени пропорщональны, и поэтому можно а, что они 
равны. Если эти оба уравненя 


Аз? + Вху + (у? + Ох ЕЕ =, 

Аа? | Вау -- Су? +- ре Ву + Е =0. 
вычтемъ почленно, то получимъ уравнен1е первой степени 

_ Ф-— р) (Е — Ку Е— #0 


И, ИСКЛЮЧИВЪ 7, получимъ уравнеше второй степени относительно 2. 
Дв$ кривыя пересфкаются только въ двухъ дфйствительныхъ или сопря- 


— 


— 


ри КНИГА ПШ ГЛАВА ПХ. 


женныхъ мнимыхъ точкахъ; дв другя точки находятся въ безконечности. . 
Одна изъ дфйствительныхъ общихъ сфкущихъ проходитъ черезъ об точки 
пересвченя; другая удаляется въ безконечность. Это обстоятельство 
встрёчается тогда, когда кривыя будутъ гиперболы, асимптоты которыхъ 
соотв$тственно параллельны, и вообще, какъ мы увидимъ ниже, когда объ 
кривыя будутъ подобны и будутъ расположены подобно. 

289. Бъ нБкоторыхъ случаяхъ нахожденме точекъ пересфчевя двухъ 
кривыхъ втораго порядка приводится къ уравневю второй степени или 
къ биквадратному уравнению. | 

1-й. Когда одинъ и тоть же маметръ дфлитъ пополамъ въ двухъ 
кривыхъ параллельныя хорды. Въ этомъ случаЪ, если посредствомъ пре- 
образован!я координатъ отнесемъ кривыя къ этому общему даметру, при- 
нимаемому за ось х-овъ, и къ лиши, параллельной хордамъ, принимаемой 
за ось у-овъ, оба уравневая будутъ содержать неизвфстное у только во 


второй степени; исключивъ у”, получимъ уравнене второй степени отно- 
сительно т. | 


1 


2-й. Если эти двЪ кривыя будутъ гиперболы, имъюпия общую асимп- 
тоту, то, отнеся ихъ къ этой асимптоть принимаемой за ось 2-овъ, и къ 
какой-нибудь прямой, принимаемой за ось 9/-овъ, получимъ два уравнения, 
въ которыхъ членъ 2 будетъ содержать только одну букву х; исключивъ 
этотъ членъ, получимъ уравнение второй степени относительно у. 

3-Й. Когда 06$ кривыя имзютЪъ одинъ и тотъ же центръ, то, если от- 
нести ихъ къ этому общему центру, принимаемому за начало координатъ, 


‘оба уравневия не будутъ содержать членовъ первой степени; исключивъ у, 
получимъ биквадратное уравневе относительно $. 


590. Кругъ пересЪкаетъ кривую втораго порядка въ четырехъ д?й- 
ствительныхъ или мнимыхъ точкахъ. Пусть 


| еде -н=о 


будетъ уравневше круга; « —= 0 и В —= 0 — уравневя пары общихъ дзй- 
ствительныхъ съкущихъ; уравнене кривой втораго порядка можно всегда 
представить въ видф 


аи бп, 


Первая часть выражаетъ квадратъ длины касательной, проведенной изъ 
какой-нибудь точки кривой къ кругу; отсюда проистекаетъ слфдующая 
теорема: круз помъщень какзё-нибуф в5 плоскости, кривой вторалю 
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порядка; касательная, проведенная изъ всякой точки кривой кз кучу, 
находится в постоянному отнощени кз средней пропорилюнальной ли- 


ии между разстоямями этой точки отз двуль дъйствительныхь об- 
ить съкущихь. 


7 


_Положимъ, что кругъ касается къ кривой въ двухъ двйствительныхъ 
или сопряженныхъ мнимыхъ точкахъ; тогда прямая прикосновений будетъ 
дъйствительная, и уравнеше кривой получитъ видъ 


( — а (и — В — 1 = йе. 


Такимъ образомъ, козда круз касается 5 двух точкать кривой вто- 
фрало порядка, касательная, проведенная изъ какой-нибудь точки кри- 
вой кз крузу, находится в постоянномз. отношении 65 ‚ разстоящем 
этой точки 0т5 хорды прикосновений. 

Фокусъ кривой втораго`порядка можно разематривать какъ кругъ, ра- 
`дтусъ котораго равенъ нулю, и который съ кривой имфетъ двойное мНИ- 
мое прикосновене; директриса есть хорда прикосновений. 

291. Съ помощю предъидущей ‘теор очень легко опредфлить число нормалей, 


которыя можно провести изъ данной точки къ кривой ее порядка. Возьмемъ, 
напримръ, эллипсъ, выражаемый уравнетемъ 


(1) . 62: | ау? = 76, 


пусть Р будетъ точка, координаты которой суть 5, и чу, (физ. 166). Озвачимъ черезъ 


ф и у координаты подошвы М одной изъ нормалей; эти неизвфстныя ее удовле- 
творять уравнению (1), а также уравненю 


а? й | 
(2) | 9, — у =, (2, —4), или сту -- 639.1 — ау = 0, 


которое выражаеть, что нормаль, проведенная въ точкЪ М, прохоритъ черезъ точку 
Р. Отсюда слфдуетъ, что точка М опредЪляется 


пересфченемъ эллипса (1) и равносторонней ги- Зиг. © 
_ перболы, опредфляемой уравнен1емъ (2); такъ какъ | + 
одна изъ вътвей гиперболы проходитъ черезъ 

центръ эллипса, 10 обЪ кривыя по крайней 


МЪр%‘имъютъ’ двЪ дЪйствительныя общия, точки. 
Уравнене третьей степени, отъ котораго зависитъ 


нахожден1е общихъ сЪкущихь двумъ кривымъ, 
есть 


‚ (3) 476 + (аж. + 6. — с) Е-- сх, = 0. 





Если уравнен!е (3) будетъ им®ть только одинъ дЪй- 
ствительный корень, то, какъ мы видфли (© 286), = | | 
кривыя (1) и (2) будуть имфть только. дв ДЪЙ- ь. 
ствительныя обия точки; если уравнене (3) будетъ иметь три дъйствительные корня, 


234 ° КНИГА 11, ГЛАВА 1Х. 
то кривыя (1) и (2), им5я по крайней мврь дв$ дфйствительныя обпия точки, пере- 
съкутся въ четырехъ точкахъ. Въ первомъ случа необходимо, чтобы 

(4) (ат:° -Н 60°, — с*)з -- 21а?60*с*х у, > 0, 

а во второмъ случа$, чтобы 

(5) _ (а + 6у,* — с*)° -- 21 ас °у 2 < 0. 

_Если координаты :т,, у, будутъ удовлетворять уравнен!ю 

(6) (ах. -- бу, — с*)3 отазбеча зи = = 0, 


то корни уравнен!я (3) будуть также дЪйствительные, но одинъ корень будетъ ДВОЙ- 
ной; такимъ образомъ изъ точки Р можно провести только три различныя нормали. 
Точки Р, которыя удовлетворяютъ ‘этому услов!ю, образуютъ кривую СОСО’, ко- 
торую представляютъ четыре точки возврата С, С', О, 0’. Уравнеше (6) призвивогь 
боле простой видъ 


я 
01. 


2 кр 
5 В а о 
Хх, бу, с’ 


ясно, что для всякой внутренней точки этой кривой уравнене (5) удовлетворяется, 
т. е. черезъ эту точку можно провести четыре дЪйствительныя нормали; между тЪмъ 
какъ для всякой внфшней точки къ той же кривой можно провести только двз дЪй- 
ствительныя нормали. 


ПРИМЕРЫ. 


1. По данной пиректрис$ и по тремъ даннымъ точкамъ, построить кривую вто- 
раго порядка. | 

2. По данному Фокусу и по двумъ даннымъ точкамъ, или по данной точк% и ка- 
сательной, построить параболу. 

3. По данной директрис5 и по двумъ даннымъ точкамъ, построить параболу. 

4. По тремъ даннымь точкамъ и направленямъ асимптотъ, построить гипер- 
болу. 

5. По данной асимптот$, вершин$ и одной точк® построить гиперболу. 

6. Найти геометрическое м$сто вершины параболы, ние данный Фокусъ и 
ей къ данной прямой. 

. Найти геометрическое исто Фокуса параболы, вершина которой находится 

ВЪ и точкБ и которая касается данной прямой. 


8. Найти геометрическое м%фсто, Фокусовъ кривыхъ втораго порядка, вписанныхъ 
въ данный параллелограмъ. 

9. Кривая обращается около одного изъ хокусовъ втораго порядка; найти геомет- 
рическое м$сто точки перес$чен!я нормалей, проведенныхъ въ кривой черезъ оба ея 
конца. 

10. ДвЪ кривыя втораго порядка имфютъ общ хокусъ; уголъ постоянной величины 
вращается около его вершины, находящейся въ общемъ ФокусЪ; найти ‘геометрическое 
мЪсто точки  пересфченя касательныхъ, проведенныхъ соотвфтственно къ двумъ кри- 
вымъ въ точкахъ, въ которыхь онф перес5каются сторонами угла, 
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11. Найти геометрическое ‘м%сто точки пересфчен!я прямыхъ, проведенныхъ па- 
раллельно двумъ даннымъ направлениямъ черезъ концы хорды данной длины, пписан- 
ной въ данную окружность. ‘ 

12. Найти геометрическое м5ето центра равносторонней гиперболы, описанной 
около даннаго треугольника. А 

13. Найти геометрическое м5сто Фокусовъ или вершинъ ь гипербозы, которая им етъ 
данную асимптоту и данную директрису. = 

‚ 14. Найти геометрическое м®сто центровъ кривыхъ втораго порядка, проходящихъ 
черезъ четыре точки пересЪчен!я двухъ данныхъ коническихъ с$ченй. Доказать, 
что это геометрическое м%Ъсто не изм5няется, когда изм$няется каждое изъ кониче- 


скихъ сфченй, оставаясь подобнымъ и концентричнымъ самому себъ. 
\ г 


15. Нерем$нный кругъ перес5каетъ данный эллипоъ въ двухъ данныхъ точкахъ 
А и В; найти геометрическое место точки перес5чен!я касательныхъ, общихъ двумъ 
кривымъ. 

Доказать, что геометрическое м$сто будетъ то же самое, когда общая не 


_АВ перемфстится параллельно самой себф. 


Даны два одноФокусныя конйческя счен!я: доказать, что если черезъ двЪ точки 
одной проведемъ касательныя къ другой, то эти четыре прямыя будутъ касатель- 
ныя къ одному и тому же кругу. 

16. Найти геометрическое м5ето центра гиперболы, которая иметь данный 
ФОКусъ и которая речь ВЪ данной точк$ данную прямую, параллельную одной 
ИЗЪ асимптотъ. 

11. Найти геометрическое. ‘мсто Фокуса параболы, Которая касается Ву дви: 
ныхъ прямыхъ, одной въ постоянной точкЪ, другой въ перем$нной точкф. 

18. Найти геометрическое м$Ъсто точки пересфченя двухъ параболъ, которыя им$- 
ютъ Фокусомъ данную точку, касаются данной прямой и перес5каются подъ даннымъ 
угломъ. 

19. Даны три точки А, В, С и неопреджленная прямая; на этой прямой беремъ 
перем5нный отр$зокъ ММ, видимый изъ точки А подъ постояннымъ угломъ; найти 
геометрическое м$сто точки пересфчен!я двухъ прямыхъ ВМ и СМ. 

20. Два угла постоянной величины вращаются около ихъ вершинъ, находящихся 


‚ ва концахъ большой оси эллипса; точка пересфченя двухъ сторонъ. описываетъ эл-_ 
 липеъ; найти геометрическое м5сто точки перес$чен!я двухъ другихъ сторонъ.. 


21. Найти геометрическое м5сто вершинъ равносторонней гиперболы, проходящей 


‚ черезъ данную точку, и которая асимптотою имЪетъ данную прямую. 


22. Даны системы коническихъ сфчевй, которыя Фокусами имфютъ Е и. Е. И 
неподвижная прямая, проходящая черезъ фокусЪ Е; доказать, что касательныя, про- 
веденныя къ этимъ различнымъ коническимъ сфчевямъ_вЪъ точкахъ, въ которыхъ 


каждое изъ нихъ перес$кается этою прямою, суть касательныя къ одной и той же 


парабол$, которая имфетъ точку Фокусомъ Е’, а сФкущую директрисой. ‚ 
Доказать, что отрзокъ каждой касательной, заключающейся между коническимъ 


_ сфчешрмъ и параболою, видфнъ изъ Фокуса Е' подъ прямымъ угзомъ. 


236 < КНИГА Ш, ГЛАВА Х. 


ГЛАВА Х. 


Теор1я полюсовъ и поляръ. 


Касательныя къ алгебранческимль кривымтъ.. 


292. Разсмотримъ алгебраическое уравнене 2-ой степени 


(1) Л (2, 9) = 0, 
представленное въ цфломъ видф. Касательная, проведенная въ точк®, ко- 
ординаты которой суть х и у, выражается уравнешемъ 


Хх эл И-уЛ, =0, 


ИЛИ | 
р / } а 

ХУ» У Ул, —_ (у. Е Ху’) — 0. 

‚ Это уравнене содержитъ координаты точки прикосновен!я также въ 7-ой 

степени; но помопию уравненя (1) можно уничтожить члены 7-ой сте- 


‘пени. Это упрощеве легко можно сдЪлать, съ помошию частнаго понятия, 
которое мы изложимъ. Положимъ, что въ уравнени (1) х и у замфнены 


черезъ - и =. и что всЪ члены умножены на 2”; тогда многочленъ } (5, 9) 


будетъ однороднымъ многочленомъ 7-ой. степени относительно трехъ 
буквъ 2, у, 2, который мы означимъ черезъ ] (2х, У, 2). Очевидно, что 
если въ этомъ многочленф сдЪфлаемъ & —=1, то снова получимъ данный 
многочленъ Х (2, у). ИзвЪстно, что если хункщя ] (х, У, 2) однородна и’ 
91-0й степени относительно трехъ буквъ х, 9, 2, То получимъ 


х}." -- чу - #1. = "9 (а, Ч, 2). 

Отехюда те: 

ру цу ту (а, у, д — 9)... 

Положивъ въ немъ 2 —= 1 увидимъ, что вторая часть равна величинЪ 
ж}. —- у},', которая’ входить въ уравнене касательной; но такъ какъ 
точка прикосновеня находится на кривой, то первая часть будетъ нуль; 
слвдовательно, выражеше 2/„ -- у}, ‘равно величинъ, которая’ равняется 
— =\., при 2 — 1. Такимъ образомъ уравненте касательной можно пред- 


ставить ВЪ ВИДЪ 


ху + Ху! 9? =0. 
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_ Для большей симметри пишутъ 


я _ Ху. + У’ +), =0 


Когда возьмемъ три частныя производныя отъ однородной Фувкши_ 


Л (1, У, 2), то въ уравневи (2) 2 и Й замзнимъ единицею. 


293. Постараемся теперь провести черезъ данную точку р, коорли-. 


наты которой суть %, и 9, касательныя къ данной кривой. Назовемъ че- 
резъ д и у координаты одной изъ точекъ прикосновеня; такъ какъ каса- 


тельная въ этой точкЪ должна проходить черезъ точку р, то. уравнеше. 


(2) должно удовлетворяться координатами 2, и у, точки р; такимъ обра- 
зомъ получимъ соотношение 


24} Е У. Лу Ч 2! =0, 


Вот. ДЛЯ симметрии напишемъ въ видз 


(3) о у Н.Л! 2.] =" = о 


условившись и 2, замфнить единицею. Точки прикосновеня олредфлатся 
изъ двухъ совмфстныхъ уравневй (1) и (3). Такъ какъ одно изъ этихъ 
двухъ уравнений есть 7-ой степени, другое (1% — 1)-ой степени, то число 
'ръшен будетъ ио большей мБрё т (1% — 1). Такимъ образомъ черезъ 
точку рф къ кривой т-ой степени можно по большей м$фр$ провести 
т (т — 1) дъйствительныхъ или мнимыхъ касательныхъ. 

Если кривая будетъ второй степени, то уравнеше (3) будетъ первой 


степени, и мы получимъ два рьшевня дЪйствительныхъ или сопражен- 


ныхъ мнимыхъ. Если оба рёшеня будутъ дЪйствительныя, то черезъ точку 
р къ кривой можно провести дв дЪйствительныя. касательныя. Ёсли два 
ршения будутъ сопряженныя мнимыя, то объ касательныя будутъ сопря- 
женныя МНИМЫЯ но прямая прикосновений (3) будетъ дъйствительная. 


гармоническая пропорщая. 


294. Даны двз точки А и В: извфестно, что на прямой АВ суще- 
ствуютъ двф такя точки С и О, что | 
отношеше ихъ разстоян!й: отъ двухъ Фиг. 161. 
точекъ А и В равно данному отно-. ок Ч ды ОО 
шеню (4%. 167). Эти двв точки —м“ ЕК 
Си называются сопряженными 
‚армоническими относительно двухъ точекъ А и В. Очевидно, что су- 








щим 
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ществуетъ безконечное число системъ точекъ, сопряженныхъ гармониче- 
ски двумЪъ даннымъ точкамъ; одну изъ точекъ можно взять произвольно. 


Если точка С будетъ приближаться къ срединф 0 прямой АВ, то со- 


пряженная точка О) будетъ удаляться въ безконечность, и наоборотъ. 

Если пути, пройденные въ одномъ направленли, будемъ принимать за 
положительные, а пути, пройденные въ обратныхъ ваправленмяхъ, за 
отрицательные, то получимъ соотношене = 

. _ АС А 
(4) не 
ВС ВО 

Такъ какъ это соотношене можно представить въ видф 


сд, св 
РА — ОВ } 
то, обратно, мы видимъ, что дв$ точки А и В суть сопряженныя гармо- 
ническтя относительно двухъ точекъ Си О. | 
Если опредфлимъ относительныя положен1я четырехъ точекъ посред- 


ствомъ разетоян1я одной изъ нихъ А отъ ен другихъ, то предъидущее 
соотношенте обратится ВЪ 


2 1 1 
(5) т АВ — 26 ГАР: 
Считая разстоявя отъ точки 0, средины АБ, получимъ 


(6) г й ОС. ор = ОВ. 


Теорема И. 


295. Дано коническое съчене; если черезз точку р плоскости 
проведем» какую-нибудь съкущую шт’ (физ. 168), то зеометрическое 
мъсто точки р’ сопряженной зармонической точкъ р относительно 
двухз точек перестченя ш и ш’ съкущей и кривой будетз прямая 
линля. №: | | 
Точка р’ на каждой сЪкущей опредфляется уравнешемъ 

р 
рр’ рт ' рт’ 

Поэтому очевидно, что геометрическое место есть алгебраическое, и 
что на каждой сфкущей находится только одна точка геометрическаго 


А 
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_м5ста, сверхъ того. точка р не принадлежитъ геометрическому мфсту, 

слфдовательно искомое геометрическое мЪсто есть алгебраическая лин!я; 

которая только въ одной точкЪ перес$кается каждою изъ прямыхъ, про- 

веденныхъ черезъ точку 7; слБдовательно; это ееть лин1я перваго порядка, | 
т. е.` прямая лимшя Р. Эту прямую легко опредзлить по двумъ ея точ- 
камъ; черезъ точку р можно провести двЪ касательныя ра и рб; когда 
сфкущая совпадаетъ съ касательною ра, то обЪ точки пересёченя ти 
0’ сливаются съ точкою прикосновеня @, и мы ПолуЧИМЪ я ее =; от- 
куда рр’ = ра, и слфдовательно, точка р’ сама сливается съ точкою @, 
такимъ образомъ, обф точки прикосновения & и 6 принадлежать геометри- 
скому мЪзсту. Отсюда заключаемъ, что прямая Р есть не что иное, `какъ 
прямая прикосновен!й относительно точки 90. Эта прямая Р называется _ 


полярою точки р, и наоборотъ точка р называется #0люсомз прямой в 
_ Найдемъ ии изъ анализа уравнен!е ОНИ мъста. 
Пусть 


“ 


1 
ин» — 


(4), = Аа? + Вау + Са? + 02 + В+ =0 


будетъь уравнене кривой; х, и у, кординаты точки р; _ Фиг. 168. 
какую-нибудь сфкущую, проведенную черезъ точку р› 
_ можно выразить уравнен!ями 


вибсьы: В ВИ ИЕ 
а ь_ и 


(6) 





въ которомъ а и 6 означаютъ два постоянныя, а о раз- 
стоянше точки р отъ какой-нибудь прямой; отсюда на- 
хОДИМЪ д = 2, -|- а, у = у, -|- бо. Внеся эти величины -въ уравнене кривой, получимъ 
уравнене второй степени относительно ое 


Х(®, + 4% 9, -- 60) =ь, 


которое опредЪляетъ разетоян!я точки р отъ двухъ точекъ ти т. Развернувъ урав- 
_нен!е, получимъ 


(Аа? + Ваб + 052) 6* + (ай'», НВ, ,)е ау) =0 


1 | 
или, если и возьмемъ за неизв$стное, 


| 
ба у.) Сале, 4 би) 5 САая + Во + с") —0 


Назовемъ че резъ о’ и о”’ два корня этого уравнения, и черезъ о разстоян!е точки р, отъ 
о Е 
сопряженной гармонической точки р'. По м (5), мы реа имЪть о ©! "ге е 
1 
Но мы пет 
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&. т 98, оу, 


\ 





о’ о" (ть У1) 
откуда 
2 аа + Лу. 
: р е Л, у,) 
ИЛИ 


ао + бе Лу, + 55 (х, И) ==. 


Такъ какъ точка р! принадлежитъ прямой ржт/, то ‘ея координаты х и у удовие- 
творяютъ уравненямъ (7) этой прямой; т. е. мы получимь х— д, = ао, у— у, =6,, 


замфнивъ въ предъидущемъ уравнения ао, и бо, этими величинами, исключимъ пере- 
мфнные параметры а и, и получимъ у равнене геометрическаго мъста 


(8) | (2), + (У — У)! у + ЗУ (2, у!) = 0, 


которое есть первой степени. Если`вынолнимъ вычислен!я, то увидимъ, что постоян- 


ный членъ 2}(5,, У) —#,/' =, — уу. приводится къ Ох, Еу, + 2Р, а предъиду- 
щее уравнение обратится въ 


2. в, Е УР у, -- Фх, - Еу, - 2Е) = 0: 
Но это приведене можно сдфлать другимъ образомъ; представимъ себф, какъ 


х У 
прежде, что въ многочлен $ т (т, у) тиу замЗнены черезъ о И =. и что веЪ члены 


умножены на 2; тогда этотъ многочленъ обратится въ однородный многочленъ вто- 
рой степени, который мы означимъ черезъ (т, ч, 2). Изъ свойства однородныхъ 
ФУНКЩЙ, О КОТОрыхъ было сказано въ 6 292, получимъ 


хр’ в + УРу + 278 -- 21 ($, 4, 2); 


° откуда 


2} (х, У, 2) — жа — УГ = 2" 


изи, замфнивЪ т, у, 2 черезъ #,, Уь, 21, 


— 


(лу 2) — Ре У Лу= а, 


СлЪфдовательно, уравнение (8) можно написать въ ВИД 


пра, -- УР -- 21 = 1) 
или пля симметрии ы 
(9) пре и 0 

Если это уравнене развернемъ, то увидимъ, что оно не измфняется, когда въ 


немъ перем$нимъ буквы их, уиу,, 2 И 2 и такимъ образомъ получимъ уравне- 
н!е (3) хорды прикосновевй. 


296. Разсмотримъ относительныя положеня полюса и поляры. Черезъ 
точку р проведемъ съкущую тт’ (фм. 169) параллельно хордамъ, ко- 
торая маметръ, проходямий черезъ точку р, дБлитъ пополамъ; такЪ какъ 
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точка р есть средина лини 797%’, то сопряженная гармоническая точка 
находится въ безконечности на этой сЪкущей; Фиг. 169. 

_ отсюда заключаемъ, что поляра Р. параллельна 
хордЪ, 777%’, т. е. параллельна направлен!ю сопря- 

женнаго лламетра, проходящаго черезъ точку р. 

Пусть о будеть центръ кривой и р’ точка 7 А 
поляры, находящейся на ламетрь ор, т. е. >. о 
гармоническая точка, сопряженная точкЪ р отно- Ки 3 
сительно двухъ концовъ си с’ маметра; тогда Хе ® 
получимъ ‘ор. оф’ —= ос?. Если полюеъ р будемъ двигать по д1аметру ос, 
то поляра Р будетъ двигаться параллельно самой себЪ. Если полюсъ пе-. 
ремвщается отъ о кь с, то поляра, находившаяся прежде въ безконеч- 
ности, будетъ болфе и боле приближаться къ кривой и едфлается каса- 
тельною въ точк5 с. Если полюсъ выходитъ изъ кривой и удаляетса не- 
опредзленно, то поляра пересфчетъь кривую въ двухъ дЬйствительныхъ 
точкахъ и будетъ все боле и болфе приближаться къ центру. 

Если кривая будетъ парабола, въ этомъ случаЪ точка с’ находится въ 
безконечности, а точка с будетъ средина рр’: 

Изъ всего предъидущаго сл$дуетъ обратное заключене: всякая прямая 
имфетъ полюсъ и притомъ одинъ. сли отнесемъ кривую къ какимъ-ни- 
будь осямъ, то, дая опредъленя координать д; и у, полюса р данной 
прямой 75 — 79 + р = 0, надобно это уравнеме сдЪлать тожествен-” 
вымЪ съ уравневемъ (9), которое выражастъ поляру точки р; такимъ обра- 
зомъ получимъ два соотношения. _ 

(10) _ одмин — Л 


т 7 р 


Теорема 1. 


297. Поляры всъхь точекь прямой проходят» черезз полюс этой 
прямой, и обратно полюсы всъдз прямыхь, кото- Фиг. 170. 
рыя протодятз черезз одну и ту же точку, на- —_ 
дятеся на’полярь этой точки. 

На прямой Р, полюсъ. которой есть р, возьмемъ 
какую-нибудь точку д (4. 170); прямая рд пере- 
сЪкаетъ коническое сЪчене въ двухъ точкахъ` 7 и. 
т’; такъ какъ двЪ точки р и д суть сопряженныя 
‘гармоническая относительно двухъ точекъ 2 и т’, 


то поляра точки 4 проходитъ черезъ точку р. 
БР0 и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. 





16 


г 


242 ‚ КНИГА ПЕ, ГЛАВА Х. 


Обратно, пусть 9 будетъ полюсъ какой-нибудь прямой ©, проходящей 
черезъ точку р; такъ какъ двЪ точки Фи р суть сопряженныя гармони- 
ческя точки относительно двухъ точекъ тж и т’, въ которыхъ прямая 
ра пересЪкаетъ коническое съчеше, то точка 4 принадлежитъ полярь Р 
точки р. | 


Теорема нии. 


298. Дано коническое съченае; если черезз точку р проведем дв%ь 
какая-нибудь съкуиия рштш’, рип’, которыя 
пересъкаютз кривую в5 точках ш, ш’, п, п’ 
(физ. 171), то точки пересъьчетя 4 и 9’ пря- 
мых шп, т’п’ или ши’, ш’п будутё принад- 
лежать полярть точки р. 


Фиг. 1%1. 


лива -въ томъ случаЪ, когда геометрическое м5: 
сто втораго порядка приводится къ систем$ двухъ 
прямыхъ; но тогда поляра точки р проходитъ 
черезъ. вершину угла; дЪйствительно, если бу- 
демъ разематривать сЪкущую, которая прохо- 
дитъ черезъ вершину, то об$ точки 2 и т’ 
сольются съ этою точкою, точно также и точка р’, сопряженная гармони- 
ческая точка р. 

Доказавъ это, разсмотримъ систему двухъ прямыхъ 7%, 1/5’, которыя 
пересъкаются въ точкф 9. Прямая рт’ пересъкаетъ коническое сЪ5чение 





и двЪ стороны угла 7997’ въ однЪхъ и т5хъ же точкахъ т и т’; точка, 


фр’, сопряженная гармоническая точки 12, будетъ одна и та же на сфкущей 
ртт’, когда эту съкущую будемъ разсматривать, какъ принадлежащую 
къ коническому сЪчен1ю или углу. Точка 0!" сопряженная гармоническая 
точки 1], будетъ также одна и та же въ обоихъ случаяхъ на сфкущей 
рип. Такъ какъ поляры точки 70, относительно коническаго съчен!я и 
угла, ‘имвють двф обция точки р’и р", то онЪ сливаются; но мы знаемъ, 
что поляра относительно угла проходитъ черезъ вершину 0; слФдовательно, 
точка 9 принадлежитъ полярЪ точки р относительно кривой. Точно также 
точка 4’ принадлежитъ этой же поляръ. | 
„Примъчате. Когда кривая начерчена, то изъ этой теоремы мы выво- 
димъ способъ строить поляру точки р. Черезъ точку р проводимъ двЪ 


дамфтимъ прежде, что теорема [ справед- 


ь 
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съкущя рип, рпт’, съ помощиюо ор опредфлимъ двф точки 4 и 4' 
поляры. | 

Если точка р будетъ внфшняя, то поляра пересъчеть кривую въ двухъ 
точкахъ, которыя’ будутъ точки прикосновен]я касательныхъ, проведенныхъ 
изъ точки р. 


Взаимныя полярныя Фигуры. 


299. Въ плоскости дана Фигура, составленная изъ точекъ а, $, с.... 
и прямыхъ А, В, С,...; если возь- 
мемъ поляры А’, В’, СО’... точекъ, и та 
‚ полюсы @’, 6’, с’... прямыхъ относи- 

тельно опредфленнаго коническаго сЪ- 
чена, то получимъ вторую фигуру, 
состоящую, какъ и первая, изъ пря- 
 мыхъ. и точекъ. оступивъ точно 
такъ же со второй фигурой, т. е. взявъ 
полюсы прямыхъ и поляры точекъ, по-_ 
лучимъ снова первую хигуру. Въ слЪд- 
сте этого эти двЗ Фигуры назы- | 
ваются взаимными полярными Фи- се 

гурами (4. 112). 

Прямая 46, которая соединяетъ двЪ точки @ и 6 одной изъ игуръ, 
имфетъ полюсомъ точку пересЪченя прямыхъ А’ и В’ другой Фигуры; и 
обратно, точка пересфченя двухъ прямыхъ А! и В” одной изъ Фигуръ 
имзетъ холярою прямую @Б другой ‘Фигуры. Если нЪсколько точекъ а, 6, 
г находятся на прямой линш въ одной изъ Фигуръ, то прямыя А’, 

‚ С’... другой Фигуры проходаятъ черезъ одну и ту же точку, которая 
есть полюсъ прямой; наоборотъ, если. нзсколько прямыхъ А, В, С про- 
ходятъ черезъ одну и ту же точку одной изъ Фигуръ, то точки а!, 6’, 
с’.... другой Фигуры находятся на прямой лини. 

Дана плоская кривая 8; проведемъ къ этой кривой касательную А и 
возьмемъ полюсъ а’ этой касательной (4%. 113). Если будетъ наматывать 
касательную А на кривую 5, то полюсъ а’ опишетъ другую кривую ЮУ. 
Пусть А и В будуть дв сосвдыя касательныя, проведенныя къ кривой 
о аи 6! ихъ полюсы; точка пересвчен!я т, двухъ прямыхъ Аи В 
будетъ полюсъ прямой а’Б” если касательная В будетъ неопредфленно 
приближаться къ касательной А, то точка 72 будетъ приближаться къ 


точкф прикосновеншя 4 касатедьной А; въ то же время сфкущая а’0!, 
16* 


Фиг. 179. 
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вращаясь около точки а’, обратится въ касательную къ кривой 5’ ВЪ. 
7. 

Фиг. 173. ТОЧКЪ @&, точно также, наоборотъ, кривая 

> есть геометрическое мЪсто полюса а 








„\ ‚ движущейся касательной А’, проведенной 
„в \ г къ кривой Ю’. Очевидно, что точки а иа’ 
У * соотвфтствуютъ другъ другу такимъ обра- 
Ух зомъ, что касательная, проведенная къ од- 
42" / у’ \ _ Ной изъ этихъ точекъ, есть поляра другой. 
ай ба Об кривыя В и ®’ называются взаимными. 

х полярами. 

| 300. Пусть 


будетъ у равнене алгебраической кривой У т: ой степени; касательная А, 
проведенная въ точкз а, координаты которой суть 2 и у, выразится урав- 
ненемъ 


(12) Е Ч 7Е/ 0. 


Назовемъ черезъ 2, и у, координаты полюса а’ прямой А относи- 
тельно управляющей кривой втораго порядка } (ж, у) = 0; Тогда уравне- 
н!е поляры точки а’ будетъ 


12) в) ху, ХЛ Ч 2, =0. 


Оба уравневня (12) и (13), _которыя выражаютъ одну и ту же кривую, 
должны быть тожественны; такимтъ, образомъ мы _получимъ соотношентя 





14 ПЫЛ и У. 
(14) КЕ Бу №, 

Если изъ трехъ уравнеюшй (11) и (14) исключимъ хи у, то полу- 
чимъ уравнене кривой 5’, т. е. геометрическое место точки а’. 


Отыщемъ , наприм5ръ, взаимную полярную ор коническаго съчен!я Ад?-1-ВуЙ —1=0, 
относительно управляющаго круга д - у" —1=0. Если хиу замънимъ черезъ 
т У 


: и, ТО этН оба уравнения будутъ однородны А? -- Ву’ — 2 = 0, 24* у —==0, 
| - | УГ У: а 7, : ‚у двых. № 
‚а уравненля (14) обратятся въ а Ву в положивъ здЪсь 2 = &, = 1, ПОЛУЧИМЪ 
Уй 


х в ь 
д = т у В внеся эти величины въ уравнене данной кривой, получим» уравнен!е 
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. 2. ° у? 
— 1 = 0. Такимъ образомъ взаимная полярная кривая есть новое кониче- 


ду В 
ское сфченте. | 
301. Степенью или порядком алгебраической кривой мы называли 
степень уравнен1я, которое выражаетъ ее въ прямолинейныхъ координа- 
тахъ, или число дъйствительныхь или мнимыхъ точекъ, въ которыхъ кри- 
вая пересЪкается какою-нибудь прямою. Точно также классомз кривой 
‘называется число дфйствительныхъ или мнимыхъ касательныхъ, которыя 
МОЖНО провести КЪ кривой черезъ какую-нибудь точку плоскости. Изв$- 
стно, что изъ какой-нибудь точки можно провести двЪ касательныя къ 
кривой втораго порядка; сл$довательно, кривыя втораго пора принад- 
лежатъ ко второму классу. 
Легко убЪдиться, что двЪ взаимныя полярныя кривыя № и Э! (фил. 114) 
таковы, что порядокЪ одной. изъ «13 
нихъ равенъ классу другой. | Фиг. 114. 
Какая-нибудь прямая Р. пересз- 
каетъ кривую В въ 1 точкахъ 
а, 6, с, ...; этимъ т точкамъ 
соотвЪтствуютъ 7 прямыхъ А’, 
В’; С'..., касающихся кривой 8' 
и проходящихъ черезъ точку р!, 
которая есть полюсъ прямой Р, 
и наоборотъ, каждой касатель- — ы 
ной А’, проведенной изъ точки } 
р’ къ кривой 5’, соотвфтствуетъ точка а, которая принадлежитъ кривой ю 
и находится на прямой Р; такимъ образомъ число касательныхъ, кото- 
рыя можно провести изъ точки р’ къ кривой ©’, равно числу точекъ пе- 
ресзченя кривой 8 съ прямою Р, и слБдовательно, классъ кривой 5’ равенъ 
порядку кривой В. Точно также порядокъ кривой 5" равенъ классу кривой 5. 
Такъ какъ кривая втораго порядка есть втораго класса, то отсюда сл$- 
луетъ, что взаимная подярная кривая мы порядка есть также втораго 
порядка. | | | 
Въ этомъ случаЪз точно также легко опредЪлить родъ кривой. ели 
центръ о управляющей гривой будетъ находиться вн$ кривой 5, ТО ИЗЪ 
этой точки можно будетъ провести дв дЪйствительныя касательныя ВиБ 
КЪ кривой > (физ. 116); такъ какъ полюсы этихъ касательныхъ удаля- 
ются вЪ безконечность, то заключаемъ, что кривая 5” имфетъ безконечныя 
ВЪтви по двумъ различнымъ направленамъ; слвдовательно, это есть гипер- 
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бола. Пусть аиб будуть. точки прикосновен!я касательныхъ Аи В; тогда 
Фиг. 175. поляры А’и В’ этихъ двухъ точекъ будуть. 
касательныя къ кривой 8! въ точкахъ, на- 
ходящихся въ безконечности; сл$довательно, 
это есть асимптоты. Если центръ о управ- 
ь К % | ляющей кривой будетъ находиться на кри- 
вой ю, то точки ди 6 сольются съ точ- 
кою 0, поляра этой точки, или асимптота 
/ удаляется въ безконечность, и кривая $! 
^  будетъ парабола. Наконецъ, если центръ о 
управляющей иной будетъ находиться внутри кривой Ю, то кривая 5’ бу- 
детъ эллипсъ. 

302. Способъ взаимныхъ поляръ имфетъ большое значеше при из- 
учени коническихъ сфчешй; съ помощю его, когда найдено свойство 
этихъ кривыхъ, можно вывести отсюда непосредственно соотносительное 
свойство. Наприм$ръ, мы доказали въ ( 214, что черезъ пять данныхъ 
точекъ можно провести коническое сЪчеше и притомъ только одно; от- 
сюда заключаемъ, что можно провести коническое спчензе касающееся 
пяти данныхь прямыт5 и притомъ только одно. Дфйствительно, поло- 
жимъ, что въ плоскости начерчено какое-нибудь коническое сфчеше, кото- 
рое возьмемъ за.управляющую кривую, и’ что относительно этого кониче- 
скаго сфчешя взяты полюсы а, 06’, с’, Я’ е’ пяти данныхъ прямыхъ 
_ А, В, С, Б, Е; черезъ пять точекъ а’, 6’, с’, 4’, е’ можно провести ко- 
ническое сфчеше 3’; взаимная полярная кривая кривой 8’ будетъ кони- 
ческое съчеше, » касающееся пяти данныхъ прямыхъ. Обратно, каждому 
коническому с5чен!ю, касающемуся пяти прямыхъ, соотвЪтствуетъ кони- 
ческое съченше, проходящее черезъ пять точекъ; такъ какъ черезъ пять 
точекъ можно провести только одно коническое сЪчене, то существуетъ 
только одно коническое сЪчене, касающееся пяти прямых. 


Фиг. 176. 303, Разсмотримъ частный случай, когда управляющая 
кривая будетъ кругъ радтуса 7; въ этомъ. случа$ поляра 


А’ точки а будетъ перпендикулярна къ оа и находиться 
2 


. : т 
_отъ центра на разстоянш, равномъ —. Прямыя, соеди- 


| А 
[2 


няющя цевтръ съ двумя точками аи 6, образуютъ 
между собою уголъ 406, равный углу поляръ А! и В! 
этихъ точекъ (фиг. 116). = 

Черезъ центръ о проведемъ линш, параллельныя 
прямымъ А’ и В!; изъ точекъ а и 6 опустимъ перпен- 
дикуляры на эти прямыя; изъ подобныхъ треугольни- 





ковъ оае, об} находимъ 
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_ @0 ае. ас т се _ ас | 09. 


Бали 


06 3% а ато 


отсюда оа (64 2 ой) = об (ас -- 09); но 0а. ой = оф. од = т?; слЪдовательно, оа {= ас, 


оа _ @ 


ИЛИ . : | 
| ор . 64а ы 


Такимъ образомъ разетояе двухъ точекъ отъ центра пропорщюональны риаетОи= 


мямъ каждой изъ нихъ отъ поляры другой. 

Найдемъ взаимную полярную кривую круга рад!уса г’ относительно вру о. ПУСТЬ 
С' будетъ поляра центра ‘с даннаго круга (физ. 170); | 
‘проведемъ къ этому кругу какую-нибудь касательную Фиг. 117. 

А и возьмемъ полюсъ а! этой прямой; изъ предъиду- 

| . оа’ _ @’4 0 0 
щаго свойства получимь — = т или =. = =;; ТаКЪ 
какъ отношен!е разстоян!й каждой точки а’ геометри- 
ческаго мета отъ точки`о и отъ опредфленной прямой 
С’ есть постоянное, то это геометрическое м5сто. 
есть кривая втораго порядка, точка о которой есть одинъ 
изъ ФОокусовъ, а прямая С’ соотв$тствующая директ- 
риса. 

Съ помощю этого преобразования можно непосред- | 
ственно изъ свойствъ круга вывести большую часть СвОйСТвЪ ФОкКусовъ . Кривыхъ 
втораго порядка. Такъ напримзръ, дв$ касательныя А и В, проведенныя къ кругу с, 
составляютъ равные углы съ хордою прикосновен!я аб; прямымъ А и В соотв®т- 
ствуютъ двЪ точки а’ и 6' коническаго сЪчен!я; двумъ точкамъ аи Б`‘круга соотвЪт- 
ствуютъ касательныя А’ и В’; проведенныя къ этому коническому сЪчентю въ точ- 
кахъ а'иф'; прямой аб али М соотв5тствуетъ точка пересфченя т’ прямыхъ А!иВ'. Ра- 
тусы, проведенные изъ’ Фокуса о къ точкамъ а', 6’, т' образуютъ между собою углы, 
равные угламъ ихъ поляръ А, В, М; отсюда заключаемъ, что прямая от' дфлитъ уголъ 
а’ о 6' пополамъ ($$ 955). 
| Геометрическое мЪсто вершины т постояннаго угла, описаннаго около круга с, 
есть концентричный кругъ. Двумъ касательнымъ А и В, проведеннымъ изъ точки т къ 
кругу с, соотвзтствуютъ двЪ точки а’ и 6! коническаго сЪчен1я, а точк$ т прямая 
а'5’; такъ какъ уголъ @'0б’' равенъ углу прямыхъ А и В, то овъ также постоянный; 
такъ какъ точка т описываетъ кругъ, центръ котораго есть с, то ея поляра а!6' оги- 
баетъ коническое сфчене, точка о котораго есть одинъ изъ Фокусовъ, а поляра центра с 
есть директриса. Такимъ образомъ хорда, ‘видимал изь фокуса коническазо съченя 





1005 постоянным5 `у1лом5, отибает5 коническое стчеше, которое имъетё тотё же’ 


фокусё и ту же директрису. Хорла аб круга огибаетъ концентричный кругъ; слздо- 
вательно, точка пересфчентя касательныхъ, проведенныхъ къ коническому сЪченю 
въ точкахъ а’ и 6’, описываетъ коническое сЪчене, которое также имЪетъ тотъ же 
ФОКусъ и ту же директрису. 


ыы кривыя. 


\ 


304. Въ т предъидущемь намъ приходилось разсматривать кривыя, ка- 
сающуяся прямыхъ; когда точка описываетъ кривую, ‘поляра ея остается 
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касательною къ другой кривой. Вообще огибающею движущейся лини 
называютъ кривую, котозой эта лин1я постоянно касается. 
Пусть | 


(1) 7 (х, у, а) == 0, 

будетъ уравнеше, содержащее перем$нный параметръ а. Каждой вели- 
чин$ @ соотвЪтетвуетъ опредБленная лия. Дадимъ параметру дв близкя 
величины & и а -- 1; тогда лишя (1) и ливя К 


(2) (у а) =о0, 


пересЪкутся въ точкв М’ (4%. 118), координаты которой удовлетворяютъ 
въ одно и то же время уравненямъ (1) и (2). Оба эти уравневмя можно 
замфнить сл дующимъ | 


| . 9» - й) — 9 $9) | 
4 (, у, а) =0, 1), 


которое, когда Л приближается къ нулю, приводятся къ 
8) _ Хара =0, Л, (@, у») =0. 


Но когда й приближается къ нулю, точка М’ перемфщается на линш 
а. (Ши приближается къ предёльному 
положеншю М; это есть предфльная 
точка, которая. выражается уравне- 
А нями (3). Каждая изъ ливй (1) со- 
\ . держитъ предЗльную точку; геометри- 
ческое мЪсто этихъ точекъ, т.е. гео- 
метрическое м$сто яосльдовательныхь пересъиемй лин, выражае- 
мыхъ уравненемъ (1), получимъ, исключивъ ‘& изъ уравнений (3). 
Разсмотримъ снова уравнения (1) и (2), въ которыхъ мы примемъ а 
за перемънное, а й за постоянное; эта система выражаетъ. геометрическое 
мЪсто точекъ, въ которыхъ каждая лин!я (@&) пересъкается лишею (@- 1). 
ДвЪ изъ этихъ точекъ находятся на лини (4), именно точки перес$ченя 
М’ лини (4) съ лишею (а -- 4), и точка пересвчения М” линш (а — 1} 
съ лишею (а). Когда # приближается къ нулю, обЪ точки М” и М" при- 
ближаются къ тому же предфльному положеню М, и геометрическое м$- 
сто сдфлается касательнымъ къ лини (4). въ точкё М. Такимъ образомъ 
звометрическое мъсто посльдовательныхь пересъченй лин, выражае- 
мыль уравнещемь (1), есть касательныя кз каждой изь этихь лин. 


м 





< 


< 
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Въ са$детв1е этого говорятъ, что геометрическое мфсто есть огибающая 
лин!й (1), которыя называются о\баемыми. 

_ 305. Положимъ теперь, что движущаяся линйЯ выражается уравне- 
вемъ — 


ис Хуа) =0 


которое -содержитъ два перемзнные параметра @ и 6, имъющше между. 
собой соотношене 


(5) в 7 .Ф (а, 6) = 0. 


Если черезъ 6’ назовемъ производную отъ 6, разсматриваемаго какъ 
Функщя отъ а, выражаемая уравнешемъ (5), то получимъ 9’, {- $', 6’ = 0 


ф! Е: м 
откуда 6' —= — сы . Но если приравняемъ вулю производную отъ Функци 


Х (<, у, а, 6), взятую относительно а, разсматривая въ ней у, какъ ФУНК- 
цю отъ а, то р ь г ь 6’ — 0; отсюда находимъ соотношен1е 


с о 


и чтобы найти уравнене огибающей, надобно изъ трехъ уравненй (4), 
(5), (6) исключить два параметра. | 


306. Для примфра найдемъ огибающую нормалей, проведенныхъ къ параболЪ. Нор- 
маль, проведенная къ парабол$ у? — 2рх — 0 въ точкф М (физ. 118), координаты ко- 
торой суть х и у, выражается уравнешемър (У — у) - у (Х — 2) = 0; замфнивъ х его 
| $ у | : 


величиною —, получимъ уравнен!е- 


5р? 
(7) УМ -Р- 5,0 


которое: содержитъ произвольный параметръ у; теперь надобно взять производную от- 
носительно у 


ЗУ 
(8) Х —рР— ея = 0, 
и ИСКЛЮЧИТЬ у изъ уравнений (1) и (8). Замзнивъ въ уравненш (0) у? его величиною 
изъ уравнен{я (8), получимъ у — — ыы внеся эту величину у ВЪ уравненге (8), 
получимъ уравнене огибающей 
“У | Ра 
тр 


Эта кривая имфетъ видъ, показанный на Фигур$; она представляеть точку воз- 
врата въ С; дЪйствительно, такъ какъ касательная въ этой точк$ нормальна къ пара- 
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бол$ въ вершин$ А, то она совпадаетъ съ осью АХ. Когда точка М описываетъ вЪтвь 


Фиг. 179. 





точк$ РГ; 





АВ параболы, нормаль наматывается на вЪтвь СО оги- 
бающей, и точно такъ же, когда точка М описываетъ вЪтвь 
АВ!’ параболы, нормаль наматывается на в$твь СО’ оги- 
бающей. 

Если желаемъ провести ‘нормали. КЪ ь парабожв че- 
резъ данную точку Р, то въ уравненти (7) надобно ХиУ 
принимать за координаты точки Р, а ординату у подошвы 
М нормали за неизвЪстное. Изъ точки Р можно прове-_ 
сти три нормали къ парабол5 или одну, смотря по тому, 
будетъ ли это уравнеше третьей степени. относительно у 
имфть три дЪйствительные корая или одинъ. Этотъ во- 
просъ, очевидно, приводится къ проведению касательныхъ 
къ огибающей черезъ точку Р; такимъ образомъ огибаю- 
щая, которая есть третьей степени, есть также третьяго 
класса. Если точка Р будетъ находиться между двухъ 
вЪтвей огибающей, то изъ этой точки можно провести - 
три касательныя къ огибающей, и сл$довательно, три 
нормали къ парабол$; но когда точка лежитъ внЪ, въ 


тогда можно провести только одну касательную къ огибающей, и слЪдова- 


тельно одну вормаль къ параболф. 


307. Найдемъ еще огибающую нормалей, проведенныхъ къ эллипсу 


2? о. 


уравненше нормали въ точк$ (х, у) 


(10) 


а*Х. 6*У а* =. 
О — 5) =0 


содержитъ два перем нные параметра х и у, имзющ/е между собой соотношене 


21 


2 3/2 


Но формул (6), $ 305 мы имфемъ 





х у 

а? 6 в. № 

2х = Е = ЖИ: 

2 е х 


третье отношене мы получимъ, сложивъ числители и знаменатели и умноживъ оба 


члена перваго на х, оба члена втораго на у, и принимая во вниман!е уравнене (10) 
и (11). Отсюда находимъ 


а*Х 2 р4у 
=, = — 5, 
с : сз 


внеся эти величины въ уравнен!е (11), получимъ уравнен!е огибающей 
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(12). баз ‚(> = = 
Эта кривая представляетъ четыре точки возврата (ме. 180) Когда подошва М 
нормали описываетъ дугу АВ эллипса, нормаль 


/ 


наматывается на дугу СО огибающей. Если же- Фиг. 180. 
лаемъ провести нормали къ эллипсу черезъ дан- р’ 
ную точку Р, координаты которой суть Х и У, С ъ’ 


то изъ двухъ совмфстныхъ уравнений (10) и (11) Л 
опредфлимъ координаты хи у подошвы каждой. 
нормали; подошвы’ нормалей суть ‘точки перес$- 
чен!я даннаго эллипса (11) съ гиперболою (10). 
такимъ образомъ имфемъ мы четыре р$шентя. Но 
этотъ вопросъ приводится къ проведеню каса- 
тельныхъ черезъ точку Р къ огибающей; отсюда 
’ заключаемъ, что огибающая, которая должна быть 
шестой степени, есть. четвертаго класса. Если 
точка Р будетъ. находиться внутри огибающей, 
черезъ эту точку можно провести четыре каса-' 
тельныхЪ къ огибающей, и сл5довательно четыре дЪйствительныхъ нормали къ эллинсу: 
но когда точка находится внЪ, напримЪръ въ Р', тогда къ огабающей можно провести 
только двЪ дЪйствительныя касательныя, слЪдовательно: дв$ нормали къ эллипсу; такимъ 
образомъ получаемъ т$ же результаты, которые были уже найдены въ $ 991. 
Уравнен!е огибающей нормалей, проведенныхъ къ гиперболЪ, есть 


(13) к 5 - (> ==. 


с* 67 





васательныя координаты, 


\ 


308. Кривую можно р разсматривать или какъ геометрическое мфсто 
точки, или какъ огибающую движущейся прямой. Разсматривая съ этой 
послфдней точки зрфня, мы выразимъ прямую уравненемъ вида 


(14) —. _ ра 9у—1= 0, 


и по аналоги скажемъ, что ‘величины двухъ параметровъ р и.д, которыя 
опредфляютъ ея положение, суть координаты прямой. 
Если будетъ дано уравнене 


(15) к ф (р, 9) = 


между этими двумя параметрами, и если одинъ изъ нихъ будемъ измб- 
нять непрерывно, то другой будетъ также вообще изм$няться непре- 
рывно, и прямая будетъ двигаться въ плоскости огибающей кривой. Можно 
предположить, что уравнеше (15) выражаетъ кривую рядомъ ея касатель- 
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ныхъ съ помопию новой системы координатъ р и р. которыхъ поэтому 
можно назвать касательными координатами. 

Чтобы получить уравнеше этой кривой въ линейныхъ координатахъ, 
надобно, какъ быдло сказано въ $ 305, иеключить ри 4 изъ уравнений 


(14), (15) и 
(16) Неа р 


Если уравнеше (15) будетъ алгебраическое, то. уравнеше съ си у, 
которое мы получимъ, будетъ также алгебраическое. Степень уравнения 
(15), представленнаго въ цвломъ видф, показываетъ классъ кривой. ДФй- 
ствительно, если х, и 9, булутъ координаты какой-нибудь точки плоскости, 
то каждая система величинъ р и 4, удовлетворяющихъ двумъ уравненямъ 


р%о -Е 9% — 1 = 0, $ (р, 9) =0, 
опредзлитъ дъйствительную или мнимую касательную, проходящую черезъ 
разсматриваемую точку. Если уравнеше (15) будетъ второй степени, то 
кривая, будучи втораго класса, будетъ также втораго порядка. 
Уравнен1е первой степени 


(17) Ар ВН =0 
въ касательныхъ координатахъ выражаетъ точку, линейныя координаты 


Е А В ы 
которой суть 25 — — с; Ув — — с; дФиствительно, это уравнеше, 


представленное въ видЪ 
р® -- 9% — = 0, | 
показываетъ, что движущаяся прямая постоянно проходитъ черезъ опре- 
дъленную точку (ху, Ус), слБдовательно, огибающая приводится къ точкф. 

‚ Свойства уравненя первой степени въ линейныхЪ координатахъ, ко- 
торыя были найдены въ Ц книг, справедливы также и въ этомъ случаф 
съ тою разницею, что точки замф$нены прямыми, а прямыя точками. Та- 
кимъ образомъ уравненге. 


| 9—9 =а(фр— р’), 
въ которомъ а есть произвольный параметръ ($ 64), есть общее урав- 
нене точекъ, находящихся на прямой (р’и 4’). Уравнеше ($ 66) 


(18) 9—9’ = 9—9 (р— 2’), 


выражаетъ точку пересъчевня двухъ прямыхъ (7, 4’), (р’, 4"). 
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Разсмотримъ двЪ сосфлн!я касательныя, проведенныя къ кривой (15), и 
положимъ, что вторая болъе и болъе приближается къ первой; тогда точка 
пересъченя ихъ, выражаемая уравненемъ (18), предЪломъ будетъ имЪть 
точку прикосновемя этой первой касательной; такимъ ‹образомъ точка 
прикосновевя выразится уравнешемъ ($ 89) 


Ф’р 


ЧФР), 
ИЛИ 
09) — ф— . р) $. +— 4’) р '=0. 
Чтобы это уравненше сдълать однороднымъ ($ 292), амфнимЪ ри9 


черезъ > и : тогда оно будетъ им ть. ВИДЪ. 


(20) _ РУ ии, = 0. 


309. Замфтимъ, что отыскане огибающей движущейся прямой можно 
привести къ теорйи взаимныхъ поляръ. Дъйствительно, эта огибающая кри- 
вая 5 есть взаимная полярная кривая кривой ©’, описанной полюсомъ 
прямой относительно даннаго коническаго сЪченля. Если за управляющую 
кривую возьмемъ кругъ 2? - 4? — 1 =0, то прямая +, Ру у—1=0, 
которая есть поляра точки (х, У,) совпздаетъ съ движущейся прямой 
(14), если сдвааемъ х, = р, у, =9; такимъ образомъ кривая ©’ отно- 
сительно линейныхъ координатъ выражается уравнешемъ Ф (2, 1) = 0. 


‘Примтър5 {. Найти отибающую такой прямой, чтобы произведене разстоян1й ея 
отъ двухъ данныхъ точекъ Е и Е’ было равно данной величин®. Взявъ прямую ЕЕ! 
за ось х-овъ, а перпендикуляръ, проведенный къ средин$ этой прямой, за ось у-овъ, 
означивъ черезъ 2с разстоян!е ЕЕ’ черезъ 6? постоянное произведеше, и выразивъ 
движущуюся прямую уравненемъ вида рх -- 99 — 1 = 0, получимъ соотношен!е между 
двумя перем$нными параметрами ри 9 


(с® == 62) р* = а —1=0; 
знакъ -- или — надо брать, смотря по тому, лежатъ ли обф точки по одной сторон$ 


прямой или по обЪимъ ея сторонамъ. Такъ какъ кривая С’ выражается уравне- 
немъ 


| | (с? == 65°) д = 6 у — 1 =0, 


то уравнене искомой кривой С или взаимной поляры ($ 300) будетъ 


ны 3]? 
ие к 
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Это есть эллипсъ или гипербола, точки Е и Е’ которыхъ суть фокусы. Эта теорема 
есть обратная теорем$, доказанной въ $ 259. 

Примтъьр5 Ц. Данъ четыреугольникъ абс; найти огибающую такой прямой, чтобы 
отношен!е произведеня ея разстоянй хвухъ  противоположныхъ вершинъ къ. про- 
изведен!ю ея разстоян!й отъ лвухъ другихь вершинъ была величина постоянная. Назо- 
вемъ черезъ 5, иу,, г. иу., 2%, И Уу,, Ч, и у, координаты четырехъ вершинъ и движу- 
щуюся прямую выразимъ уравнешемъ рх | 4у — 1 = 0; тогда между двумя парамет- 
рами р и 4 получимъ соотношен!е у 


(ра, т 99, — 1) (фз, + 49, — 0 — Е (фах. а — 0 (а. + 9. —0О=0; 


такъ какъ это соотношене второй степени, то заключаемъ, что огибающая есть кри- 
вая втораго класса или втораго порядка. Предъидущее уравнеше удовлетворяется 
тогда, когда движущаяся прямая совпадаетъ съ одной изъ сторонъ четыреугольника, 
потому что въ каждомъ член$ множитель обращается въ нуль. Такимъ образомъ кри- 
вая вписана въ четыреугольникъ, а отношению й можно дать такую величину, чтобы 
кривая была касательною къ какой-нибудь вятой прямой. Отсюда сл$дуетъ общее 
свойство коническихъ сЪченш: четыреугольнике, описанный около коническало съчешя; 
произведенае разстоянай какой-нибудь касательной от5 двух5 противуположныхь вер- 
шин5 четыр еузольника находится с5 произведенлели5 'разстолюаи этой же касатель- 
‚яой отб двуд5 друзит5 вершине в5 постолнном5 отношени. 


ГЛАВА Х[. 
Обиция свойства коническихъ сфчений. 


Гомогралическл системы, 


310. Когда на двухъ прямыхъ мы имземъ дв системы точекъ, свя- 
занныхъ между собою алгебраически, такъ что одной точкБ каждой си- 
стемы соотв5тствуетъ только одна точка 
другои, тогда говорятъ, что обЪ системы 
точекъ суть зомозрафическая. Если черезъ 
х их’ назовемъ разстояня двухъ данныхъ 
точекъ, взятыхъ на прямыхъ, отъ двухъ 
 соотв$тствующихъ точекъ, то алгебраиче- 
ское соотношеше, которое по предположе- 
нию существуетъ между д и х’и которое должно быть первой степени 
относительно каждаго изъ этихъ двухъ перемънныхъ, будетъ необхо- 
димо вида 


(1) | хх -- А+ АВ =0. 


Фиг. 181. 
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Оно содержитъ три произвольные коеффищента: А, А’, В: слБдовательно, 
тремъ точкамъ, взятымъ произвольно на первой прямой, можно найти со- 
отвЪтествующия три точки, взятыя произвольно на второй ‚прямой, >И там 
кимъ образомъ опредфлится способъ гомогравичеекатб” дъленя. 

Если разстоян!я на первой прямой будемъ считать отъ точки $, соот- 
вътствующей безконечности’ второй, а на второй прямой отъ точки 7, со- 
отвЪтствующей безконечности на первой, то предъидущее соотношете. 
упроститея и будетъ 


(2) жи РВ =0. 


Очевидно, что пукъ прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же 
точку, опредфляетъ на двухъ какихъ-нибудь сЪкущихъ дв$ системы гомо- 
грахическихъ точекъ; дъйствительно, по свойству вопроса соотношене | 
между соотвЪтетвенными точками есть алгебраическое, и одной точкЪ одной 
изъ сЪкущихъ соотвзтствуетъ одна точка другой. 

Этимъ свойствомъ можно воспользоваться для построен1я соотвфтетвен- 
ныхъ точекъ, когда способъ гомограхическаго дФленя на двухъ прямыхъ _ 
опредфляется тремя парами соотв$тственныхъ точекъ (а, а’), (6, 6’), (с, с г 
Вторую линю перемвщаемъ такъ, чтобы она совпала съ. точками аи а' 
(фил. 181); тогда прямыя 66’, сс’ пересфкутся въ одной точк$ о; и пря- 
мая, которая соединяетъ точку о съ какою-нибудь точкою 77-первой пря- 
мой, опредвлитъ соотвфтственную точку т’ на второй прямой. Ливя 07’, 
параллельная первой прямой, опредфлитъ точку ]” второй прямой соотвЪт- 
ственную безконечности первой; точно”также лин!я 0%, параллельная вто- 
рой прамой, опредълитъ точку & ыы прямой, соотвфтствующую безко- 
нечности второй. и. 

311. Когда имфемъ два пука прямыхъ, изъ которыхъ одн$ прохо- 
дятъ черезъ точку о, друмя черезъ точку 0’, и эти прямыя связаны 
алгебраически такъ, что одной прамой каж даго пучка соотвзтствуетъ 
только одна: прямая другаго Вр, тогда не что оба пучка 10м0- 
рафическяе. | 

Очевидно, что если дДВЪ опредфленныя точки ди 0’ соединимъ съ 
одн$ми и тфми же точками прямой или съ-еоотвЪтственными точками 
двухъ гомограхическихь дфлешй на двухъ различныхъ прямыхъ, то со- 
ставимъ два гомограхическихъ пучка; потому что по свойству вопроса 
соотношене есть здгебраическое, и одной прямой соотвфтствуеть только 
одна прямая. г 
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Обратно, два гомограхичесме пучка опредзляютъ на двухъ какихъ- 
нибудь прямыхъ дв системы гомограхическихъ точекъ. 

312. Если имфемъ на двухъ различныхъ прямыхъ двЪ системы гомо- 
грахическихъ точекъ, и если эти двБ прямыя положимъ одна на другую, 
то на одной и той же прямой получимъ дв$ системы гомографическихъ 
точекъ. Если способъ дфленя опредЪляется тремя парами сходственныхъ 
точекъ (а, а’), (6, 6), (с, с’), то чтобы построить двЪ какя-нибудь сход- 
ственныя точки, вообразимъ, что прямая | раздфлена пополамъ, точку а’ 
приводятъ въ точк$ @, поворотивъ вторую прямую на извЪстный уголъ къ 
первой, и потомъ окончимъ построемемъ, какъ показано на ФигурЪ 181. 

Если на одной и той же прямой мы имземъ двф системы гомографи- 
ческихъ точекъ, то на прямой будутъ дв двойныя точки, т. е. двъ 
такя, что каждая изъ нихъ, разсматриваемая, какъ принадлежащая къ 
одной изъ системъ, сливается съ своею сходетвенною въ другой системф. 
Дъйствительно, если разстояня на прямой будемъ ‘считать отъ одной и 
той же точки и если сдфлаемъ 2’==25, то, по уравненно (1), получимъ 
уравнен!е второй степени. Г 


(8) я -(АЧА) Во, 


каждый корень котораго опредЪляетъ двойную точку. ОбЪ двойныя точки 
будуть дЪйствительныя или мнимыя. 

При х —= ©, уравнене (1) даетъ х’— — А; при 2’ = 0, оно даетъ 
1 —— А’. Положимъ, что мы построили, какъ было показано, двЪ точки 
ри 7, сходственныя безконечности; если разстояшя будемъ считать отъ 
точки с, средины 17’, то такъ какъ величина х’и 5, соотвфтетвуюция без- 
конечности, должны быть равны и имЪть обратные знаки, получимъ 
А -{- А’ —О0, и ураввеве (1) обратится въ 


(4) хх’ -- А (х— я) В =0. 
Уравнеше (3), которое опредфляетъ двойныя точки, приводится къ 
(5) | 2” |+ В = 0. 


Назовемъ черезъ с’ точку второй системы, сходственную точкф с пер- 
вой; такъ какъ уравнене (4) должно удовлетворяться при д —= О и’ — сс, 
то получимъ В — А. сс’ == — с7'. сс’, и уравнеше (5) будетъ имфть видъ 


/ 


(6) | 2* — С). 68 


Двойныя точки будутъ дфйствительными тогда, когда лини с)’ и сс’ 
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откладываются по одному направленю. Чтобы построить ихъ въ этомъ 





случаз, опишемъ кругъ на с’//, какъ на да- Фиг. 182._ 
метрЪ (443. 182); изъ точки с проводимъ ка- же", ет 
сательную; отложивъ касательную на прямой, , СЕ 
получимъ двЪ двойныя точки е и}, которыя м. ОЕ 1 г 
находятся на равномъ разстояни отъ точки с. 7 


313. Два гомограхическе пучка, имБющще одну и ту же вершину, 
имБюЮтТЪ точно также двз двойныя прямыя; двйствительныя или МНИМЫЯ; 
мы ихъ получимъ, соединивъ вершину съ двумя двойными точками гомо- 
графическаго дЪлен1я, опредфляемаго пучкомъ на какой-нибудь сЪкущей. 

_ Если постоянный уголъ будемъ поворачивать около его вершины, то 
обЪ стороны образуютъ два гомограхическме пучка около одной и той же 
точки; различныя положен1я одной изъ сторонъ | 
составляютъь лервый пучекъ; различныя поло- 
женя второй стороны составляютъ второй пу- | 
чекъ. Очевидно, что двЪз двойныя прямыя бу- и 
дутъ мнимыя, и замфчательно то, что он$ не —я 
зависятъ отъ величины угла. ДЪйствительно, про- 
ведемъ какую-нибудь с5кущую и изъ вершины опустимъ перпендикуляръ ос 
на сёкущую ($4. 183); оба положешя а’, 1о’а, въ которыхъ. одна изъ 
сторонъ параллельна свкущей, даютъ двЪ точки фи 7'; положеше .с’ос. 
‘даетъ точку с’, сходственную точк с. Углы сос, Гоа равны, потому 
что уголъ 6’07' есть прямой; поэтому получимъ с7'. сс’ — — ос*, и урав-. 
неше (6) будетъ ‘12° — — 06*; откуда д = Е 06.4. Такимъ образомъ, по- 
ложене двойныхЪ Точекъ на сзкущей и, елЪдовательно, положене двой- 
ныхъ прямыхъ не зависить отъ величины угла. Если за начало коорди- 
натъ возьмемъ точку 0, за ось 2 прямую ос, за ось /-овъ ой, то двой- 


ныя прямыя будутъ им$ть уравнентемъ > — == ® вмФетв онф выразятся 


Фиг. 183. 








уравнешемъ 1? - у? = 0; это суть асимптоты круга 2? № у? = 7?, опи- 
саннаго изъ точки о, какъ центра. 
Обратно, если двойныя точки двухъ системъ гомограхическихь точекъ _ 
на одной и той же прямой будутъ мнимыя, то обЪ эти системы. точекъ 
можно найти, обращая постоянный уголъ около его вершины. Такъ какъ 
точка с есть средина 17’, то образъ дфленя опредЪляется. тремя парами 
точекъ (с, с’), (1, в), (©, 7/); перпендикуляръ со къ прямой перес$каетъ 
кругъ, описанный на лини с’/’, какъ на дламетръ, -въ точкв о; уголъ 


с’ос, обращаясь около точки о, опредЪлитъ данное гомограхическое дфлеше. 
Брто и Буке. ГЕОМЕТРИЯ. у 
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Сжщялие. 


314. Раземотримъ дв системы гомограхическихъ точекъ на одной и 
той же прямой и. положимъ, что двЪ соотв5тетвующуя точки диа’ бу- 
‚ дуть взаимныя точки, т. е. если точкё а первой системы будетъ соот- 
вътствовать точка @' во второй, то, обратно, точк$ а’, которую раземат-_ 
риваемъ, какъ принадлежащую первой ‘системф, будетъ соотвЪтствовать 
точка @ во второй. Необходимо, ‘чтобы уравненге (1) удовлетворялось также 
И ВЪ ТОМЪ слуЧАХ, когда переставимъ частныя величины 2 и 4’, относя- 
ппяся къ этимъ двумъ точкамъ, а для этого необходимо, чтобы А = А!; 
но тогда всЪ соотвфтственныя точки будутъ взаимны по ДВ, И ВЪ ЭТОМЪ 
случаЪ говорятъ, что точки находятся въ смяни. 

Такъ какъ уравнене 


(7) а _ ИА) В = 0 


содержитъ только два произвольные коеффищента А и В, то для опре- 

`дФлен1я смяня достаточно двухъ паръ сопряженных точекъ (а, а’), 
(6, 6'). ОбЪ точки $ и 71 сливаются, и если разстояв!я будемъ отсчиты- 
‚вать отъ этой точки $ то уравнеше (Т) обратится въ. 


я о жфв=б “ 


эта точка называется центром5 смявшя. Есть ДВ. ДВОЙйНыЯ точки 
е и}, дйствительныя или мнимыя, опред ленныя уравненемъ 22° -- В = 0. 

ТакимЪ образомъ, уравнеше (8) будетъ 14’ —1е*; отеюда заключаемъ, 
что двф двойныя точки е и } суть гармоничесмя сопряженныя относи- 
тельно двухъ какихъ-нибудь сопряженныхъ точекъ. 

Круги, проведенные черезъ двЪ данныя точки р и.у, опредФляютъ 
на прямой смяне (фи. 184). —Возьмемъ 
на прямой какую-нибудь точку а; черезъ эту 
точку .и дв5 точки р и д проходитъ только одна 
окружность круга. Эта окружность пересъкаетъ 
прямую во второй точк$ а’; такимъ образомъ 
точ а будетъ соотвфтетвовать только одна 
точка @’; сверхъ того соотношене есть алге- 
браическое 1 и существуетъ обратность; слфдовательно, эти пары точекъ 
составляютъ смяне. Точка 1, въ которой прямая р9 пересЪкаетъ 


Фиг. 184. 
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данную прямую, есть центръ сл1ян1я; а двойНыя | точки суть точки. 
прикосновен!я касательныхъ круговъ. | 

| Двойныя точки будутъ дЪйствительныя или мнимыя, смотря по тому, 
будетъ ли точка $ находиться вн точекъ @ и а, или между ними. Въ 
‘первомъ случаз двойныя точки мы получимъ, проведя изъ точки $ каса- 

тельную къ одному изъ круговъ и отложивЪъ эту касательную. 

‚ Если препятствне опредфляется на прямой’ помощю двухъ паръ со- 
пряженныхъ. точекъ (а, а’), (6, р’), то легко можно построить ДВФ ка- 
-юя-нибудь сопряженныя точки. Черезъ дв точки виа" проведемъ кругъ; 
черезъ дв точки 6, 6’ и произвольную точку р на первомъ круг$ прове-. 
_демъ второй кругъ; эти два круга пересЪкутся во второй точкф 4; кругъ, 
проходяций черезъ дв$ точки рифи точку т прямой, опредвните со- 
_ пряженную точку 7". 

315. Разсмотримъ точно также два гомограхичесые пучка, имъюще 
одну и ту же вершину, таке,. что дв соотвтствующия прямыя были бы 
взаимныя; эти прямыя опредЪляютъ на какой-нибудь с$кущей точки въ 
смаяни; слъдовательно, всъ сходственныя прямыя суть взаимныя . по 
двЪ, и говорятъ, что прямыя находятся въ смянш. Есть двЪ двой- 
чыя прямыя дЪиствительныя или, мнНимыя; Но нётъ ничего аналогичнаго 
съ центромъ слянля. 

Мы сказали ($ 313), что, когда. постоянный уголь вращается ‚около 
его вершины, двЪ стороны образуютъ два гомограхическе пучка. Если. 
уголъ будетъ прямой, то будетъ взаимность, и слфдовательно, будетъ сл-. 
_-яне; двойныя прямыя, какъ мы замфтили, суть асимптоты круга. 

Обратно, если на. прямой .двойныя точки сляня будуть мНимыЯ, 

то пары сопряженныхъ точекъ можно 
найти, обращая прямой уголъ около его 
вершины. Смяве опредфляется двумя 
парами сопряженныхъ точекъ ($, со), (а, @'); 
на аа’, какъ на даметрв, опишемъ кругъ 
(Фи. 185) ‘и изъ точки $ возставимъ ‚на 
прямую перпендикуляръ, который перес$- 
четъ кругъ въ двухъ точкахъ ри 4; Кругъ, проходящий черезъ точки 
р и 4, опредфлитъ двЪ сопряженныя точки т и т’, а уголь трт! бу- 
детъ прямой. 


Фиг. 185 





11* 


260. КНИГА ПТ, ГЛАВА Х! 


_ Теорема {. 


316. Даны 0ва юмофафичесяе пучка; зеометрическое мъсто 
точки пересъченя двух соотвътетвенныхь прямых есть коническое 
‘спчеще, проходящее через вершины 06/27: пучков5. 

Опредвлимъ, сколько точекъ -геометрическаго мЪста находится на ка- 
КОЙ- нибудь прямой О); два гомограхическяе пучка 
ои о’ (физ. 186) опредфляютъ на этой пря- 
р ^ мой дв$ системы гомограхическихъ точекъ (о, /), 

Г (В, В’), (7, 7),....; ДВ соотвфтственныя пря- 

Ао ‚ Мыя 06, о’е, которыя пересфкаются на пря- 

мой ПО, опредЪлвютъ двойную точку е; такъ 

и 7 какъ на прямой [) находятся только двЪ дзой- 

ныя точки е и Х, то заключаемъ, что эта пря- 

мая пересвкаетъ геометрическое мЪсто только въ двухъ дЪйствительныхъ 

‘или мнимыхъ точкахъ; слфдовательно, геометрическое мЪъсто есть втораго 
порядка. | | 

Прямой 0’о втораго пучка соотв$тствуетъ извфстная прямая. ор ВЪ 
-первомъ пучкБ; точка пересфчен!я приходитъ въ о, а прамая ор будетъ 
касаться этой точки. Точно также кривая проходитъ черезъ точку о’ и 

будетъ касаться въ этой точкБ прямой 0’0’ втораго пучка, соотвЪтствен- 
наго прямой 00’ перваго пучка. © - | 
_ Шримючане. Поередствомъ этого мы можемъ найти точки, въ кото- 
-рыхъ данная прямая Ш пересъкаетъ коническое сфчене, опредфляемое 
пятью точками 0,0’, а, 6, с; если дв точки о и 0’ соединимъ съ тремя 
другими, то получимъ три пары прямыхъ (0%, 0’а), (06, 0'6), (ос, о0!), 
опредфляюния два гомограхическе пучка о и 0’; геометрическое мЪсто 
точки пересфченя соотвфтственныхъ прямыхъ есть коническое сфчеше, 
проходащее черезъ пять данныхъ точекъ; три пары точекъ (я, «’), (В, В’), 
(у, 7”) опредвляютъ гомограхическое дълене на прямой О; двЪ двойныя 
точки е.и } найдемъ по способу, изложенному въ © 312. 

Если прямая проходитъ черезъ одну`изъ данныхъ точекъ, напримЪръ, 
черезъ о, то достаточно построить соотвЪтственную прямую во второмъ 
пучк$. Точно также, какъ мы уже сказали, получимъ касательную ВЪ 0, 
проведя прямую ор перваго пучка, соотвЪтственнаго прямой 0’о втораго 
пучка. Такимъ образомъ опредфлимъ столько точекъ искомаго коническаго 
сфчения, сколько пожелаемъ, и столько же касательныхъ. 


Фиг. 186. 
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Замльчцине. Если прямая 00’, проходящая черезъ вершины, будетъ 
‘соотвфтствовать самой себъ въ двухъ пучкахъ, то, очевидно, она будетъ 
составлять часть геометрическаго мета, ‘которое тогда будетъ состоять 
изъ двухъ прямыхъ; въ этомъ случаЪ геометрическое мфсто точки. пере- 
сфченя соотвфтетвенныхъ. прямых, собственно говоря, будетъ прямая 
ливня. 


Теорема ли. 


— 


_ 317. Даны двь системы юмофафическихе точекз на двутз опре- 
Эъленныхь прямыхь А и А’; прямая аа/, соединяющая двъ каня-ни- 
будь соотвътетвенныя точки, озибаетз коническое съчеще, которое 
касается двух опредъленныхь прямых. 

Найдемъ, сколько касательныхъ, проведенныхъ къ огибающей, про- 
ходятъ черезъ произвольную точку р 


| Фиг. 187. 
плоскости (0%. 187); прямыя ра, А 
оли т А, 
ра’, соединяюцщия точку р съ двумя и 
еоотвфтственными точками, образуютъ | 
около точки р два гомограхичесме | № 
пучка; если движущаяся прямая аа’ х 


Въ одномъ изъ ея положений тт” 
проходитъ черезъ точку р, то она 
будеть двойною прямою двухъ пуч- 
ковъ; такъ какъ существуютъ только. 
дв$ двойныя прямыя ‘07, 2%, то от- — 
сюда заключаемъ, что черезъ точку 

р можно провести къ огибающей кри-_ 
вой только дв дЪйствительныя или мнимыя касательныя; слфдовательно, 
эта кривая есть втораго класса и, сл5довательно, втораго. порядка. 

ТочкЪ пересъченя о двухъ опредфленныхъ прямыхъ Аи А”, кото- 
рая, положимъ, принадлежить второй’ прямой, соотвЪтствуетъь на первой 
прямой точка й; когда движущаяся прямая приходитъ въ ой, кривая бу- 
детъ касаться прямой А въ точкф 1. Точно также кривая будетъ` ка- 
ваться прямой А’ въ точкв 0’ этой прямой, соотв тственной точк$ о 





прямой А. 

Примъчане. Помопию ‘этого мы можемъ провести черезъ данную 
точку р касательныя къ коническому сфченю, опредфляемому пятью ка- 
сательными; если точку р соединимъ съ точками, въ которыхъ об каса- 


262 ы КНИГА ПГ, ГЛАВА ХИ. 


тельныя А и А’ пересфкаются тремя другими В, С, О, то’ получимъ три 
пары прямыхъ, опредфляющихъ два гомограхичесше пучка, двойныя пря- 
мыя которыхъ суть искомыя касательныя. | 

Если точка р будетъ находиться на одной изъ данных ъ касатель- 
ныхъ, напримфръ, на А, то точки, въ которыхъ касательныя А и А! пе- 
ресъкаются тремя другими В, С, 0, опредълять на этихъ двухъ пер- 
выхъ касательныхъ двЪ системы гомограхическихъ точекъ; потомъ на пря-_ 
мой А’ ищемъ точку р’, соотвЪтственную точкЪ р на А; прямая рр’ бу- 
детъ касательная къ коническому сЪченио. 

Точка прикосновен!я касательной А есть, какъ мы сказали, точка этой 
прямой, соотвфтственная точкё о на А’. 

Зампчиие. Эту теорему можно бы было вывести изъ предъидущей: 
посредствомъ взаимныхъ поляръ. ДвЪ системы точекъ, находящихся на 
двухъ опредфленныхъ прямыхъ, преобразовываются. въ другой Фигурв въ. 
два пучка прямыхъ, проходящихъ черёзъ дв опредфленныя точки; если 
одной ТОЧК$ соетвфтствуетъ только одна точка, то одной прямой будетъ 
соотвётствовать только одна прямая; слвдовательно, об системы гомогра- 
Фическихъ точекъ перемзнятся въ два гомограхическе пучка, и наобо- 
ротъ. Такъ какъ геометрическое мЪсто точки пересъченя двухъ соотвфт- 
ственныхъ прямыхъ есть коническое сБчеше, то огибающая прямой, кото- 
рая соединяетъ дв соотвфтетвенныя точки, есть также коническое сЪчене. 
° Есди точка пересъченя о двухъ опредвленныхъ прямыхъ будетъ со- 
отвфтствовать самой себф на двухъ прямыхъ, то прямая вершинъ будетъ 
соотвфтствовать самой себЪ въ двухъ пучкахъ; такъ какъ въ этомъ слу- 
чаБ геометрическое м$сто будетъ прямая, то огибающая обратится въ 
точку; слЪдовательно, вс прямыя, какъ оа’, проходятъ черезъ одну и 
ту же точку. и 

_ 318. Изъ двухъ предъидущихъ теоремъ. вытекаютъ замчательныя 
свойства.. Разсмотримъ изъ нихъ н$которыя. . Если, напримъръ, два по- 
‘стоянные угла обращаются около своихъ вершинъ такъ, что точка перес$- 
чен1я двухъ сторонъ описываетъ опредБленную прямую, то ясно изъ са- 
маго построевя, что двЪ друмя стороны составять два гомограхическе 
пучка, и слъдовательно, геометрическое м$сто точки ихъ пересфчен!я бу- 
детъ коническое сЪчеше, проходящее черезъ дв5 неподвижныя вершины. 

Точно также, если на двухъ опредфленныхъ прямыхъ отъ точекъ, въ. 
которыхъ он пересфкаются движущеюся сЪкущею, проведенною черезъ 
опредзленную точку, отложимъ въ  опредвленномъ- направленши двЪ лини 
постоянной длины, то очевидно, что концы этихъ лин образують дВЪ 
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системы гомографическихъ точекъ, и слъдовательно, прямая, которая ‘ихъ 
соединяетъ, будетъ огибающею коническаго. съчен!я, касающагося двухъ. 
неподвижныхъ прамыхъ. о 

`Разсмотримъ движущися треугольникъ Е три стороны котораго 
вращаются около трехъ неподвижныхъ точекъ 
о, 0’, р (фи. 188), а дв вершины аи а’. 
перемёщаются по двумъ неподвижнымъ пря- 
мымъ А и А’; тогда дв$ прямыя оа, о0’@’ со- 
ставятъ два гомограхичесме пучка; ‘ потому 
что соотношен1е есть алгебраическое, и одной 
прямой 04 одного пучка соотвфтетвуетъ только. 
одна прямая о’а’ другаго пучка; сл$довательно, 
теометрическое м5сто третьей вершины 7 есть коническое сЪчеше, про-’ 
ходящеб черезъ двф точки о и 0’. Легко видЪть, что точка пересфчешя с 
прямыхъ А и А’ и дв$ точки 4 ие, въ которыхъ эти прямыя перес$- 
каются прямыми р0’и ро, принадлежать геометрическому мъсту; такимъ 
образомъ `коническое сфчен1е опредфляется пятью точками. | 
_ Когда три неподвижныя точки о, о’, ф будутъ находиться на прямой 
лини, то прямая 00’ будетъ соотвфтствовать самой себъ въ двухъ пуч- 
кахъ, а геометрическое м5сто вершины 7% будетъ прямая лишя; это есть 
задача, которая была изложена въ ® 104. 

Разбмбтримъ также движущийся треугольникъ аба’ и 189), три 
вершины котораго перемвщаютея по тремъ не- 
подвижнымь прямымъ А, А’, В, а двЪ сто- 
роны ба, ба’ вращаются около двухъ непо- 
движныхъ точекъ о ио/’; об$ точки виа’ обра- 
зуютъ на прямыхъ А и А’ дв5 гомографическя 
системы; дъйствительно, по свойству вопроса, 
соотношене есть алгебраическое, и точк$ а со- 
отвзтствуетъ только одна точка И. слБдова- 
тельно, третья сторона аа’ огибаетъ ковическое сфчеше, касающееся 
двухъ прямыхъ А и А’. Легко увидимъ, что прямая 00’ и дв прямыя 
о'с и о, соединяющия точки с и 0” съ. точками, въ которыхъ прямая В 
пересЪкаетъ прямыя А и А’, касаются коническаго сЪчен!я; такимъ обра- 
зомъ, коническое сзчене опредфлится пятью касательными. Если три пря- 
мыя А, А’, В проходятъ черезъ одну и ту же точку, то точка пересз- 
ченя прямыхъ А и А’ будеть соотвфтствовать самой себЪ, а огибающая 


Фиг. 188. 





Фиг. 189. 
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обратится ВЪ точку; сл5довательно, прямая аа!  проходитъ И непо-. 
движную точку. 

Теоремы Ги П даютъ, какъ мы видфли, способъ построить коническое 
сфчене, опредЪляемое пятью точками или пятью касательными; но слЪ- 
дуюция теоремы даютъ болфе простые способы построения. . 


Теорема КЕ, 


_ 319. Если три коничесвя съченбя имють дв обийя точки, то 
три прямыя, соединяюиия друия точки пересъченя кривыхь по дв%, 
иролодятз черезь одну и ту же точку. 

Пусть’ © —=0 будетъ уравнеше одного изъ коническихъ `сфченй: 
аыы уравнеше прямой, проходящей черезъ двз ‘обшуя точки; тогда 
уравнен!я двухъ другихъ коническихъ сфчевий будутъ вида $ — АВ —0, 
ю — о ху —= 0. Три прямыя, проходяпия черезъ дв друмя точки пересф- 
чен!я кривыхъ, разсматриваемыхъ по дв, суть 8 = 0, у = 0, #8 — 4’у=0;_ 
очевидно, ‘что третья проходитъ черезъ точку пересзчевя двухъ первыхъ. . 


Теорема &%’. 


320. Вх коническое съчеще вписанз шестиуюльникз; точки пере- 
съчешя противоположныхь сторонз находятся на прямой лини. 

_ Эта теорема, которая принадлежитъ Паскалю, есть слфдств!е предъ- 

идущей теоремы. Пусть абсае} (физ. 190) 

Фиг. 190. будетъ шестиугольникъ, вписанный вЪ ко- 

ническое сзчене; кривую и дв$ пары пря- 

мыхъ аби са, афи 4е можно разсмат- 

ривать, какъ три коническ!я _С5ченя, . ко- 

| | торыя имфютъ двЪ обния точки а и 4. 

ь ра ‚ _  Шрамая бБс соединяетъ дв друмйя точки 

№ ид Бис, въ которыхъ кривая пересЪкается 

9—7“ съ двумя прямыми аб и с4; прямая еЁ 

= __ соединяетъ двЪ друмя точки еи Х, въ 

| которыхъ кривая перес$кается съ двумя 

_ прямыми а} и 4е; сверхъ того двз пары прямыхъ пересвкаются въ точ- 

кахъ 1 и р; три прямыя 6с, е}, тр проходятъ черезъ одну и ту же 

точку 7; слЪдовательно, три точки пересфченя т, п, р противополож- 
ныхъ сторонъ вписаннаго шестиугольника лежатъ на прямой лини. 


р 
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Эта теорема относится не только къ выпуклому, но также къ какому- 

нибудь шестиугольнику. Вписанный шестиугольникт. Фиг. 191.. 
_ составимъ, проведя шесть послдовательныхъь хордъ  \ — 
въ томъ или ‘другомъ направлен такъ, ‘чтобы на- 
‚конецъ снова вернуться къ’ начальной точкЪ. Если 
стороны перенумеруемъ въ томъ порядкЪ, въ какомъ 
мы ихъ проводили, то. уравнен!е точки пересфченя 
сторонъ (1, 4), (2, 5), (3, 6) будутъ лежать на 
прямой лиши (0%. 191). _ 

231. Примъчате 1. Когда коническое' съчене опредфляется пятью 
точками а, 6$, с, 4, е, то, по предъидущей. теоремф, можно построить 
столько точекъ кривой, сколько угодно. Черезъ точку а проводимъ какую- 
нибудь прямую а{ои отыскиваемъ точку Ё, въ которой эта прямая пере- 
сЪкаетъ кривую (фи. 190); отм5чаемъ точку пересфчешя т прямыхъ 
аб и 4е; точку пересфчешя р прямыхъ с4 и аЁ& прямая 6с пересфчетъ 
прямую 27 Въ ТОЧКБ 0; точка }, въ которой прямая е пересЪкаетъ а, 
будетъ принадлежать кривой. 

Можно также построить касательную въ одной изъ -точекъ. Когда двф 
вершины вписаннаго шестиугольника, напри- 
мёръ, @ и Х, сливаются, тогда промежуточная 
сторона а} обратится въ касательную къ кри- 
вой ВЪ ТОЧЕК @; если приложимъ теорему впи- 
саннаго шестиугольника, принимая эту каса- 
тельную за сторону, то увидимъ также, что 
три точки находятся` на прямой лини. Отм$- 
чаемъ точку пересфченя 7% сторонъ аб и @е 
(физ. 192), точку пересвчения п сторонъ 6с 
и 46; прямая с@ пересфчетъь прямую 77 въ 
точк$ р; и прямая ар будетъ касательная въ точк$ а. 

_ Примъчате П.'’ Четырерольнике аса втисань ‘в5 коническое сп- 





Фиг. 192. 





чее; точки пеоесъченая противо- < Фиг. 198. 
положныхЕ сторонз и точки пере- вы 
съченя касательныхь в5 противо- | и" 1 
положеныхь вершинахь находятся и. 

на прямой мии. Если вписанный. | 
шестиугольникъ дополнимъ касатель- Об ЗИ | 
ными, проведенными въ аи с, то 5 








р ‚ати 


получимъ три точки т, п, р на вц 


! 


$ 
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прямой лини (4$. 193). Дополнивъ шестиугольникъ касательными въ 
точкахъ би 4, получимъ также три точки т,'%, 9 на прямой лини. 
Сльдовательно, четыре точки 1%, %,`р,`4 находятся на прямой лини. 

Примьчане Ш. Тоеулольникь вписань в5 коническое съчеще; 
точки пересъченя сторонз и касательныхь, проведенныхь в5 противо- 
положныхь вершинах», лежатз на одной прямой лини. Потому что 
три касательныя дополняютъ вписанный шестиугольникъ. 

322. Замъчане. Мы вилли, что черезъ пять точекъ а, В, с, 4, е, 
изъ которыхъ три не лежатъ на одной прямой лиши, проходитъ кониче- 
ское съчеше и притомъ только одно. Элементы этой кривой можно полу- 
чить сл5дующимъ образомъ: опредъляемъ сначала касательныя А, В, С 
ВЪ трехъ данныхъ точкахъ а, 6, с. Такъ какъ во всякой кривой втораго 


°, порядка касательныя, проведенныя кЪ концамъ хорды, пересфкаются на 


дламетръ, ‹ сопряженномъ этой хорд, то, слфдовательно, линля, которая со- 
единяетъ точку пересфченя р прямыхъ А и В съ срединою 4 прямой 
аб, есть дламетръ хордъ параллельныхъ 6; точно также лишя, которая 
соединяетъ точку пересъченя 4 прямыхъ В и С съ срединою Й линш 6бс, 
есть д1аметръ хордъ параллельныхъ 6с. Положимъ сперва, что два да- 
метра 4, 91 пересвкаются въ точкЪ 0; въ этомъ сдучаЪ кривая’ будетъ 
кривая, имвющая центръ, а центръ будетъ точка о. Прямая ор ‘и пря- 
мая ок, ИИ аб, составляютъ систему сопряженныхъ д1аметровъ. 
Если черезъ &/ назовемъ длину полуд1аметра, им5ющаго направлеше по ор, 


то получимъ а” = у ор.049; точно также получимъ длину 6’ полуд1аметра, 
имвющаго направлеше по о. Было показано (4$ 1714 и 115), какимъ 
образомъ опредзляются оси, когда извЪстна система ке дламет- 
ровъ а’и 6’. 

323. Если два д1аметра будутъ параллельны, то кривая будетъ пара- 
бола. Въ этомъ случав проводимъ даметры, которые проходили бы черезъ 
‘а и 6, потомъ проводимъ прямыя, составляющуя съ касательными тЪ же 
углы, какъ съ. даметрами; эти дв прямыя пересЪкаются въ Фокус па- 
раболы. Опустивъ изъ Фокуса. перпендикуляры на касательныя А и Ви 
продолживъ каждый изъ перпендикуляровъ на величину, равную имъ’ са- 
мимъ, получимъ дв$ точки директрисы. Если будутъ даны три точки и 
касательныя къ двумъ изъ этихъ точекъ, то касательную къ третьей точк$ 
опредълимъ изъ свойства вписаннаго треугольника; потомъ поступаемъ, 
какъ прежде. Когда извъетны дв касательныя къ кривой и точки прикос- 


новеня, то, очевидно, можно ‘употребить построеше, какъ и въ; па- 
раболф. ‚ * | 
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Положимъ наконецъ, что желаемъ найти элементы параболы, опредф- 
ляемой четырьмя точками а, 6, с, 4. Если за оси координатъ возьмемь | 
дв$ прямыя @6, са, то уравнен!я параболь, проходящихъ черезъ данныя г 


точки будутъ ($ 216). | 
2? Эту 

4 ^- еы +. 
а то отсюда заклю- 


7» 


Такъ какъ угловые ыы осей суть -Е у 
‚ чаемъ, что эти оси параллельны дагоналямъ параллелограма, построен- 
наго на осяхъ координатъ, и стороны котораго равны среднимъ пропор- 


щональнымъ между @ и 6, си 4. Зная направлене оси, по теорем$ впи- 
саннаго пятиугольника, найдемъ касательную къ одной изъ точекъ, пред- 
полагая, что точка е неопредфленно удаляется, т. е., что прямыя де и 4е 

параллельными ‘оси (физ. 192). Опредфливъ дв® 


двлаются, наприм5ръ, _ 
касательныя, придемъ къ предъидущему случаю 


Теорема У. 


324. Шестиуюльникь отисанз около коническоо съчетя; три 
прямыя, которыя соединяют» противоположныя вершины, проходятд 


черезь одну и ту же точку. 
_ Эта теорема, извфстная подъ именемъ ре 9 2 

теоремы Бубалишона,, выводится изъ предъ- ` зе 
идущей посредствомъ взаимныхъ , поляръ. | 
* 5. а 


Пусть абсаер (физ. 194) будетъ шести- 
описанный около коническаго КЕ я 
| \ у в < 


угольникъ, 
вер- 


сфчен1я; вписанный шестиугольникъ, 2 

шины котораго суть точки прикосновения, г * 

есть относительная Фигура описаннаго ше-. „7 и > 
стиугольника относительно даннаго кони- к |2 ЗА 
ческаго съчения; потому что вершины а, 

6, с... описаннаго шестиугольника суть "Ех. 


полюсы сторонъ А’, В’, С’ 
наго шестиугольника. Дтагональ а4 описан- 
наго. шестиугольника есть поляра точки 7, 

въ которой пересъкаются противоположныя 97 


стороны А’и ШП” вписаннаго шестиуголь- 
ника; точно также дагональ фе есть поляра точки `пересёченя т’ 


вписан- 


о | ры 
сто- 
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ронъ В’и Е', а магональ е} есть поляра точки перес$чешя 7’ сторонъ 
`СТи Е’. Такъ какъ три точки 7%’, 7%’, 2’ находятся на прямой линш, 
то три прямыя аа, $е, её проходятъ черезъ одну и ту же точку. 0, ко- 
торая есть полюсъ этой прямой. 

ЭдЪсь мы сдфлаемъ замфчане, подобное тому, какое мы сдфлали о 
теорем Наскаля. Нътъ никакой надобности, чтобы описанный шести- 


угольникъ’ былъ выпуклый, ‘достаточно, чтобы онъ ‘быль сомкнутъ. Поло- 


жимъ, что проведено шесть касательныхъ къ коническому с$ченю; чтобы 
‚составить шестиугольникъ, проходящий черезъ точку перес$ченя двухъ 
касательныхъ, подвигаемся впередъ на одной изъ нихъ до пересъчения 
другой касательной; потомъ на этой второй касательной, въ ТОМЪ ИЛИ 
другомъ направлен, до пересъченя третьей касательной, и такъ далЪе, 
такъ, чтобы возвратиться къ исходной точкф. Ломанная лин!я, составлен- 
ная такимъ образомъ, будетъ описанный треугольникъ. Если вершины 


Фиг. 195. 


— 
—— 
> 
> 


неренумеруемъ въ томъ порядкз, въ какомъ мы ихъ получили, то три 
магонали, соединяюцИя вершины (1, 4), (2, 5),. (3, 6) пройдутъ черезъ 
одну и ту же точку (физ. 195). 

Примъчане. Когда коническое сфченме опредфляется пятью касатель- 
ными, тогда съ помощио предъидущей теоремы можно построить столько 
касательныхъ, сколько желаемъ. Пусть аб, 6с, са, ае, е} (фи. 183) бу- 

дутъ пять касательныхъ; найдемъ вторую касательную, которая прохо- 
дила бы черезъ точку а, взятую произвольно на одной изъ данныхъ. каса- 
тельныхъ.` Возьмемъ точку пересзченя о дагоналей а4 и 6е; проводимъ 


прямую со и точку а соединяемъ съ точкою Л въ которой прямая со. 


пересвкаетъ касательную е/. 

Можно также опредфлить точку прикосновен!я каждой касательной. 
Когда дв стороны описаннаго шестиугольника, напримфръ, стороны аб 
и 6с совпадаютъ, тогда промежуточная вершина 6 будетъ точкою прикос- 


| 


в СВОЙСТВА КОНИЧЕСКИХ СБЧЕНЙ. _ 269: 


новен1я; чтобы найти эту точку прикосновен!я. соединимъ вершину е съ 
точкою пересфченшя о дагоналей а и е{ (фи. 196). 

Когда опредълены точки прикосновенля трехъ 
касательныхъ, тогда. элементы кривой получимъ 
по способу, ‘изложенному въ ( 322. 

Изъ теоремы Браншона выводимъ слфдую- 
_ пая прим$чания: чепыреуюльникв описанз около 
`коническало съчешя; де балонали и двъь пря- 
мыя, которыя соединяют точки прикосно- 
вешя противоположных сторонз, проходяте 

черезь одну и ту же точку. 

Треуюльникь описанз около коническалю . съченя; прямыя, соеди- 
няюиия вершины с5 точками прикосновещя противоположныхь сто-. 
фонз, проходятз черезь одну и ту же точку. Въ. первомъ случаз до- 
статочно дополнить описанный шестиугольникъ точками прикосновения 
двухъ противоположныхъ сторонъ; во второмъ ау тремя точками при- 
 косновения. 


Фиг. 196. 





"теорема УИ. 


325. Аоничесня съчетя, которыя 710х00Ят5 черезь четыре не- 
подвижныя точки, опредъляютз на прямой точки в5 смянт. 

_На прямой Г) возьмемъ какую-нибудь точку 7 (феи. 197}; черезъ оу. 
точку и черезъ четыре данныя 
точки а, 6, с, 4 можно про- 
вести только одно коническое 
съчене; это коническое счете 
пересЪкаетъ прямую’ Г) во вто- 
рой точк5 7; такимъ образомъ 
ТОчкВ 2% соотвфтствуетъ только 
одна точка 90’; сверхъ того со- 
отношен!е есть алгебраическое и есть взаимность; сл5довательно, пары 
точекъ (1, 75”) составляютъ смяне. = 

Примтьчане. ДвЪ5 системы прямыхъ ` (@с, а и (а6, с4), проходя- 
щихъ черезъ четыре точки, даютъ дв пары сопряженныхъ точекъ ©, «'), 
(В, 6’), опредвлающихъ слявя. 

Двойныя точки суть точки прикосновеня коническихъ сфчешй, про- 
ходящихъ черезъ четыре точки а, 6, с, 4 и касающихся прямой 0; такъ 


Фиг. 197. 
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какъ существуютъ дв$ двойныя точки, то заключаемъ, 410 есть два ко- 


ничесчя съчешя, дъйствительныя или мнимыя, проходяиия черезу че- 


тыре данныя точки и касающияся данной прямой. Эти двойныя точки 
опредфлимъ такъ, какъ говорили въ < 314, и тогда а -- изъ ДВухъЪ 
коническихъ съченй опредвантся ПЯТЬЮ точками. 


Теорема У. 


326. Касательныя, проведенныя изъ опредъленной точки р кз ко- 
ническимз съчетямь, касательнымь кз четырем даннымз прямымз, 
находятся в5 стяни. 


__ Эта теорема составляетъ соотношене предъидущей теоремы, которая 


принадлежить Г)езатдиез. Она доказывается точно такъ же; черезъ точку р 
проводимъ какую-нибудь прямую рт (фи. 198); 
существуетъ только одно коническое сфчеше, касаю- 
щееся четырехъ данныхъ прямыхъ и прямой рт; 


Фит. 198. 


къ этому коническому сЪчению; такимъ образомъ пря- 


сверхъ того соотношеве есть алгебраическое и есть 
взаимность; слфдовательно, эти касательныя состав- 
_ лаютъ сляне. | 
`Примъчанще. Четыре данныя прямыя образуютъ 
четыреугольникъ; длагональ аа’ можно разсматривать, 





мыхъ, И малая ось котераго обращается въ нуль. 
 Касательныя, проведенныя изъ точки р къ этому эллипсу, который обра- 
тился въ его большую ось аа’, суть ра и ра’. То же самое скажемъ отно- 
сительно д1агонали 66”. Таикмъ образомъ получаемъ двЪ пары ‘сопряжен- 
ныхъ прямыхъ (ра, ра’), (ро, рф’), опредъляюцця сляние. 
Когда коническое сфчеше проходитъ черезъ точку р, тогда дв каса- 
‘тельныя т, рт’ совпадаютъ и образуютъ двойную прямую; такъ какъ 
въ слянши существуютъ. дв$ двойныя ‘прямыя, то заключаемъ, что 
существуют два коничестя съчетя, дъйствительныя или мнимия, 
касаюцияся четырель данныле прямыхз и протодяшия черезь данную’ 
точку. Проведя сЪъкущую черезъ пучекъ и опредливъ на съкущей двой- 
ныя точки, получимъ двойныя прямыя, и каждое изъ двухъ коническихъ 
съченй опредфлится пятью касательными. | 


проведемъ черезъ точку р вторую касательную рт’ 


мой 07 соотвфтствуетъ только одна прамая рт’; 


| какъ предфль эллипса, касающагося четырехъ.‘пря-` 


С 
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Теорема УИ, 


327. Коничестя съчешя, касающияся двудз данныхз прямыть в 
06915 данныхь точкахь, опредъляютз на какой-нибудь съкущей - сл- 
яе, которой одна изз двойных точек находится на тордь при- 
_ косновений. 
| Эта теорема есть частный случай теоремы  Ревагриев ($ 325). По- 
ложимъ, что точки 4 и с сливаются; точно также точки 6 и 4 (фил. 197); 
тогда двз прямыя ас и 64 будутъ касательными въ ди 6; такъ какъ 
дв прямыя аб и с4. совпадаютъ, то. дв сопряженныя точки Ви 8В* со- 
льются въ одну изъ двойныхъ точекъ, къ которымъ принадлежатъ пары 
очекъ (т, т’), (®, *). 

Примъчате. Изъ этого мы находимъ способъ строить коническое 
съчене, проходящее черезъ три данныя точки а, 6, С и касающееся 
двухъ данныхъ прямыхъ А и А’ (фа. 199). 

На сфкущей аб опредфляемъ двЪ двойныя точки еи } перемфщения, 
опред$ляемаго двумя парами ‘точекъ (@, 6), (<, ®х). На свкущей ас опре- 
двляемъ точно также двЪ 'ВОЙ- Фиг. 199. | 
ныя точки е и }, сланя, 
_ опредфляемаго двумя парами то- и“ - А 
_ чекъ (4, с), (*., ®,'). Такъ какъ ы 

хорда прикосновен!й должна .про- > | 
ходить черезъ одну изъ двухъ ее 
точекъ еи ри черезъ одну изъ | Е еы 
двухъ точекъ е, и}, то она Л 
совпадаетъ съ одной изъ четы- я —ж\=—— = 
рехъ прямыхъ, которыя полу- — < 
чимъ, соединивъ эти точки по 
дв всевозможнымъ образомъ. Мы докажемъ, что одна какая-нибудь изъ 
этихъ четырехъ прямыхъ, напримЪфръ, ее,, составляетъ р$шене задачи: 
эта прямая ее, пересфкаетъ двф данныя прямыя Аи А’ въ двухъ точ- 
кахъ 72 и 72!; можно провести одно коническое сфчете, проходящее че- 
резъ точку а и касающееся прямыхъ Аи А! въ точкахъ т и 7’ ($ 218); 
_Ттакъ какъ это коническое сЪчене должно пересфкать . съкущую ох’ во 
второй точкё, сопряженной точкБ а въ смянши, опредфляемомъ двой- 
- ною точкою е и парою точекъ (=, «'), то оно пройдетъ черезъ точку '6; 
точно также докажемъ, что она пройдетъ черезъ точку с. Такимъ обра- 


и 
& 
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зомъ есть четыре коническмя сфчевшя, дЪйствительныя или мнимыя, про- 
ходяния черезъ три данныя точки и касающяся ‘ двухъ данныхъ прямыхъ, 


Теорема их. . 


328. Ласательныя, проведенныя из5 опредъленной точки къ раз- 
личнымь коническим стчетямз, которыя касаются двуть данныхь 
_прямыть в5 двуть данныхь точкаль, составляють смяне, 0в0й- 
ная прямая которало проходить черезь точку пересъченя двухь дан- 
ных прямых. 

‚- Эта- теорема есть частный случай теоремы. УП. Положимъ, что двъ 
касательныя а6 и аб’ совпадаютъ (физ. 198); точно также @!'б и @'5’. 
Такъ какъ двз точки Би 6” сливаются, то дв5 прямыя рб и рб’ соеди- 
няются на одной изъ двойныхъ прямыхъ смяшя, которому принадле- 
жатъ двф пары прямыхъ (рт, рт’), (ра, ра’). 

Примьчане. Отсюда находимъ способъ строить коническое съчеше, 

проходящее черезъ двз данныя точки аиби 
касающееся трехъ данныхъ прямыхъ 717, рт 
и рт (физ. 200). Такъ какъ точка пересзчен!я 
о касательныхъ въ @ и 6 должна находиться 
на одной изъ двухъ двойныхъ прямыхъ с.л1- 
яя, опредфляемаго двумя парами прямыхъ 
(ра, рб), (рт, рп), и на одной изъ ‘двухъ 
двойныхъ прямыхь смяшя,  опредзляемаго 
двумя парами ‘прямыхъ (та, 16), (тп, тр), 
то она сольется съ одной изъ четырехъ точекъ 
пересЪчен!я этихъ двойныхъ прямыхъ по двЪ. 

Мы докажемъ, что какая-нибудь изъ этихъ. четырехъ точекъ, напримзръ 
точка`о, составляетъ рёшене задачи; можно описать одно коническое съ- 
чене, касающееся двухъ прямыхъ оа и об въ точкахь а и’ б и пря- 
_мой рт; такъ какъ вторая касательная, которую можно провести изъ 
точки р къ этому коническому съченшю, должна быть сопряженною пря- 
мой 17% въ смяни, опредфляемаго двойною прямою ро и парою пря- 
мыхъ (ра, 06), то она совпадаетъ съ рт; точно также докажемъ, что 
прямая чип есть касательная къ коническому сЪченлю. Такимъ обра- 
зомъ есть четыре коничесыя съченя, дъйствительныя или мнимыя, 


проходяция черезъ двЪ се ТОЧКИ И касаюппася трехъ данныхъ пря- 
МЫХЪ. 


| Фиг. 200. 





ОБЩИЯ СВОЙСТВА КОНИЧЕСКИХЪ СЪЧЕШЙ. — ` 213 


329. Замъчаше. Мы сказали (4282), что Фокусъ можно ` равоматри: 
вать какъ точку пересфчен!я двухъ.касательныхъ, параллельныхъ направ- 
лешямъ Фи — 1, т. е. параллельныхъ асимптотамъ круга; слФдова- 
тельно, 'опредёлить фокусъ, значитъ опредфлить двЪ касательныя къ ко- 
ническому сфченю; такимъ образомъ между коническими сЪчетями, ко- 
торыя имъютъ данный Фокусъ, есть одно, касающееся трехъ данныхъ ыы 
МЫХЪ ($ 262), 0ва касаюцяся двухъ данныхъ прямыхъ и проходяция 
черезъ данную точку; четыре касающляся данной прямой и проходяция 
черезъ двБ данныя точки, и, наконецъ, четыре, проходяшйя черезъ три 
данныя точки ($ 260). — у 

Мы видфли, какъ строится коническое сфчеше, удовлетворяющее пяти 
элементарнымъ услов!ямъ, — точкамъ кривой или касательнымъ; для опре- 
дБлен!я параболы достаточно ‘четырехъ` условшй; поэтому вопросъ можно 
привести къ одному изъ предъидущихъ, сдфлавъ преобразования помошю 
взаимныхъ поляръ. Дъйствительно, мы знаемъ ($ 301), что если центръ о 
управляющей кривой находится на коническомъ сф$чени, то взаимная по- 
_лярная кривая будетъ парабола, и наоборотъ, взаимная полярная кривая 
параболы есть коническое сЪчене, проходящее. черезъ центръ о управ- 
ляющей кривой. С лБдовательно, въ преобразованти, услов!е, чтобы искомая 
кривая была параболой, зам$нено ‘точкою о, точки — прямыми, прямыя — 
точками. Такимъ образомъ построеше параболы, касающейся четырехъ 
данныхъ прямыхъ, приводится къ построеншю коническаго -свчешя, прохо- 
 дящаго черезъ данныя пять точекъ; слБдовательно, будетъ только одно 
рьшене. Точно также есть дв% параболы, проходяшия черезъ четыре 
давныя точки или проходящия черезъ одну точку и касаюцияся трехъ 
данныхъ прямыхъ; четыре параболы; проходящия черезъ три точки и 
касаюцияся одной прямой или проходяшия черезъ дв точки и касаю- 
пияся двухъ данныхъ` прямыхъ. Проведя касательную въ о къ взаимной 
полярной кривой и проведя сопряженный дмаметръ въ управляющей 
кривой, получимъ направленте д1аметровъ параболы; поэтому мы можемъ 
приложить непосредственно къ даннымъ предъидупия. теоремы. 

`330. Для изучешя свойствъ системы коническихъ сфченй, удовае- 
творяющихъ четыремъ даннымъ ‘усломямъ, М. Свазез представилъ очевь 
остроумный способъ; онъ показалъ, что эти свойства зависятъ отъ двухъ 
цфлыхъ чиселъ, которыя онъ называетъь характеристиками системы; 
‚ это суть числа коническихъ сфчешй системы, которыя проходятъ черезъ 
данную точку или которыя касаются данной прямой. НапримЪфръ, дв 
характеристики системы коническихъ овчений, проходящихъ черезъ четыре 
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данныя точки, суть 1 и 2; характеристики системы коническихъ сЪченй, 
которыя . касаются четырехъ данныхъ прямыхъ, суть 2 и 1; характери- 
стики системы коническихъ съченй, которыя проходятъ черезъ три точки 
и которыя касаются прямой, суть 2 и 4; характеристики системы кони- 
ческихъ сфченй, проходящихъ черезъ данную точку и касающихея трехъ 
прямыхъ, суть-4 и 2; наконецъ, характеристики системы коническихъ 
сфченй, проходящихъ черезъ двЪ точки и касающихся двухъ прямыхъ, 
суть 4 и 4. Эти характеристики М. СВаез ‘означаетъ буквами ви у. 

Чтобы показать приложене этого способа, отыщемъ огибающую по- 
ляръ опредфленной точки р относительно различныхъ коническихъ сЪче- 
ний системы, которая характеристиками имЪетъ м и у. Общее уравнене 
коническихъ сфченшй, удовлетворяющихъ четыремъ даннымъ условямъ, 
содержитъ только одинъ произвольный параметръ а; означимъ это кони- 
ческое сЪчене черезъ } (х, у, а) = 0. Параметръ а входитъ въ уравне- 
не въ степени р; дЪйствительно, такъ какъ черезъ данную точку (х’, у’) 
проходятъ и коническихъ сЪчешй системы, то условное уравненше 
| (х', 4', а) = 0 должно. дать м величинъ дая а. Уравнене поляры 
точки р, координаты которой мы назовемъ черезъ 2, и 1,, есть 


2’ | УЛ Е =, =0; 

такъ какъ параметръ 4 входитъ въ. это  уравнеше въ степени и, то за- 
ключаемъ, что. черезъ точку, взятую произвольно въ плоскости, проходятъ р 
поляръ. Слфдовательно, огибающая поляръ есть кривая класса м. 

Найдемъ теперь геометрическое м$сто нполюсовъ опредъзленной прямой 
Р относительно той же системы коническихъ сЪченй, характеристики 
которыхъ суть и И у. Иели фигуру преобразуемъ по способу взаимныхъ 
поляръ, то данная система зам$нится другою, которая характеристиками 
имБетъ у и и, а опред5ленная прямая Р — опредзленною точкою р; такъ 
какъ ‘огибающая поляры точки р во второй систем есть класса у, то 


теометрическое мЪФето полюса прямой Р въ первой системЪ будетъ по- 
рядка ч. 


/ 


Положимъ, что прямая Р удаляется въ безконечность; тогда ея по- 
люсъ сдфлается центромъ коническаго сфченя; такимъ образомъ геометри- 
ческое м5ето цевтровъ коническатго с5ченя системы, которая характери- 
стиками имъетъ и и ч,.есть кривая порядка э. Наприм5ръ, геометриче- 
ское м$сто центровъ коническихъ съченй, которыя касаются четырехъ 
данныхъ прямыхъ, есть прямая линя. Каждую длагональ четыреугольника, 
составленнаго изъ четырехъ прямыхъ, можно разематриваль какъ э4- 
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липеъ или гиперболу безконечно сжатые, касающиеся четырехъ прямыхъ; 
поэтому средины трехъ длагоналей принадлежать геометрическому м$сту 
и опредфляютъ эту прямую ($ 13). _ | 
Точно также геометрическое мЪсто центровъ коническихъ` сфчевй, 
которыя проходятъ черезъ четыре данныя точки, есть коническое съчене; 


центры трехъ паръ прямыхъ, проходящихъ черезъ четыре данныя точки, 
и ие мБСту. 


Шовыя координаты. 


331. Проведемъ въ плоскости три прямыя, образующия треугольник 
АВС (фил. 201), и для краткости означимъ эти | 
прямыя черезъ « = 0, В —=0, у=0, гда, Ву — Фи. 20% 
суть многочлены первой степени относительно х и у. 
Положен!е какой-нибудь точки М плоскости опре- 
дфляется пересвчешемъ двухъ прямыхъ АМ и ВМ, 
проходящихъ черезъ дв вершины треугольника АВС; 
эти дв прямыя выражаются уравнен!ями вида Е 


(1) у | « — ау, В = 6; 


онф зависятъ отъ величинъ параметровъ а и 6, которые будемъ разсма- 
тривать, какъ. новыя в точки М. 





Такъ какъ а — ь й: — и то новыя координаты а и Ь суть рацго- 
7 у 


нальныя дроби первой. степени отвосительно хи у, имфюния одинЪ и 
тотъ же знаменатель; рёшивъ, уравнения (1) относительно х и у, увидимъ, 
наоборотъ, что первоначальныя координаты 2 и у суть дроби того же вида 
относительно @ и В. Отсюда слфдуетъ, что всякое алгебраическое уравне- 
не и цфлое относительно одной изъ системъ координатъ преобразовывается 
въ цфлое уравнен!е той же степени въ другой сиетем$. 
Хотя достаточно двухъ координатъь а и 6, однако нужно, чтобы эти. 
уравнения’ сдЪлать однородными, сохранить три о «, В, у. Вели въ. 


| = В 
уравнении } (а, 6) —= 0 замънимъ аи В черезъ ы И х то получи дЪй- 


ствительно однородное уравнеше 7 (<, В, 7) = О той же степени. Такимъ 
образомъ, всякая прямая выражгется однороднымъ уравненемъ первой сте- 
пени Аа -- ВВ -- Су = 0, и точно также всякое коническое сЪчене вы- 
ражается уравненшемъ, однородным второй степени 

Аа? -|-: А/В? -- АИ)? -- ВВу + В’у« + В"%6 = 0. 


18* 
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Эти новыя координаты имфютъ очень простое геометрическое значенте. 
Такъ какъ буквы х, В, у. выражаютъ разстоян!я точки М отъ трехъ’ сто- 
ронъ треугольника АВС, то 0б® координаты а и 6 означаютъ отношен!я 
двухъ изъ этихъ разстоянйй къ’ третьему. Точно также можно было, если 
бы захотвли, предположить; что а, В, у выражаютъ разстояшя точки М 
_ отъ: трехъ сторонъ треугольника, разстояния, принимаемыя съ приличными 

знаками. ` 

339. Общее: уравнене и проходящихъ черезъ данную точку 
(а’, 6’), есть 


6 — ’ —т (&а — а’, 


ГД т есть произвольный параметръ я 
Точно также уравненте прямой, проходящей через ДВЪ данныя ТОЧКИ 
(а’, Ъ)), (а", 5"), есть 


Що 
= (а Ще: @). 


фи = 


Если положимъ, ‘что эти двЪ точки будутъ двЪ сосфднйя точки кривой 
} (а, 6) —=0, и что вторая точка безпредёльно приближается къ первой, 
`то увидимъ, что касательная въ этой точкф выразится уравнешемъ 


ИЛИ | 
би, — ве ЫЛь=0 


в. , я с" - В! 
-; аи 6’ черезъь - и-,, отчего 
у ро 98 


р не | с 
Если а и 6 замфнимъ черезъ и | 


уравнене сдфлается инь то ‘уравнеше касательной ‘будетъ ИМБТЬ 


видь ($ 292) 
2" а Ву! „ -Е Ра = 


_ Если кривая будетъ втораго порядка, то Поль Ще уравнене . не 
И ОЕ, когда перемвстимъ въ немъ буквы хи о’, Ви В’, уиу!. Если 

8’, 7! означаютъ координаты какой-нибудь точки В то хорла 
В касательныхъ, проведенныхъ изъ этой точки, т. е. поляра 
этой точки относительно коническаго сЪченля, ее ИМЪТЬ раннеиеио 


ме ВУ ИЛ, 0, вы Эли р У, =0 


— 
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Эту систему координатъ мы употребляли НСКОЛЬКО рт Вотъ новыя 
приложения. 


/ 


333. Примтрб Г. Разсмотримъ два взаимные полярные треугольника относительно 
‘даннаго коническаго сфчен!я. Для простоты возьмемъ стороны одного изъ треугольни- 
ковъ за отмёченныя лини, которыя служатъ къ и новыхъ координатъ, и 
пусть 


в 5 (Аа? -| А!" АНУ + ВВ | оБ’уа 4 ЭВий) = 
будетъ уравнене коническаго сфчен!я. Поляра какой-нибудь точки (о, В", уг) имфетъ 
уравнешемъ ©}, -- 87 В -|- 7Р, = 0. Въ частномъ случа$ поляры трехъ вершинъ’ 
(8’ = 0,7’ = 0), (у’ = 0, а’ = 0), (а = 0, В! = 0) треугольника выражаются уравнен!ями 
}. = Аа + В" Ву = 7) = АР + Ва = 0, = АУ В ВВ = 0. 


Эти поляры суть стороны втораго треугольника. Координаты точки. пересфчен!я двухъ 
соотв®тствующихь сторонъ х =0, 1’, =0 удовлетворяютъ уравнешямъ х =0, В/В -- 





| Не Ве 9 ь 

‚ В'у = 0, или а = 0, в: Гви = 0; слдовательно, эта точка находится на прямой , -- 
‚В + 7 р 

В В — 0; 10 же самое найдемъ относительно двухъ другихъ. Таким5 образома, 


три точки перестьченя соотвтьтствующих сторонв двух5 взаимных полярныхь тре 
узольников5 лежатё на прямой лини 


Вершина втораго треугольника опредфляется двумя уравненями Г = 0, Тв ==0, 
прямая В = ВУ. 8 проходитъ черезъ эту вершину; такъ какъ уравнен!е не содер- 
жить болфе буквы у, то эта прямая, очевидно, == фиг 909. 


проходитъ черезъ вершину (« = 0, В'= 0) пер- 
ваго треугольника. Такъ какъ прямыя, которых 
соединяютъ соотвфтствующия вершины, выра- 
жаются уравненями В”, = ВУ’, = в’), то от- 


сюда заключаемъ, что эти три прамыя вв 
дят5 через5 одну и ту же точку. 

334. Примърз П. Треугольникъ абс вписанъ 
въ коническое сфчен{е; дв стороны его аби ас. 
обращаются около двухъ опредфленныхъ точекъ 
ри 4 (фи. 202); найти огибающую третьей сто- 
роны бе. Пусть у = 0 будетъ уравнение прямой 29; 

а «< =0, В —=0 уравнен!я касательныхъ въ точ- 

кахъ 4 ие, въ которыхъ эта прямая перес$каетъ _ 
кривую; тогда уравнен!е коническаго сфчен!я будетъ вида ав — у? == 0. Точки риа 
можно разсматривать какъ точки пересфченя прямой у = 0 съ двумя прямыми 
_ &-+-р8 = 0, «+ 48 = 0, которыя проходатъ черезъ точку перес$чентя о касательныхъ, 
проведенныхъ въ 4 ие. Какая-нибудь точка а кривой можетъ быть опредЪлена пере- 





: 7 у 
сфчешемъ- двухъ прямыхъ « — ау! = 0, в — й = 0, проходящихъ черезъ ТОЧЕАН ФИ е. 


гдЪ а есть произвольный парамегръ, когорый опредбляетъ положен!е точки на ‘кривой. 
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Давъ этому параметру. другую величину р, получимъ другую точку 6. р какой-ни- 
будь другой прямой, проходящей черезъ точку а, будетъ вида < — ау + К р в — ”) =0; 
чтобы эта прямая проходила черезъ точку 65, . которая выражается двумя уравнен!ями 
« — фу —= 0, в-2 — 0, надобно сдзлать # = аб; такимъ образомъ прямая, которая 


соединяетъ дв какя-нибудь точки а и 6 кривой, рая в « -- абв — 
(ан у= 0. 

Цусть а, 6, с ‘будутъ величины параметра ЛЯ трехъ вершинъ а. 6, с треугольника; 
такъ какъ сторона аб проходитъ черезъ точку р, то получимъ аб = р; такъ какъ сто- 
‚рона ас проходитъ черезъ точку 4, то получимъ также ас = 9; а уравнеше стороны 


с будетъ а - 6ев — (65 + с) у = 0; если 6 и с замфнимъ ихъ величинами ие‘ Т0х 


& 1-5 


ур&внен!е обратится въ 
аа - мя — Ф+ 4) ау = 0. 
Если изъ этого травновйя И уравнения 
сео 9. = | ия ФФУ Но 


которое ПОлУЧимЪ, когда. приравняемъ нулю производную, ВЗЯТУЮ ПО 4, ИСКЛЮЧИМЪ 
перем$нный параметръ а, то получимъ уравнен!е огибающей прямой 6с 


(р 9) 
4р4 


ед 





у = 0. 


Эта огибающая есть коническое сфчеше, которое касается перваго въ точкахъ 4 и е. 

Если къ данному коническому с$чен!ю проведемъ въ точкахъ а,.6, с касательныя, 
то составимъ описанный треугольникъ а'6'с', двъ вершины котораго ь и с' перем$- 
_ щаются по дВУмЪ опред леннымъ прямымъ Ри 0, которыя есть поляры точекъ р ид; 
кривая, описанная вершиною а’, т. е. полюсомъ прямой 6с, есть взаимная поляра 
огибающей; сл$довательно, это есть также коническое съчене, вдвойнЪ касающееся 
первой по направленно лини 4е. 


ПРИМ ЪРЫ. 


и 


1. Ханы въ плоскости два коническя сБчен!я; точки, которыя имфютъ однЪ и т% 
же поляры относительно двухъ кривыхъ, суть точки перес$чен!я трехъ паръ общихъ 
‘сзкущихъ, а эти облия поляры суть три д!агонали чотыреугольника, составленнаго 
четырьмя общими касательными, проведенными къ двумъ кривымъ. 

2. Треугольникъ вписанъ въ ‘коническое сфчен!е; двБ стороны проходятъ черезъ 
двз опредёленныя точки или наматываются на два коническ!я сфченя, вдвойн® каса- 
тельныя къ первой; огибающая третьей стороны есть коническое съчене. 

‘3. Многоугольникъ, иизющ п сторонъ, вписанъ въ коническое с$чене; п — 1 
сторонъ наматываются на два коническ!я сфчен!я вдвойнЪ касательныя къ первой; 
доказать, что огибающая п-ой стороны есть коническое 'сфченг!е. 
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4. Даны два коническя сзченя 3 и $' и дв касательныя, проведенныя къ кони- 
ческому сфченю ю'; шесть прямыхъ, соединяющ!я по двъ четыре точки, въ которыхъ 
эти касательныя пересфкаютъ коническое сфчене ‘5, суть по двЪ касательныя къ од- 
ному и тому же коническому сЪченгю, проходящему черезъ точки перес$ченя кони- 
ческихъ сЗченй В и 5.. г 

5. Даны три коническя с$чен!я, имющ!я четыре общия точки; доказать, что двз 
стороны треугольника, вписаннаго въ одно изъ нихъ, соотвЪтственно касаются двухъ 
другихъ, а третья сторона огибаетъ коническое съчен!е. ь 

6. Даны п коническихъ с$ченй, имъющихъ четыре общая точки: доказать, что 
п —1 сторонъ многоугольника, имфющаго я сторонъ, писаннаго въ одно изъ кони- 
ческихъ сфченй, соотвЪ$тственно касаются другихъ, ай — ая а огибаетъ кони- 
ческое сфчен!е. 

т. Многоугольникъ, вВЪ ОДНОМЪ изъ своихъ положений, вписанъ въ коническое сЗчен!е 
и описанъ около другаго коническаго сфчешя; если вершины будемъ двигать по пер- 
_ вому коническому сЪченю такъ, чтобы п —1 сторонъ касались втораго, то я — ая 
сторона будетъ постоянно касаться втораго коническаго сЪчения. 

Въ теоремахъ 4, 5, 6 и Т ковическ!я сфчен!я, которыя имбютъ четыре ` общуя 
точки, МОЖНО м подобными коническими сфченями, имъющими ДВ общ!я точки. 
и въ частномъ случа» кругами, которые по два ИМ ют одну и ту же радикальную ось- 

8. Огибающая прямыхъ, которыя пересЪкаютъ два данныя коническ!я сЪчев!я въ 
четырехъ точкахъ въ гармонической пропорци, есть коническое сЪчене. 

9. ИзвЪстно, что поляры точки р относительно коническихъ съчен/й, ИМЪЮЩИХЪ 
четыре общия точки, проходятъ черезъ одну и ту же точку 4; если точка р ре" 
описывать прямую, то точка 4 опишетъ коническое сфчеше. 

10. Когда дв$ стороны треугольника, вписаннаго въ `коническое сочьйй: наматы- 
ваются по двумъ какимъ-нибудь даннымъ прямымъ, тогда третья сторона будетъ оги- 
‚бать третью кривую; доказать, что прямыя, соединяющя вершины треугольника съ 
точками прикосно вен!я противоположныхъ сторонъ, проходятъ черезъ одну и ту же 
точку. ‹ — р 

11. Данъ шестиугольникъ, вписанный въ коническое съчен!е; беремъ точки пере- 
съчен!я противоположныхъ сторонъ, потомъ точки перес$чен!я каждой изъ трехъ да- 
гоналей съ двумя противоположными сторонами; девять точекъ, полученныхъ такимъ 
образомъ, находятся на трехъ прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку. 

12. Дано коническое сфчене 8; проводимъ перем5нное коническое_ съчене 8’, ко- 
торое перес$каетъ первое въ двухъ онредзленныхъ точкахъ и которое касается двухъ 
_опредфленныхъ прямыхъ, точка пересЪч ен!я которыхъ находится на коническомъ с$- 
ченш 8; огибающая прямой, проходящей черезъ двз хрупя точки перес$чен1я кони- 
_ ческихъ сфченй 3 и $', есть коническое сфчев!е. 

13. Четыреугольникъ описанъ около коническаго сфчен!я; если проведемъ какую- 
нибудь касательную къ коническому с$чено, то извЪстно, что отношен!е произведения 
разстоян!Й этой касательной отъ двухъ противоположныхь вершинъ четыреугольника 
къ произведен!ю разстоянй этой же касательной отъ двухъ другихъ противополож- 
ныхъ вершинъ, есть величина. постоянная; довазать, что это отношене равно проийз- 
веден!ю разстоян! двухъ первыхъ вершинъ отъ одного изъ Фокусовъ, раздфленному на 
произведеше разстоян!й пвухъ другихъ вершинъ отъ того же Фокуса. 
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_ КНИГА ЧЕТВЕРТАЯ. 


Фбщая теорйя кривыхъ. 


ГЛАВА Т. 
Построене нк въ прямолинейныхъ координатахъ.. 


335. Построить. кривую, значитъ выразить графически путь дЪйстви- 
‘тельной Функции одного перемВннаго, когда это ‘перем$нное изм$няется 
непрерывно. Если вычислимъ величины 9, соотв®тствуюция различнымъ 
величинамъ %, то получимъ извфстное число точекъ для построен!я кри- 
вой. Но такихъ точекъ недостаточно даже для грубаго очертания кривой; 
потому что ихъ можно соединить различнымъ образомъ, и сверхъ того 
можеть случиться, что между двумя даже очень близкими ординатами 
кривая будетъь имЪть безконечныя вЪтви. Слъдовательно, необходимо Знать 
палерадь вообще путь хункщи, кривая которой должна представлять из- 
мФнен!я. 

Если уравнеше будетъ рфшено относительно одного изъ перемфнныхъ, 
напримфръ у, то разсматриваемъ въ частности каждую величину у и раз- 
бираемъ между какими предфлами должно измЪняться 2, чтобы у остава- 
лось дЪйствительнымъ; пусть а и Ц будутъ эти два предзла. Если вели- 
чина у въ этомъ промежуткБ будетъ конечная, то она дастъ конечную 
вътвь кривой; если величина у для одной или нЪсколькихъ промежуточ- 
НЫХЪ величинъ 6, с.... перемвннаго обращается въ безконечность, то по- 
лучимъ различныя безконечныя вътви, которыя будутъ асимптотами къ 
прямымъ, соотвфтствующимъ величинамъ х, которыя обращаютъ у въ 
безконечность; въ этомъ случаБ промежутокъ между аи 4 дБлятъ на 
несколько другихъ промежутковъ, напримфръ, отъ @ до 6, ит. д., такъ 
чтобы въ каждомъ изъ нихъ ордината не обращалась въ безконечность. 
Потомъ разсматриваемъ, какъ измфняется У въ каждомъ ‘изъ этихъ про- 
межутковъ, напримёръ, когда 4 возрастаетъ отъ а до 6. Иногда по выра- 
женю у замЪчаемъ непосредственно, какимъ образомъ изм$няется эта 
величина; но часто это нельзя замфтить, тогда прибЪгаемъ къ производ- 
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ной. Дъйствительно, мы знаемъ, что когда перемённое 1 возрастаетъ, 
начиная съ извЪетной величины, и если хункщя остается конечною, она 
измвняется въ томъ же направлен!и, пока производная сохраняетъ тотъ 
же знакъ; она возрастаетъ, если производная будетъ О ДЕЕАИ И 
уменьшается, если. производная будетъ отрицательная. Пусть «, 6, у.. 
будутъ послфдовательныя величины. х, заключаюцияся между аи 6, при 
‘’ которыхъ’ производная мЪняетъ знакъ. Если перем нное х возрастаетъ отъ 
а до а, и производная сохраняетъ тотъ же знакъ, напримфръ знакъ -|, 
то Функшя возрастаетъ; отъ х до В производная отрицательна, и хункщя 
уменьшается, и т. д. Мы доказали, что угловой коехФищентъ касательной, 
проведенной въ какой-нибудь точкз кривой, равенъ производной въ этой 
точкв. Такимъ образомъ, направлене, въ. которомъ измвняется ордината 
кривой, опредзЗляется угловымъ коефхфищентомъ касательной. ®- 
Если производная мФняетъ знакъ, напримфръ изъ положительной д$- 
_ дается отрицательной, то ордината перестаетъ возрастать и потомъ. умень- 
шается; слвдовательно, она проходитъ черезъ наиболыпую величину. Если, 
наоборотъ, отрицательная. производная дфлается положительною, то’орди- 
ната перестаетъ уменьшаться и потомъ увеличивается; слФдовательно, она 
проходитъ черезъ наименьшую величину. Замътимъ, что слова наибольшая 
и наименьшая величина не должно принимать въ ихъ абсолютномъ зна- 
чени; они только показываютъ ореиР частной величины ординаты СЪ 
сосфдними ординатами. - ь я 

Вообще, если производная, оставаясь конечною и непрерывною, м$- 
няетъ знакъ, при переход$ черезъ нуль, то касательныя, проведенныя въ 
точкахъ, ординаты которыхъ имфютъ наибольиия и наименьиия вели- 
‘чины, параллельны оси 0%. Замзтимъ, что не всякая величина х, которая 
обращаетъ производную въ нуль, опредъляетъ наибольция или наименьшия 
ординаты: тогда должно изслЪдовать, м$няетъ ли дЪйствительно произ- 
водная знакъ; но во всЪхъ случаяхъ касательная будетъ параллельно оси 0х. 


Примтрз Г. Уравнеше строфоиды, о которой было говорено въ $ 31, есть 


\/=—= 
У ах 

При изм5нени х отъ 0 до — а, числовая величина у постоянно увеличивается 
отъ 0 до безконечности; такимъ образомъ получимъ дв$ безконечныя в%тви ОМ, О№,' 
которыя будутъ асимптотами прямой НН’ (физ. 22). При измфнеши х отъ 0 до а, ор- 
дината у возрастаетъ отъ 0 и снова обращается въ нуль, сохраняя конечныя вели- 
чины; слёдовательно, сначала. она увеличивается, потомъ уменьшается, и сафдовательно, 
‘она проходить черезъ наиб®льшую величину; но отсюда мы не можемъ заключить, | 


и 





у. == 





> 
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что Функща въ этомъ промежутк$ не возрастала бы и не Зионралась, бы нисколько 
‚ разъ. Производная отъ положительной величины у есть 


— 21° — ах + а? 
-У@ + 2) — 2) 


ЧиСитель. обращается въ нуль при двухъ  величинахъ $, изъ которыхъ одна 
положительная х,, а другая отрицательная 2.. При изифнени х отъ Одо х,, производ- 
ная будетъ положительная, и хункщя будетъ возрастать; при изм5нен!и х отъ х, доа 
производная Иже отрицательная, и ем будетъ уменьшаться; ордината будетъ 


И5— 
2 
ленной въ среднемъ И крайнемъ отношении. 


наибольшая при величин$ 2х, =а з ", равной большему НЫ ДИН!И а, разд$- 


` 


336. Часто опредфляютъ касательную, проведенную въ извЪетныхь 
точкахъ кривой, или, что все равно, иИзВЪСТНыЯ частныя величины производ-. 
ной, не прибфгая къ общему выраженю этой производной. Разсмотримъ, 
напримфръ, точку О строФхоиды; соединимъ эту точку съ сосвднею точкою 
М, координаты которой суть х и 9; угловой коехфищентъ свкущей ОМ 


| ъ у -- >, «у - 
равенъ отношеню >; угловой коефоищентъ касательной, проведенной въ 


точкф О, получимъ, отыскавъ предёлъ этого отношен!я, когда х прибли- 
жается къ нулю. Мы имземъ 





— +. Ду — ©. 

а —- д’ 
когда х, приближается къ нулю, это отношен!е имфетъ предфломъ’ -Е1. 
_ОбЪ вътви, которыя проходятъ- черезъ точку 0, имзютъ въ этой точкз 


касательными лини, дБлящия углы осей пополамъ. Касательную въ точкЪ 


У -; ТакЪ какъ это отношение уве- 





А '‘получимъ, разсматривая отношене - 


’ дичивается безпредфльно, когда х приближается къ @, То касательная ВЪ 
точкв А будетъ параллельна оси ОУ. 


| : 
337. Примпр5 И. Разсмотримъ кривыя, выражаемыя уравневемъ у? = Аз? + 
Вх? | Сх + О; мы докажемъ, что эти кривыя могутъ произвести помоцию перепек- 
_ тивы всф кривыя третьяго порядка. Положимъ, чго коефхФхищентъ А положительный, не 
изм$няя направлен!я оси т. ЗдЪеь надобно разсматривать нифсколько случаевъ: 1-й. 
когда три корня многочлена третьей степени будутъ дЪйствительные и неравные; назо- 
вемъ черезъ а. 6, с эти корви, расположенные по бе величин$; тогда по-_ 
` ЛУучимъ 
у =А (4 — а) (#—65) (&-— 0). ‚ © 
При изм$нени $ отъ — © до а, ордината будетъ мнимая; при измёнени х отъ 
@ до 6, она будетъ дЪйствительная; при измфнени 2 отъ 6 до с; она будетъ мнимая 
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при измфнен!и х отъ с до -- ®, ордината будетъ дЪйствительная. Такимъ образомъ 
кривая состоитъ изъ сомкнутаго кольца и безконечной вЪтви (физ. 208). 2-й. Когда 
оба корня а и 6 сдЪлаются равными, тогда кольцо обратится въ точку а (физ. 204). 
3-й. Когда два корня б и с будуть равны, тогда кольцо $ соединяется. съ безконечною 
вЪтвьюЮ въ точкз 0 (физ, 205). 4-е. Когла три корня а, 6, с будутъ равны, тогда кри- ` 
вая представитъ точку возврата въ а (фиг. 206). 5-Й. Наконецъ, если многочленъ 
третьей степени будетъ имфть только одинъ дъйствительный Борщ а, то ‘кривая бу- 
‚детъ имЪть НЫ, показанный на м 201. 


Фиг. 203. Фиг. 204. 





Фиг. 205. . Фиг. 206. _ фиг. 201. 





| * 


\ * 


Угловой коехФфищентъ касательной опредфляется изъ Формулы 


г _ 844” -- 2В& С _ зАай + 2Вз + С. 
лева Ь = у 








Въ первомъ случаф числитель, который есть производная отъ многочлена третьей 
степеви, обращается въ нуль при величин а’, заключающейся между а и, и при 
величин$ 0д', заключащейся между 6 п с; первой соотв$тствуетъ наибольшая величина 
ординаты на кольцЪ. Въ третьемъ случа числитель обращается въ нуль при двойномъ 
корнв 6; такъ какъ_знаменатель обращается также въ нуль, ТО Формула представится 


0 
ВЪ ВИД с’ ЗЪ которой нельзя опредфаить касательный, проведенныя въ двойной точкь 6; 


— 
й 


г 


у , 
х— В: Ко- 





эти касательныя мы опредфливъ, отыскавъ предЪлъ УА (5 — а) отноше я 


гда 1 приближается къ 6. 


338. Если данное алгебраическое уравнеше не будетъ рьшено или 
‚потому, что это рёшенше невозможно, или потому, что находимъ безполез- 
нымЪ исполнить, то иногда съ’ помощию ори относящихся до корней 
уравненй, можно построить кривую. 
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При взгляд на уравнеше непосредственно замъчаемъ-извЪстныя свой- 
ства кривой; когда уравнеше содержитъ только члены четныхъ или не- 
четныхъ степеней, тогда очевидно, что если оно удовлетворяется величи- 
нами 2 =, у = В, то оно будетъ также удовлетворяться величинами 
% —= — ©, у— — В; но дв точки (, 8), (— <, — В) расположены сим- 
метрично относительно начала координатъ; слБдовательно, эта точка есть 
центръ кривой. Если уравнене содержитъ только четныя степени одного 


_ изъ перемфнныхъ, напримфръ 9, то дЪйствительныя величины у, которыя 


соотвётствуютъ одной и той же величинъ 2, будуть попарно равны и 
‘имЪть обратные знаки; если оси будутъ прямоугольныя, То заключаемъ, 
что точки геометрическаго м$ста расположены мет рично относительно 


прямой ОХ, которая есть ось кривой. 


Если уравнеше кривой не измзняется отъ перемёны л нау и уназх, 
и если уравнене удовлетворяется величинами х — х, у — В, то оно точно 
также будетъ удовлетворяться величинами 2 — В, У = 2; въ этомъ слу- 
чаБ двЪ соотвфтствуюция точки будутъ расположены симметрично отно- 
сительно лини, дфлящей уголь УОХ пополамъ, которая въ этомъ случа 
будетъь ось кривой. Точно также видимъ, что если уравнен1е не изм$- 
няется отъ перемвны х на — у иу на — х, то лин1я дфлящая угодъ 
УОХ’ пополамъ, будетъ ось. 

Пусть Х (4, у) = 0 будеть уравнеше кривой; производная у’, какъ 
__Л= ФУ) 
Лу (2, У) 
житъ въ одно время два перемф$нныя 5 и У; поэтому оно опредФляетъ 
угловой коефФфищентъ касательной во всякой точкф, дв координаты кото- 
рой известны, исключая того случая, когда об частныя производныя 





извЪстно, опредфляется Формулою у’ = ‚ Выражеше 4’ содер- 


обращаются въ одно время въ нуль. 


339. Примър5 1Ш. Построить зеометримеское иъсто таких5 точекё, произведете 
разбтолн которыт5 от двух опредъленныхв-точекб Е и Е! былобы равно данному 
числу. 

Возьмемъ за начало средину о прямой ЕЕ’, эту прямую за ось х-овъ, а перпенди- 
куляръ за ось у-овъ; назовемъ черезъ 2с разстоян!е ЕЁ", черезъ а” постоянное произ- 


_ ведене; тогда уравнене геометрическаго мЪста будетъ | 


(1) о ры 4 9 (т -- с?) 4? Е (2? Е с)? — а* = 0. 


Такъ какъ это уравнене содержитъ только четныя степени каждаго изъ перем$н- 
ныхь, то каждая изъ осей будетъь осью симметр!н кривой, а начало центромъ. Разсма- 
‘тривая у” какъ неизвестное, уравнен!е' (1) будетъ второй степени, и двучленъ В* — 4АС 
‘будетъ въ этомъ случаз количество положительное 4 (4с* 1? - а*); сл6ловательно, корни 

‚всегда будуть положительны. Если посл5ди! членъ (1* — с*)* — а* будетъь положи- 
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тельный, то величины 1/7 будутъ имЪфть одинъ и тотъ же знакъ; и такъ какъ ихъ сумма 
—2(1° -|- с*) всегда отрицательная, то двЪ$ величины 7/* отрицательны, а четыре вели- 
чины у мнимыя. Слфдовательно, чтобы уравнене (1) имфло дЪйствительные корни, 
надобно, чтобы | - 


(13 — ее — а ея или (5 — с? — - в? (2 — с + а’)< о 
и сеяфдовательно 


2 «а си 4*> с? — а? 


Тогда одна изъ величинъ 1? будетъ положительная, пругая отрицательная. 


Возьмемъ ОА = ОА’ = И а* + с°; кривая заключается между лив!ями, параллельными 
оси у-овъ, проведенными черезъ точки А и А’. При второмъ убловш вадобно разсма- 
тривать нЪсколько случаевъ. 


1-й. а < с. Возьмемъ ОВ = ОВ’ = У с* — 47 и черезъ точки Ви В’ проведемъ лин! 
параллельныя ОУ (фиг. 208); кривая со- 
стоить изъ двухъ частей, изъ которыхъ | Фиг. 208. 
отна заключается между паразлельными = 
лив!ями проведенными черезъ точки В 
` И А; другая между параллельными лин! ями, 
проведенными черезъ точки В’ п А’. Когда х 
дадимъ одну ‘изъ величинъ ОВ или ОА, 
тогда одна изъ величинъ 9/^ будетъ НУлЬ, 
другая отрицательная. Нри возрастании т 
отъ ОВ до ОА, величина 7/?, которая прежде 
равнялась нулю, дЪлается положительною 
и снова обращается въ нуль; такимъ обра- 
зомъ получимъ сомкнутую кривую ВСАБ. 
Отрицательныя величины х дадутъ вторую 
кривую В/С'А'О,, равную предъидущей. 

Угловой коеффищентъ касательной ре 
дъляется изъ Формулы 





и 


д (1 + у — 6*) 
у (2 + У <) 


Въ точкахъ А и Ву равно нулю, а у’ безконечности; слЪдовательно, касательная па- 
раллельна оси ОУ. Числитель у’ обращается въ нуль, при` 2? -|- у = с°. Изъ точки 0, 
какъ центра, раусомъ ОЕ опишемъ кругъ. Этотъ кругъ перес$каетъ кривую въ четы- 
рехъ точкахъ С, О, С', О’, опредзляемыхъ изъ Формулъ 


_ (2) у’ = 


го рее а” ‚_ 4% 
ПД Я 
У р 

Такъ какъ дуга ВС находится внугри круга, то въ какой-нибудь точкЪ этой дуги хунк- 

ЦЯ 4? -| 1/7 — с* имфетъ отрицательную величину и у’ будетъ положительный. Для то- 

чекъ дуги СА множитель 5* -- у’ — с" будетъ положительный, а у’отрицательный. Та- 

кимъ образомъ отъ В’до С ордината возрастаетъ, а отъ С до А она уменьшается, сл$- 
довательно, ордината точки С есть паибольшая. 

2-Й. а = с. Второе услов!е удовлетворяется при всякомъ т; х можетъ изыфвяться 


отъ '—с У 2 дос У23. Когда х измняется отъ Одос М 9, положительная величина у? на- 


236 | — КНИГА ту, ГЛАВА 1, 


чинается отъ нуля и снова В ВЪ нуль; Такимъ образомъ получимъ сомкнутую 
| ‘кривую ОСАРО (физ. 209), которая 

Фиг. 209. — _ проходитъ черезъ начало координатъ; 

9 отрицательныя величины 2 даютъ кри- 

вую симметричную предъидущей от- 
носительно0 ОУ. Ёругъ радуса ОЕ 

ра а. Че перес$каетъ кривую въ четырехъ точ- 
кахъ, ординаты которыхъ им ютъ наи- 


С 
большгую числовую величину -; абсо- 


= Рони бииининий 
„ 





В лютная величина абецисесъ этихъ то- 





А |’ . А ! —— 
| \ > р 
| \ чекъ равна . Эта кривая назы- 
Е И Ре Е С ГЕ | 
Ж д ‚ *з вается лемнискатою. 
от са ой Въ начал координатъ величина у! . 
| представляется въ вид 6) легко ви- 


дЪть, что то же будетъ въ ‚ кратныхъ точкахъ какой-нибудь атебраической кривой. 
ДЪйствительно, величина у’ опредфляется изъ Формулы. 


я _ = (т, у) 
я Ху (2, у | 

Такъ какъ /(2,у) есть `цфлый многочленъ относительно перем$нныхъ- х и у, то 
частныя производныя {!, (5, у), у (хм) будутъ также цзлые многочлены относительно 
т$хъ же перем$нныхъ. Если эти многочлены отъ замфны въ нихъ х и у координатами 
кратной точки, не обратятся въ нули, то у въ этой точкф имЪло бы только одну величину 
между тЪмъ какъ оно. должно имЗть столько различных величину, сколькопроходитъвт 
вей черезъ кратную точку. Такъ какъ въ дЪйствительномъ случаЪ уравнеше есть би 
квадратное, то его можно р$ёшить относительно у; каждой величин у соотвфтствуетъь 
производная, которая имфетъ опредфленную величину, когда въ ней х замфнамъ ну- 
лемъ. Эта величина производной, какъ мы замфтили въ. $ 326, есть пред лъ отношения 


`, когда х приближается къ нулю. Предфлъ этого отношеня можно найти гораздо. 


проще, не рёшая уравненя. Положимъ == {, или у = (т; внеся въ уравневе (1), по- 


`ЯУЧИМЪ 


! 


и? (4 - <) й-| 4 — 2 =0. 


Если х будетъ величина очень малая, то одна изъ величинъ х. булетъ близка къ 
единиц$, а пругая будетъ отрицательная и очень большая; ограничиваясь дЪйствитель 


ными величинами у, получимъ Но * —= == 1. Такимъ образомъ касательныя, прове- 


денныя въ точк® 0, хЪлятъ углы осей пополамъ. 
5-е. а >.с. Второе услов!е удовлетворяется также при всякой велачинЪ 2; са$до- 


вательна х можеть изыфняться отъ, — У с а до - У *- а*. При х=0 положи. 
 тельная величина 1? есть а? — с?. Взявъ на оси 1 


\ 


ОВ = ОВ! = У а — в”. 
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увидимъ, что кривая проходить между двухъ точекъ В и В’ (физ. 910). При измфнент 
д отъ 0 до Ус? -- а*, у* измБняется отъ а? — с* до нуля; слЪдовательно, геометриче- 
ское место есть сомкнутая кривая, вершины которой суть точки А, А’, В, В’. Шля 
того, чтобы кругъ перес$калъ кривую, падобно, чтобы а>с И>2. Если это услов!е ухо- 
‘влетворяется, то ордината возрастаетъ отъ В къ С и уменьшается отъ С къ А; таквмъ 
образомъ ордината точки В есть наименьшая, ордината точки с наибольшая. “Если на- 


оборотъ, а < с И >, 2, ТО кругъ булетъ находиться внутри кривой, ордината которой 
уменьшается отъ В до А; сл5довательно, ордината точки В есть наибольшая. Въ этомъ 
случа$ кривая называется оваломь Кассини. На Фигурф 211 предположено, что а 


равно сИ 2: 


Фиг. 210. `’Фиг. 211. 





340. Принтрь УТ. Построить кривую. 
(1) - 21] в 54-280. 


„/Такъ какъ это уравнен!е есть пятой степени относительно каждаго перем$ннаго, 
то его нельзя рёшить; но оно содержитъ только члены нечетныхъ степеней; слЪдова 
тельно, начало координатъ есть центръ кривой. Изсл5дуемъ, сколько дЪйствительныхъ 
корней имъетъ НО принимая въ немъ у за неизвЪстное, при разаичныхъ  ве- 
личинахъ г. Е ИР, % 

Положимъ сперва, что х положительно; тогда уравнен!е (1) будегъ имЗть по боль- 
шей мфрЪ два дЪйствительные положительные корня, потому что первая его часть иметь. 
только два изм$нен!я. Взявъ производную отъ ри части относительно у, получимъ 


10у (у2—%). не измфнен!и отъ у = 0 до у = Уз х, эта производная будетъ отрицатель- 
ною отъ у = и 2 до безконечности она будетъ положительная. Первая. часть положи- 


тельная при у = 0, `уменьшается, когда у измфняетя отъ 0 до у 4 и потомъ безпредльно 
увеличивается. Сафдовательно уравнеШе имфетъ или два ПИ корня, или. 


совсфыъ ихъ не имфетъ, смотря потому обращаетъ ли величина ет х первую ‘часть въ 
отрицательную или положительную; т, е. смотря потому будетъ ли х° < 21 или > 27. 
Если у перемфнимъ на — у, то первая часть выразить только одно измънен!е; сл$- 
довательно, уравнене имъфетъ только одинъ огрицательный корень, 

При 2 = 0 пять корней уравнен!я (1) равны нулю; когда 5 возрастаетъ отъ 0 до 


1+ 


10. — а | 
У 27, уравнеше имфетъ два положительные и одинъ отрицательный корень; когда 
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‘1 будетъ равенъ ‚= 57, оба положительные корня одъзаютея равными, потому что опи 


обращаютъ производную въ нуль. Когда 1 будетъ болЪе у 97, уравнен!е будетъ имЪть 
только одинъ дЪйствительный корень, который будетъ 

Фиг. 019. | отрицательный. Два положительные корня даютъ кольце 
ОАВО (физ. 212), заключающееся въ угл УОХ, а от- 
рицательный корень даетъ безконечную вЪфтвь ОС’, рас- 

= положенную въ угл У'ОХ. Отрицательнымъ величи- 
А намъ х соотвЪтетвуетъь кольце ОА'В'О и безконечная 

_  втвь ОС’, симметричныя предъидущимъ относительно 
центра. Навбольшая величина абсциссы для кольца ОАВО 





сательная параллельна ОУ, ‘потому что координаты 
| этой точки обращаютъ въ нуль }'у(5, у). Принимая у 
за ПЖ перем вное, увидимъ, ЧТо. наибольшая величина у для того же 


кольца есть Уз 4; эта величина даетъ точку В, въ которой касательная параллельна ОХ. 
Предъидущ!й способъ разбора употребляется во всЪхъ случаяхъ, когда уравнен!е 


содержитъ только три члена, потому что всегда можно опредфлить число дЪйствитель- 


ныхъ корней трехчлённаго уравнен!я съ однимъ неизвЪстнымъ. 


| 


Употреблене вспомогательнаго перемЕннаго. 


341. Когда бываетъ не возможно рЪшить уравнене относительно одного 
изъ перемфнныхъ 12 или У, можно ВЪ ИЗВЪСТНЫХЪ случаяхъ 06% коорди- 
наты выразить помошию . вспомогательнаго перемЪннаго # и начертить кри- 
вую, смотря по совмфстнымъ измфнешямъ хи 9, когда # изм$няется 
между предфлами, которые эти количества дВлаютъ дфйствительными. 

Если 9 будемъ разсматривать, какъ Функцю 2, а х какъ Функцю р, 
то, взявъ производную отъ 4 относительно $ получимъ, по теорем$ слож- 
ныхъ ФУнкщй м 


Ру = Ву ж 5: 


отсюда находимъ формулу ет 
| о | О: у 
Ь. ее р: х. 


(*) Для означеня производной отъ Функции, часто употребляютъ букву О, началь- 
_ ную слова 4ёлуёе (производная), а перемфнное, относительно котораго берутъ проийз- 
водную, пишутъ справа внизу буквы О, въ видЪ указатёля. Такимъ образомъ О: 2 и 
Р:у означаютъ производныя отъ я уНЕцЕН д иу относительно перем®ннаго Пу == 
производную ОТЪ у относительно т. 


10— 
с`` есть У 27; она соотв$тствуетъ точк5 А, въ которой ка- 


Т 
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которая опредфляетъ угловой коехфишентъ касательной, проведенной въ 
точкф, соотвьтствующей какой-нибудь величин #. Величины & которыя 
обращаютъ П,у въ нуль, опредфляютъ точки, въ которыхъ касательная 
параллельна ОХ; ‘а величины, обращаюния 0,5 въ нуль, опредфляютъ 
точки, въ. воторыхь каслтельная, пераелна ОУ. 


Примтрб У. Построить. кривую у“ — :у д |. 42° — 4279 = 
Если ПОЛОЖИМЪ — 1х, ТО ПОЛУЧИМЪ р: ь 5 - р —- ные. ‚ ИЗМЪНЯЯ 
и стве о опАа-о “ 


_фотъ — © до -- <, мы построимъ кривую. ее“ 
Чтобы изсафдовать изм5неня х и у, возьмемъ прояаводныя 


_^ 6ё а 8 4 — 59 


} лая! С га а ». 
. а я $} \ 


Такъ какъ числители ни при какой дйствительной величин$ $ не обращаю о 
въ нуль, то они не перем$няють, знакъ. Величины д и у * 


-Фиг. 2183. 


Е 
обращаются въ нуль при =; въ ° безконочность при 


р = 0 или $ = 1. Если $ будемъ измЪНятЬ ОТЪ — © до 0, 
то х ‘будетъ отрицательное, ‚и уменьшается отъ 0 до — ©; 
а у будетъ положительное `И’увеличиваться отъ 0 до 
©; такимъ образомъ получимъ безковезную о ОА 





(физ. 213). Когда перем$нное г измфняется отъ 0 до 5 . 


и установятся положительными и уменьшаются отъ ® до 
0, и мы получимъ безконечную вЪфтвь ОВ. Когда перем$н- 





: ] 
ное { измфняется ‚отв -- 10 1, жиу будуть отрица- у 


тельны ий будутъ ты отъ 0 вы ‚ ий мы получимъ безконечную вЪтвь Ос. РТ 





1 
‘коефФищентъ касательной, проведенной ВЪ и О къ вЪтви ВОС, равенъ 5 Нако- 


‚ нецъ, если Г бухетъ измфняться отъ 1 до ©, тол и у будуть положительными и бу- 
дугъ уменьшаться отъ © до 0, и мы получимъ безконечную вЪтвь Ор. — 

Если уравневе съ двумя неизвёстными 5 и у содержитъ только двБ группы чле- 

вовъ, изъ которыхъ одна 27-0й степени, другая и — 1 степени, то, взявъ за вспомо- 


гательное перем$нное отношеше : —= ® координаты х и у будутъ рацюнальными 
Функщями этого перемённаго. Если уравнене содержитъ .-три группы членовъ, изъ 
которыхъ первая 7-ой степени, вторая т — 1, третья т — 2 степени, то, взявъ то же 
вспомогательное перем$нное, координаты получимъ, ршиавъ уравнение второй сте-‘ 
Цени, и можно также изсл$ловать совм$ствыя ихъ изм$невия. 
Примтър5 УТ. Построить кривую 2 — а —2—2=0. 
#12 8 —{ 
Если ПОлОЖИМЪ 29 == $, то позучимъ х = „у = 


| ще и 


Разсмотримъ, какимъ образомъ измфняютса х и`у, когда вспомогательное пере-"` 


мфнное # будемъ измЪнять отъ — © до + о. Для этого возьмемъ  рроизводныя отъ 
дзухъ ФУнкЦШ; тогда получимъ 
БРЮ и Фукк. ГЕОМЕТРИИ. | | 19 


О 
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8-4 88-4т ^ 48 +108—9 
те ^^ р ИЕ 
; (г ры 1)? | (ЕЕ 9) | 


Величина. ДРех “обращается въ нуль при двухъ величинахъ $: аи б, изъ кото- 
рыхъ первая заключается между — > И 5, а норе между —1 и 0. Величина Р:у 
обращается въ нуль при трехъ `величинахъ са, е, изъ которыхъ первая заклю- 
чается между -= И — 2, вторая между —2 и 0, а НИР между Ои 1. Вром$ того 


легко увидимъ, что а «с, а<. 
Разсмотримъ теперь рядъ количествъ 


— ©, @, в, — 2, —1, а, 6, е, -Е1, со, 


расположенныхь по порядку ихъ величины. Если & будемъ изм®нять отъ —© до а, то 5 
Фиг. 94. будетъ отрицательное и, начиная отъ 0, умень- 
шается; у будетъ положительное и, начиная съ 
безконечности, точно также уменьшается; такимъ 
образомъ мы получимъ вЪфтвь АВ; асимптотиче- 
скую оси ОУ (физ. 214). При измфненш Ё отъ 
а до е, т.будетъ отрицательное и будетъ возра- 
стать, а у будетъ положительное и будетъ умевь- 
шаться; такимъ образомтъ получимъ вЪтвь ВС; Когда 
лерем$нное $ изм$няется отъ с до —2, х будетъ 
отрицательное и возрастаетъ до нуля, а у будетъ 
положительное и возрастаетъ до безкопечности; 
и мы получимъ вфтвь СТ. При изм$нении & отъ — 2 
0 —1,.5 будетъ возрастать отъ 0 до х, у бу- 
детъ возрастать отъ — © до 0; и мы получимъ 
ДВОЙНуЮ безконечную в тВЬ РЕ, которая будетъ асимптота къ ОУ’ и ОХ. Вогда пе- 
ремфнное # изм$няется отъ —1 до 4, т, начиная отъЪ — ©, возрастаетъ, и у, начи- 
ная отъ 0, тоже везрастаетъ; и мы получимъ безконечную вфтвь ЕС, которая будетъ 
асимптота къ ОХ. Когда # измЪняется отъ 4. до 6, х продолжаетъ увеличиваться, а у 
уменьшаться, - оставаясь положительнымъ; такамъ образомъ получимъ вЪтвь СН. При 
измфнен!и $ отъ 2 до е, х и у уменьшаются; и мы получимъ вЪтвь НК, пересфкающую 
ОХ’ въ точкЪ, абсцисса которой — 2 соотвфтствуетъ { = 0. Когда перемфнное # изм%- 
няетсл отъ е до`-|-1, х уменьшается, у увеличивается; и мы получимъ безконечную 
вътвь КГ, которая будеть асимптота къ ОХ’. Наконецъ, когда # изм няется отъ - 1 
10 -®, 1 уменьшается отъ сх до 0, ау возрастаетъ ‚отъ 0 до ©; и мы получимъ 
двойную безконечную вЪтвь ММ, которая будетъ асимптота къ ОХ и ОУ. 
Касательныя, проведенныя въ точкахъ С, С, К, соотвтствующихъ величинамъ 
с, 4,`е величины &, которыя обращаютъ въ нуль Ру, параллельны ОХ; касательныя 
въ точкахъ В и Н параллельны оси ОУ. 
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ГЛАВА П. 
Выпуклость и вогнутость. 


342. Пусть АВ будетъ дуга кривой, соотвфтствующая величин у и: 
величинамъ 2, заключающимся между аиб. Предположимъ, что въ этомъ 
промежуткв вторая производная У”, взятая отъ у относительно 42, со- 
храняетъ тотъ же знакъ, напримЪръ, остается положительною. Въ какой- 
нибудь точк$ М, абсцисса которой есть ж,, къ этой дугЪ проведемъ касатель- 
ную В$. Означимъ черезъ у’, величину производной въ этой точкв или 
угловой коеффищентъ касательной, а черезъ У орди- Фит. 915. 
нату какой-нибудь точки этой прямой; разность у — У | 
при 1 ==, обращается въ.нуль, и то же самое бу- 
_ деть съ ея производной у’— У’ или 4’ -- 9”) 
(физ. 215). Если абецисса х возрастаетъ отъ а до 6, 
‚и производная У” отъ разности у' — у’, будетъ по- 
. ложительная, то Фхункшя у’ — 4’, возрастаетъ; такъ. 
какъ при х — х, она обращается въ нуль, то отъ а до. х она будетъ 
отрицательная, а отъ д, д0`б положительная. Разсмотримъ. теперь Функ- 
цю у—У, производная которой есть У’”—У’.. Такъ какъ при измвнеми 
х отъ’а до х., производная отрицательна, то хункшя уменьшается; такъ 
_какъ при 2=5., она обращается въ нуль, то она положительная; когда 
ж измфняется отъ 12, до 6, производная будетъ положительная, и Функщя 
будетъ возрастать; такъ какъ при 2==х, она обращается въ нуль, то она 
будетъ такъ же положительная ОтЪ л, до 6. Отсюда слвдуетъ, что раз- 
вость у — У остается положительною въ промежуткВ отъ & до 6. Изъ 
этого заключаемъ, что дуга кривой АВ расположена вся по одной сто- 
ронЪ каждой изъ ея касательныхъ; это есть выпуклая дуга. То же са- 
мое будетъ, если вторая производная останется отрицательною; но такъ 
какъ разность у — У ‘есть величина отрицательная, то вся дуга будетъ 
расположена по другой сторон касательной. Легко различить эти двЪ 
стороны; черезъ точку М проведемъ линио МУ, параллельно оси ОУ, и 
по направленю положительнаго у; въ первомъ случаз дуга будетъ рас- 
положена по одной сторонЪ касательной, какъ, напримзръ прямая МУ`; вовто- 


ромъ случаз по другой нор Въ первомъ случаъ говорятъ, что дуга А.В 
_ 19* . 





\ 


292 КНИГА ТУ, ГЛАВА И. 


‘обращена своею вознутостяю въ направленти МУ, во ром случа 
въ противоположномъ направлени. 

Извъстно, что, при возрасташи 2, знакъ при У” показываетъ направлен:е 
измвненя 4”. Следовательно, если представимъ, что точка М перем- 
щается по дугё АВ, то угловой коефФищентъ будетъ увеличиваться, 
если у!” будетъ положительное, и, наоборотъ, ет уменышаться, если 4! 
будетъ отрицательное. | 

“343. Точками переиба называются тая точки, въ которыхъ вогну- 
тость перемфняетъ направлеше, т. е. таюмя точки, въ которыхъ вторая 
производная мЪФняетъ знакъ. Вообще величина у", 
будучи конечною и непрерывною, м$зняетъ знакъ, пе- 
реходя черезъ нуль. Положимъ, что у” прих == 4 
мфняетъ знакъ, переходя через нуль; тогда легко 
‘увидимъ, что первая производная 9’— У, не м$- 
няетъ знака, но Функшя у- У мБняетъ; такимъ 
образомъ, въ этой точкв кривая съ одной стороны 
касательной переходить на другую. 

Если черезъ точку перегиба М (фи. 216) про- 
ведемъ съкущую сосзднюю съ касательной МГГ, то эта сЪкущая пере- 
сфчетъ кривую въ двухъ точкахъ М’ и М", сосъднихъ съ М; такимъ обра- 
зомъ касательная МТ есть предфлъь сфкущей, проходящей черезъ три 
сосЪднтя. точки МИ, М, М’, когда двЪ точки МИ и М’ приближаются къ М. 


Фиг. 216. 





344, Прилиър5 1. Синусоида. Построить кривую у = зш т. Когда х возрастаетъ 
отъ 0 до х, ордината будетъ положительная; она начинается отъ 0 и снова обра- 
щается въ 0; такимъ образомъ получимъ дугу ОАС (физ. 217), симметричную относи- 


Фиг. 211. ' 





` | | | «> п | 
тельно ординаты, соотв5тствующей = = --. Когда 2 возрастаетъ отъ лм до 2, у ДБ- 
д 


лается отрицательнымъ, и мы получимъ лугу СВО’, равную первой. Отъ 2п до 4п ор- 
дината получаегь ТБ же величаны, какъ отъ 0 до 27, точно также отъ 4л д0_ 
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бл и т. д. Такимъ образомъ, кривая состоитъ изъ безконечнаго числа одинаковыхъ 
`ВОлНЪ. | 

Угловой Коехфищенть касательной есть у’ = 03 2: въ начал* координатъ у’ =1; слЪцо- 
вательно, касательная есть линия, разд ляющая уголь УОХ пополамъ. Въ точк$ С у’=—1; 
Не касательная параллельна другой лини, раздляющей этотъ ро п0по- 


п 
ламъ. При 2 = > производная риа нулю и изъ положительной обращается ВЪ отри- 


цательную: поэтому ордината точки А есть наибольшая. При & =3 —- производная 


точно также равна пулю и изъ отрицательной обращается въ было сл до- 
вательно, ордината точки: В есть наименьшая. 

При измфнен!и 5 отъ 0 до л, вторая производная у’ = — зах будетъ отрица- 
тельная, и кривая будетъ обращена своею выпуклост!ю къ отрицательной оси 1/; отъ 
л до 2л вторая производная будетъ положительная, и кривая будетъ обращена своею 
выпуклостпю къ положительной оси у; слЪдовательно, точка С есть точка перегиба. 

Замзтимъ, что эта кривая имфетъ безконечное число центровъ, расположенныхъ 
на равномъ разстояни одни отъ другихъ наоси Х'Х, т. е. точки О, С, 0',..., абсциссы 
которыхъ суть кратныя л. Каждый изъ нихъ есть точка перегиба. | 


кл 


345. Примюр5 ПП. Построить кривую (у— 24°)? — 2$ =0 или у-= 2-х“ 

Величины у будуть положительны только тогда, когда х будетъ величина по- 
ложительная. Возьмемъ сперва передъ радикаломъ знакъ --; при измфнеши х отъ 
0 ©, Функця у = 2°-- х увеличивается отъ О до безконечности. Производная 
о 


5. 
у’ = = 25 ак 3. также увеличивается, начиная отъ нуля; сл5довательно, получимъ без- 


3 


конечную Вы ОБ, касательную въ точкЪ 0 къ оси ОХ, Фиг. 918. 
®И которая своею выпуклост!ю обращена къ положитель- 
_Нойоси у (фиг. 218). Возьмемъ теперь передъ корнемъ 
знакъ —; величина 1 отъ 0 до 1 будетъ положитель- 
ная, а далфе отрицательная. Отложивъ на оси ОХ ли- 


ню ОА,, равную единиц$, увидимъ, что кривая прой- 
3 


деть черезъ А. Производная у! = 2х -= 2, которая 





вЪ точкф О обращается въ нуль, будетъ положительная, 


__ 16 рей 
когда х остается менфе —, и ОНИ ПОКА д будетъ болЪе этого числа; слЪд ор: 


29 


16 
дината торая соотв тствуетъ — 5, ееТЬ наибольшая, а касательная ВЪ точка М паралаельна 


т 
15 > б 
ОХ. Вторая производная 2 — Ех д’ остается положительною отъ 0 до бод? 8 далфе она 


| * = 64 
будетъ отрицательная; слдовательно, точка № которая соотвфтствуетъ абсциссъ 555’ 


есть точка перегиба; отъ О до М выпуклость обращена къ положительному у; дале 
° она обращена къ отрицательному у. 

06Ъ вЪтви кривой касаются въ точкз 0 прямой ‘ОХ, не составляя продолжение 
_другъ друга; точки, которыя‘им5ютъ эту особенность, называются точками возврата. 
_ Въ этой кривой 06$ вЪтви расположены по одной сторон$ касательной. Разсматривая: 


я 
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‘ кривую (у — 1?) — 1: = 0, получимъ дв$ вЪтви, расположенныя съ той и другой сто- 
роны касательной; такимъ образомъ циссоида представляетъ въ своей вершин А 
(физ. 20) возвратъ такого рода. 

© = 


346. Примьрь Ш. Пусть у = $(* е. ") будеть кривая. Предположимъ, что 


а означаетъ данную лин!ю; тогда уравнен!е бухетъ однородно и опредфлитъ кривую, 
которую называютъ иьиною линзею, потому что это есть кривая образуемая гибкою, 
вЪсомою нитью, концы которой привязаны къ двумъ неподвижнымъ точкамъ. 

При лвухъ равныхъ величинахъ х и имфющами обратные знаки, уравневе даетъ 


равныя величины для 9; поэтому прямая ОУ есть ось кривой. Когда х изы Вняется отЪ. 
\ 2 . и з 


О хо *х, членъ е? увеличивается, но членъе “ уменьшается; чтобы знать, какимъ 
образомъ изм$няется у, возьмемъ производную. Тогда получимъ 


м х 

у" = 5 (= 5:8 ")- 
Фит. 919. При вс$хЪъ положительныхь величинахъ % эта производная 
положительна; слфдовательно, когла х возрастаетъ отъ 0 до 
с, величина у постоянно увеличивается отъ @ до ©, и мы 
получимъ безконечную вфтвь ВС. (фиг. 219). Давая х отри- 
цательныя величины, получимъ вФтвь ВС', симметричную отно- 

сительно ОУ. 

Такъ какъ при изм5нени 2 отъ — © до -- с, вторая про- 


изводвая остается положительною, то кривая, обращена своею 


выпуклостпю къ положительной оси у. 
1 





` 


347. Примтьре ГУ. . Построить кривую у = е”. Дадимъ х величину положительную, 
а 290. но очень малую; тогда у будетъ величина положитель- 
| ная и очень большая; при возрастащи х отъ 0 до -{ х, 
у || А. у постоянно уменьшается отъ © до 1; и мы получимъ 
| | вЪтвь АС (фиг. 220), которая будетъ ‘асимптотою съ. 
, одной стороны къ ОУ, съ другой стороны къ прямой 
а’@, проведенной параллельно ОХ. на разстоянш: рав- 
номъ единиц$ отъ этой прямой. Когда х дадимъ ве- 
В личину отрицательную, но очень малую,. у будетъ. вели- 
о чина положительная и очень малая; когда х измЪняется 
хх отъ 0 д0 —с, у возрастаетъ отъ 0 до 1; такимъ обра- 
, зомъ получимъ вЪтвь ОБ, проходящую черезъ начало 
коордиватъ. и которая будетъ асимптотою къ прямой @С’. 
Эта кривая представляетъ особенность, которой мы еще не встрфчали; вЪтвь 2О 
прекращается вдругъ въ точкЪ 0; такого рода точки называется точками пресю- 
ченая. ' | 


Чтобы опредълить направлен!е выпуклости, возьмемъ сперва первую производную; 
‘ | 1 : 


—5е”. Когда 2 измфняется отъ 0 до ®, оба производителя 





мы получимъ у’ = — > 


т п е’ уменьшаются; въ сл дств!е же знака —, у увеличивается, сл$довательно, вЪтвь 
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_АС своею выпуклостйю обращена къ положительной оси 9} при измёнени 2 отъ — © 
1 


е | 
до 0, множитель — я ; увеличивается, а множитель е” уменьшается. Прямо не видно, ка- 


1} 3 


_ 24 1 
т? 


З 


КИМЪ образомъ изм няется у'; но это увидимь 1 изъ второй производной у’ = е”. 





1 
Когда 2. измняется отъ — с до — —, вторая. производная деть отрицательная. 


“ 1 | 
Возьмемъ ОР равную. 5, и пусть М будетъ соотвфтствующая точка кривой; сл$дова- 
тельно, дуга ОМ своею выпуклости обращена. къ отрицательной оси у; при возраста- 
е 1 1 
нии хоть —->- до 0, у’’ будетъ положительное, и дуга МО выпукла къ положительной 


оси у, а точка М есть точка перегиба, 


348. Разсмотримъ случай, когда уравнеше кривой 
(1) ог Увы 
не рышается относительно каждаго изъ перемвнныхь 2 и у; производ- 
ная 9’ будетъ 


(2) о у ©, Ул (с, ов 


Такъ. какъ у и 4’ суть В ФУункщи отъ 2, то первая часть уравнения (2). 
есть сложная ФУнкщя независимаго перемЪннаго 5; АОИ этой 
АВ есть 


и и а аи: 
я ВАЛ" у Ел у" Лу", 
такъ какъ она постоянно равна нулю, то производная ея также равна 
нулю, и мы получимъ уравнеше 


© ‘Лурия 


которое опредфляетъ величину 9”. Если въ этомъ ` равна у’ замЪ- 
нимъ его величиною изъ уравнен!я (2), то получимъ 


ати ль кист. х 
г". | (Лу )* 


С» помощю этой Формулы опредфляется направлене выпуклости, и’ также 
точки перегиба. 

/ д 5 # 
_ 349. Приложимъ эту Формулу къ кривой, которую мы разсматривали въ $ 339. 
Уравнен!е этой кривой можно предстапить въ вид$ ` 
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а —а 
(0) У, у) = + У с*)* — 40' 2* — а] =0. 


Отсюда 
Та Ба у — 5*), лЕУЕ-У-о) 
Ро? = (У — с) + 24°, Г”, у = 25° уу“ = (у + +2. 


Если эти величины внесемъ въ предъидущую Формулу, то, двлавъ приведен!е, прини- 
мая въ разсчеть уравнеше (1), получимъ_ 


[4^ 3? (у* — 2°) — (а*—с")] 


17 — лини 


‹ 9 | 15 (12° -- зи: ду? + с*)* | 
Для каждой части кривой, заключающейся въ одномъ изъ угловъ осей координатъ. 
знаменатель сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ; слЪдовательно, величина 1/”” можетъ пе- 
ремфнить знакъ только тогда, когда чиелитель переходитъ черезъ нуль. Поэтому коор- 
дннаты точки перегиба должны удовлетворять въ одно и то же и уравнен!ю (Ти 
уравнев!ю 


ры а“ — С° 
(2). = Вет = 0; 
отсюда т: 
| а, ла 
(3) ие“. 


Въ`первомъ случа$, когда а меньше с, величины х и у, опредфленныя изъ урав- 
нен{й (1) и (3), будуть мнимыя; поэтому числитель у”’ будетъ имфть одинъ п тотъ же 
знакъ для всЪхЪ точекъ дуги ВА; легко увидимъ, что около точекъ ВиА онъ будетъ отри- 
цательный; слфдовательно, эта дуга своею выпуклост!ю обращена къ отрицательной 
оси у. Во второмъ случа$ а= с, числитель обращается въ нуль только въ точкЪ 0; 


онъ будетъ положительный при переход отъ О къ А, а сл®довательно, дуга ОА своею. 


выпуклостло обращена къ’отрицательной оси у, и дуга А’О’ОСА `представляетъ въ 
точкЪ О точку перегиба. Въ третьемъ случаф мы имфемъ а_> с; чтобы величины 


дну были дЪйствительныя, необходимо, чтобы а«сИ?:. Когда а больше сУ, зи- 
слитель будетъ отрицательный во всЪхъ точкахъ дуги ВА, и выпуклость будетъ обра- 


щена къ отрицательной оси у; если а будетъ менфе сИ2, то числитель обратится ВЪ 
нуль въ известной точкЪ С, находящейся между В и С; отъ В до С онъ будетъ им$ть 
тотъ же знакъ, какъ въ точкЪ В; поэтому онъ будетъ положительный, и выпуклость 
будетъ обращена къ положительной оси у; оть С до А числатель имфетъ тотъ же 
_ знакъ, какъ въ точк$ А; сяфдовательно, онъ будетъ отрицателенъ, и выпуклость бу- 
детъ обращена къ отрицательной оси у, а точка С будетъ точка перегиба. 


\ 


Замбчаня ца алгебраичещя кривыя. 


350. Пусть Д(х, у) —=0 будетъ алгебраическое уравневе, ` цфлое, й 


степени относительно у. Каждой величин$ х соотвфтствуютъ 7 величинъ у, 
которыя вообще различаются другъ отъ друга. Мы докажемъ, что когда 
% измзняется непрерывно, каждая изъ этихъ величинъ будетъ также из- 


“ 


с 
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‘мФфняться непрерывно; но пока мы допустимъ, что эта теерема справед- 
дива, какъ это. мы дЪфлали прежде. Когда уравнене неприводимо, тогда 
оно имфетъ кратные корни только для ограниченнаго числа величинъ х; 
между этими величинами х мы разсмотримъ только тЪ, которыя дФЙстви- 
тельны, и положимъ, `что онф расположены по порядку ихъ величины. 
Пусть @ и 6 будутъ двз смежныя величины; когда х будетъ измфняться 
отъ @ до 6, число ` дьйствительныхъ величинъ 9 останется то же самое; 
потому что, еслибы одинъ мнимый корень сдБлался дфйствительнымъ, то 
сопряженный корень сдфлался бы также дъиствительнымъ, и ВЪ моментъ 
перехода оба корня были бы равны. Такимъ образомъ, въ разсматривае- 
МОМЪ промежутк$ получимъ извЪстное чиело различныхъ диствительныхъ 
вътвей, которыя не’имЪютъ ни одной общей точки. ЁВогда х переходить 
черезъ величину а, тогда можетъ случиться, что одна пара корней ИЗЪ 
дъйствительныхъ сдфлается мнимыми или наоборотъ; въ этомъ случаё въ 
точк$, которая соотв тствуетъ величин а и двойному дфиствительному 
корню, начинаются или оканчиваются дв вЪтви кривыхъ. 

Между дъйствительными величинами 9, соотвЪтствующими одной и 
той же величинз х-а, х., разсмотримъ ту величину 9у,, которая будетъ 
простымъ корнемъ. Если. х будемъ измфнять отъ м й до, Л, 
гдБ й есть величина довольно малая, то эта величина 9 останется дФй- 
ствительною, не дфлаясь ры другой, и опредфлитъ начало ДЪИетви- 
тельной вЪТВИ. | 

Разсмотримъ теперь величину 2= 6, которой соотвЪтствуетъ кратная 
величина. у, порядка р; отмфтимъ точку М, координаты которой суть 
2 —06, у — у; между р величинами у, которыя при х = 6 дфлаются 
равны 1/,, есть извЪстное число величинЪъ, которыя остаются дЪйствительными, 
когда 2 измфняется отъ а до 6, и извъетное число величинъ, которыя остаются 
мнимыми; такъ какъ число этихъ послёднихъ ееть четное, то число дёй- 
ствительныхъ корней есть 2—24 (гдЪ 4 можетъ быть нуль). Точно также, 
когда 2 измфняется отъ В до с, число дБйствительныхъ величинъ 9, которыя 
при < —= 6 идуть отъ величины 9,, есть р — 20'; такимъ образомъ все 
число вфтвей кривой, проходящихъ черезъ точку М ВЪ ТОМЪ ИДИ. другомъ 
направлении, есть четное число 2р — 24 — 20'. 

‚351. Опредълимъ въ самомъ дЪлБ касательныя въ точкф М; перене- 
семъ въ эту точку начало координатъ, и потомъ положимъ у = м. 
мы подучимъ уравнеше ф (5, Й — 0, опредфляющее угловые коеф- 
Фищенты сЪкущихъ, проведенныхъ изъ точки М къ точкамъ, въ кото- 
рыхъ кривая пересъкается лишею, параллельною оси у. Положимъ, что по- 
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строена вторая кривая, ордината которой будетъ $; ‹ назовемъ черезъ #, 
одну изъ дЬйствительныхъ ‘величинЪ $ при 1 — 0, и пусть М будетъ 


соотв$тствующая точка второй кривой;. каждой дЪйствительной вВЪтви. 


второй кривой, проходящей черезъ точку М, соотвЪфтетвуетъ дЪйствитель- 


‘ная вфтвь первой кривой, проходящей черезъ точку М и касающейся 


прямой у —{:х. Такъ какъ число взтвей второй кривой, проходящихъ 


черезъ точку №, есть четное, то отсюда заключаемъ, что число вЪт- 


вей первой кривой, проходящихъ черезъ точку М и которыя касаются 
той же прямой у — #:х, также четное. 

_Изъ предъидущаго слЪдуетъ, что алгебраическая кривая не можеть 
выражать точки пресченя ($ 347). Оно не можетъ' выражать тоже 
`Угловой точки; угловою точкою называется такая точка, изъ которой вы- 
ходятъ двф вЪтви касательныя къ двумъ различнымъ прямымъ. 


352. Если начало координатъ перенесемъ въ точку М алгебраической. 


кривой, то уравнение будетъ имЪть видъ 


0 Ави ау Е). 
ИЛИ ВЪ ПолЯрныхъЪ координатахъ 
(2) (Асозо РОзть) р (С 608" 6 4+ Озшо с0з + Евыть) --...=0. 


Положимъ сперва, - что по крайней м$р$ одинъ изъ двухъ коеффищентовъ 
А и В не будетъ равенъ нулю; если черезъ точку М проведемъ какую- 
нибудь сфкущую, то уравнене (2) дастъ точки, въ которыхъ эта съку- 
щая перес$каетъ кривую; когда только одна величина р равна нулю, ка- 
кое бы ни было ©, тогда .говорятъ, что точка М есть иростая точка, 

При величин ®«, опредБляемой уравнешемъ А с08 ® -- В вш ® =0, 
второй корень’ равенъ нулю, а сзкущая обратитея въ касательную. 

Когда оба коехфищента А и В раввы нулю, а три слфдующе не 
равны, тогда двё величины р равны нулю, и тогда -говорятъ, что точка М 
есть двойная точка. Есть нфеколько видовъ двойныхъ точекъ. 1. Если 
дв величины #9 «, опредъляемыя изъ уравнен!я С ©0083? « - Озш о с08 ® 
-|-- 3112 — 0, будутъ дьйствительныя и неравныя, то получимъ дв® 
ВЪТВИ, которыя пересъкутся въ двойной точкв и которыя будутъ ка- 
сательными къ различнымъ прямымъ (4% 205); 2. если это урав: 
нене будетъ имфть два мнимые корня, то точка "М будетъ одино- 
кая (фи. 204). Замфтимъ, что уравнение, которое опредфляетъ различ- 
выя касательныя въ кратной точкф, получимъ, приравнявъ нулю группу 
членовъ, имъющихъ меньшую степень въ уравненм (1). 


\ 
и 
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ГЛАВА ПТ. 
Асимитоты. 


353. Когда кривая имфетъ безконечную в ТВЬ МК (фиш. 221), то мо- 
жетъь случиться, что разстояме МН точки 
М этой кривой отъ прямой СО будетъ при- | 
ближаться къ нулю, когда точка М без. ВР А ри 
_ предфльно удаляется; въ этомъ случа$ пря- 
‘мая СОШ называется асимитотою вЪтви 


Фиг, 291. е 


= 
< \ 


кривой. 

о Разсмотримъ разность МВ, между орди- 

натами кривой и прямой, которая соотв$т- | © | 
ствуетъ одной и той же абсциссЪ, и означимъ а и я 


 черезъ В уголъ прямой С съ осью у; тогда 
МН 
получимъ МВ =. Очевидно, что если одна изъ величинъ 5 МН и МВ 


булетъ приближаться къ нулю, то вторая будетъ также приближаться КЪ 
нулю. ОлЪфдовательно, асимптоту можно опредзлять како такую прямую, 
чио разность между ординатами кривой и прямой имъеть предт- 
ломз нуль, козда х увеличивается неопредъленно. 
_Ассимптоту вельзя опредълять такимъ образомъ, когда уголь В равенъ 
нулю, т. е. когда ассимптота параллельна оси у. Вь ‘фи. 220._ 
_этомъ, случаЪ если проведемъ прямую МВ (фи. 222) 
параллельно оси ОХ, то прямая МВ, будетъ прибли- 
жаться къ нулю, когда ордината возрастаетъ неопре- 
дфленно. Если черезъ а назовемъ абсциссу прямой 
(20, то абсцисса точки ММ будетъ приближаться 
къ @, когда у увеличивается неопредФленно, ИЛИ, 
наоборотъ, чу возрастаетъ выше всякаго предЪла, когда 2 приближается къ а. 





Асимитоты, параллельныхя оси 1). 


354. Изъ предъидущаго видно, что асимптоты этого рода по- 
лучимъ, найдя конечныя величины 4%, обращающия чу въ безконеч- 
ность. Если рвшимъ уравнене кривой относительно у, то при взгляд 
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на величину 9, непосредственно зам$тимъ эти величины. Какъ прим ръ 
мы можемъ привести циссоиду и строФоиду, построенныя въ $5 28 и31. 
Если уравненте кривой будемъ алгебраическое, но не рёшенное относи- 
‘тельно 4/, то поступаемъ слБдующимъ образомъ. Пусть 7 будетъ степень 
уравнения, п самый большей. показатель при 9; тогда уравневше можно 
написать ВЪ вид _ | 


$ (2) у. +9 (®) у" РЕ =. 


гдБ $, Ф, Х,... означаютъ многочлены, въ которые х ВХОДИТЬ по большей 
мёрЪ въ степеняхъ 22 — п, п —п-—1т— 7-2, ...; раздфливъ на 
/`, ПОЛУЧИМЪ 


оф-У®фуу®е+. Фа 


-, 


Если при безпредфльномъ увиличивани 9, х приближается къ конечному 


предзлу а, то для пары величинЪъ, въ которой у очень велико, а х близко 
къ а, вс члены, начиная съ втораго, будутъ очень малы; отсюда заклю- 
чаемъ, что `абсцисса а должна обращать первый членъ въ нуль. Такимъ 
образомъ ассимтипоты, параллельныя оси у, опредъляются дъйстви- 


тельными корнями уравненая’ о (х) = 0. 
- 355. Назовемъ черезъ & одинъ изъ этихъ корней; при х==а одна по край- 


ней мЪрз изъ 72 величинъ р опредзленныхъ уравненемъ, (1), равна нулю; 
когда 4 приближается къ а, возраста или уменьшаясь, то въ сл6детвле пепре- 
рывности одна по крайней мЪр$ изъ  величинъ. - приближается къ 0, Кели 
количество @ не обращаетъ 4 (2) р: нуль, то только одна изъ величинъ 
р будетъ приближаться къ нулю, и эта величина необходимо будетъ ДЪЙ- 


ствителбная;, дЪйствительно, такъ какъ мнимые корни сопряжены по два, 
то, когда одинъ изъ нихъ приближается къ нулю, сопряженный корень 
приближается также къ нулю. Такимъ образомъ получимъ дв дЪйстви- 
тельныя безконечныя вЪтви, которыя будуть асимптотами къ одной и 
той же прямой х —= а и изъ которыхъ одна опредфляется величинами г, 
меньшими а, а другая болыпими величинами; слБдовательно, эти 00$ 
вётви расположены по`0б стороны асимптоты. Чтобы окончательно 
опредфлить ихъ положеше, будемъ измёнять х отъ а —й да -- Л. 
Здесь надобно й принимать за величину достаточно малую для того, 
чтобы въ этомъ промежутк$ . уравнене $ (2) =0 имЪло только корень а 
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_и чтобы многочленъ 4 (2) не ‘обращался въ нуль; кромЪ того можно по- 
Е | 
ложить, что р, слфдовательно й достаточно малы въ абсолютной величинЪ, 


для. того, чтобы величина многочлена’ - 

$ (2) эх (@ 2) +... («) 
когда 4 и У дадимъ совмзстныя величины, фоотилотяй в ТОЧК$ ОДНОЙ С 
безконечныхь вътвей, имЪло постоянно знакъ своего перваго члена ф ®- — 
По уравненйю (1) величина этого многочлена равна — $ (2); отсюда за- 


ключаемъ, что обЪ величины $ (#2). и — © (2) имъютъ одинъ и тотъ же 


1 2) 
`знакъ, и сл довательно „ ИмЪеть тоть знакъ, какой имфетъ ные 


Фиг. 223 о фиг. 294. 


Когда 2 измфняется отъь а — 1 до а-- 1, знаменатель р (2) сохраняетъ 
тотъ же. знакъ; если а будетъ простой корень ‘или вообще корень не 
четнаго порядка уравнен!я © (2) = 0, то знаменатель $ (5) сохраняетъ 
одинъ и тотъ же знакъ; если а будетъ простой корень или вообще ко. 
рень нечетнаго порядка уравнения ф (2), то числитель Ф (2} при 2 — а пе- 
ремфнитъ знакъ; величина у м5няетъ сама по себф знакъ, и 0б% ВЪТВИ 
будутъ направлены одна къ одному` концу асимптоты, другая къ дру- 
гому концу (4%. 223), какъ это бываетъ въ гипербол®. Если а будетъ 
корень четнаго порядка, то числитель сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ, 
точно также и 4; такимъ образомъ объ, ВЪТВИ направлены КЪ одному 
концу асимптоты (фи. 224).. 

До сихъ поръ мы предполагали, что величина @ не обращаеть ВЪ 
нуль $ (2); когда же она обращаетъ эту Функцио въ нуль, тогда н$ф- 


С 1 3 | 
сколько. величинъ й приближаются къ нулю; если число ихъ будетъ чет- 
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ное, то можетъ случиться, что онф всЪ будутъ мнимые и тогда ни одна 
лъйствительная вФтвь не будетъ асимптотою къ прямой д = а. Но если 
а будеть простой корень уравневя х (2) = 0, то всегда получимъ дву 
дъйствительныя безконечвыя вфтви, которыя будутъ ассимптотами къ этой 


9 ` 5 т. з | 
прямой. ДъЪйствительно, когда -` приближается къ нулю положительными 


или отрицательными величинами, тогда только одна изъ соотвфтетвую- 
_щихъ величинъ х, опредфляемыхъ уравненемъ (1), приближается къ а; 
сл5довательно, эта величина дЪйствительная, и мы получимъ двЪ безко- 
‚ нечныя В$тТви, направленныя къ двумъ концамъ асимптоты. Если ве- 
личина 2 — а м$ёняетъ знакъ вм$фетв съ у, то обЪ вфтви будутъ распо- 
` ложены по обфимъ сторонанъ асимптоты, какъ показано на Фигурв 923 
но если величина х — а не м$фняетъ знакъ въ одно время съ у, то объ 
_ вфтви будутъ расположены по одной сторонъЪ асимптоты, какъ, напри- 
мЪръ, въ циссоидф ($ 28) и строФоил$ (& 31). 


356. Примърё 1[.- Пусть = 
24у* | (12° —4) у—1)“=0 
будетъ уравнен{е кривой, и расположивъ это уравнене по степевямъ у, получимъ 
(24 -- 2? — 4) у— 4/1 (12° — 4) д°-[ 62? (2? — 4) у — 442 (12° — Фуа (2—4 =0. 
Биквадратное уравнен!е 
е (д) = 4 = 0. 


имфетъ два простые дЪйствительные корня съ обратными знаками 


Такъ какъ эти величины х не обращаютъ въ нуль +(5), то каждая изъ прямыхъ 
х —=-на есть асимптота къ двумъ дЪйствительнымъ вфтвямъ, расположеннымъ 10 
обфимъ сторонамъ ‘прямой и направленнымъ къ двумъ концамъ. 

Примитьр5 П: Пусть будетъ кривая (х — 1) у’ 4 —2* = 0. Уравнене $ (2) = 9 дз 
этого примЪра будетъ (х — 1)*=0.. Это уравнен!е. имфетъ двойной корень д = 1; но 
когда л приближается къ единиц, 06% величины у будутъ мнимыя; слЪдовательво, 
прямая х =1 не будетъ асимптотою ни къ какой дЪйствительной ВЪтви. 


\ 


Асимптотьт. непараллельныя оси у. 


357. Разсмотримъ вЪтвь безконечной кривой, асимптота которой не 
параллельна оси у; уравнен1е подобной асимптоты есть 


у, —= сх - 4. 
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гв си`4 есть два неизвъстныя постоянныя, которыя надобно опредфдить. 
Означимъ чрезъ у и У, ординаты вЪтви кривой и прямой, соотвфтствуюция 


одной и той же абсциссв; черезъ д означимъ разность у — 9,. Въ сл6д- ` 


стые опредълешя, 0 есть хункщя 4, которая при неопредфленномъ уве- 


личиван1и % предВломъ имфетъ нуль. (СлФдовательно, ВТВЬ безконечной 


кривой, которую мы разсматриваемъ, выражается уравненемъ 


@ _ уу ао ад. 


Иногда уравнене вЪтви кривой можно легко представить въ предъ- 


идущемъ видЪ, и потомъ мы получимъ асимптоту. Пусть, наприм$ръ, бу- 


_ детъ уравнете Я — Ее) ). въ которомъ 7 (2) и Е (2) представляють два 


| Л ($) 
многочлена ЦЪлЛЫХЪ относительно х; первый многочленъ т степени, `вто- 


рой по большой мЪръ т -- 1 степени. Каждому корню уравнен!я у (2)—0 
соотвфтствуютъ дв безконечныя дЪйствительныя вЪтви, которыя будутъ 
асимнтоты къ одной и той же прямой, параллельной оси у, располо- 
жены по объимъ сторонамъ прямой и направлены къ двумъ противопо- 
 ложнымъ концамЪ или къ одному и тому же концу, смотря по тому, бу- 
детъ ли корень ‘а нечетнаго Или четнаго порядка. Кром того есть двЪ 
друг1я безконечныя вЪтви, которыя получимъ, когда 2-у будемъ давать 
очень большия положительныя или отрицательныя величины. Если выпол- 


_ НИМЪ дълене, расположивъ. относительно уменьшающихся степеней х, то 


получимъ цфлое частное сё 4, которое по большей м®рЪ будетъ пер- 
‘вой степени; такимъ ти найдемъ 1 


у + 4+ те 


гд$ $(х) есть цфлый многочленъ, степень котораго меньше 70; такъ какъ 
при `безпредвльномъ увеличивани. эта послёдняя дробь приближается 
къ нулю, то очевидно, что прямая у,=сх-|-4 есть асимптота къ двумъ 
разсматриваемымъ вЪтвямъ. 

мии еще, напримЪръ, трансцендентную кривую 


\ у=е-1, 


безконечная ВЪТВЬ | ‘которой находится въ т УОХ и есть. асимптота 
къ прямой у — <. | 

Вообще ассимптоты найдемъ не такъ’ легко. Возвратимся КЪ уравнению 
(2); изъ него находимь 
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\ 


Такъ какъ {4 имзетъ конечную величину и 6 при безпредфльномъ увели- 
чиваши 2 приближается къ нулю, то получимъ 


ь. 208 . у 


Слъдовательно, узловой коеффищентх асимптоты равень предълу, 


кз которому приближается отнощеняе > ‚ козда х безпредъльно уве- 
дичивается. 
Точно также изъ уравненя (2) находимъ 4 = у — сх — 9, откуда 


4) — = Ва(у- 09. 


То есть ордината вз началь асимптоты равна ‘предьлу разности 
у — сх, козда х безпредъльно увеличивается. 
’ Шо этимъ двумъ свойствамъ опредъляются асимптоты, непараллель- 
ныя оси 7. р мн" 
Положимъ сперва, что уравнене рфшено относительно 9, и раземот- 
римъ опредфлен1е у, которое даетъ дЪйствительную безконечную ВЪТВЬ. 
Когда д увеличивается безпредЪфльно, тогда для этой вЪтви берутъ отно- 


шен1е >. Если это отношене не приближается къ конечному предЪлу, 


то ВФТВЬ не имБетъ ассимнтоты. Если отношене приближается къ ко- 
нечному предфлу с, то раземотримъ разность у — сд; когда эта разность 
_ не приближается къ конечному предЪлу, вЪтвь не имфетъ ассимптоты; 
если, наоборотъ, она приближается къ предзлу 4, то получимъ у— сх 
—а-№ 05, гдЪ д приближается къ вулю, когда х увеличивается безпре- 
ДЪЛЬНО; сльдовательно, прямая у, — сх -- 4 будетъ асимптотою раз- 
сматриваемой вЪтви. . | в 


358. Примърв Т. Построить кривую 


, х— 2’ 


отнесенную къ прямоугольнымъ осямъ координатъ. Ось ОХ ‘есть ось кривой. Когда х 
измЪфняется отъ 0 до единицы, у остается конечнымъ; при 2 =0их=1, 1) = 0; и та- 
кимъ образомъ получимъ кольцо ОАО (физ. 225). Для величинъ х, заключающихся 
между Ти 2, у будетъ мвимое. Когда х будетъ болфе 2 на малую величину, 1/ будетъ 
_ величина дЪйствительная и очень большая; слфдовательно, если возьмемъ линшю ОВ 


\ 


| 
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равную 2, и проведемъ СС’ параллельно ОУ, то эта и ‘будеть асимптотою двухъ. 
вЪтвей кривой. 

Если, начиная отъ 2, г’ булетъ возрастать, у начи- Фиг. 255. 
наетъ уменьшаться и снова дЪлается очень большимъ, 
когда 4 будетъ величина большая; такимъ образомъ по- 
лучимъ дв вЪтви кривой СМО, С/’М/О’. Когда х будетъ 
величина отрицательная, 1) всегда будетъ величина дЪй- 
ствительная; при измфнени 5 отъ 0 до —с<, числовая 
величина 9 точно также изм$няется отъ 0 _ Ао с, И МЫ 
получимъ двЪ вътви ОЕ, ОЕ". 
| Разсмотримъ одну изъ безконечныхъ в5твей, напри- 
мЪръ №); мы ее получимъ, взявъ въ уравнени знакъ -- 
и предположивъ, что х есть величина положительная и 
‘очень большая. Тогда получимъ 


у = У: 
\ хо | д — 9” 


4 | 
пред лъ 2. равенъ единип$. Цотомъ имбемъ 














#— м УИУл—1—Уд—8 
‚= ИЕР -,УРЕТЕИЕЯ 
У =- Г : И 2—9 


и, умноживъ оба члена на сумму радикаловъ, 





| = = | 
| й Из—2 (Уз—1+Ид— 9) 


| 1 | 1 
предзлъ равенъ 5} слЪдовательно, прямая у = есть асимптота разсматривае- 
мой вЪтви. РаздЪливъ оба члена дроби на х, увидимъ, что разность у— < боле 


5, и сяБловательно, ордината кривой бодфе ординаты ассимитоты; отсюда заклю- 


чаемъ, что вЪтвь’ МР расположена надъ асимптотою. Точно также увидимъ, что 
вфтвь ОЕ’ асимптотою имфетъ ту же прямую и что она находится подъ асимпто- 
тою. 06$ вЪтви №0’ п ОЕ имъютъ асимптотою прямую симметричную предъидущей. 
359. Нримтьрь. Разсмотримъ кривую у' —у`2-- 2?-- 22`у=0, которую мы построили 
ВЪ 9 341, Координаты хи у мы выразили съ помощю вспомогательнаго перем$ннаго 
1 | 
7. Дв5 вЪтви ОА и ОВ, которыя мы получимъ, приближая & къ нулю, не имфютъ 
асимптоты, потому что у лфлается безконечнымъ. ДвЪ безконечныя вЪтви ОС и ОО 
получимъ, когда { приближается къ единиц®. Для этихъ вЪтвей мы имфемъ Би = = 1 
д 


найдемъ, будетъ ли. разность у — х имфть предЪлъ. Формулы, посредствомъ которыхъ 
д и у выражаются по $, даютъ 


8—1 
в’ 
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у—л = 1—1) 4= 
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эта разность приближается къ единицЪ, когда { приближается къ единиц®. Отсюда 

слЪлуетъ, что двЪ разсматриваемыя вЪтви асимптотою имфютъ прамую у==-1. 

О-В 
Е 

 детъ отрицательная, и вфтвь СШ распозожена подъ асимптотою. Корни многочлена 

+У5_ „ _ —1—У5 


+ Е—1 суть © = ие #! =. р когда ии внается ОТЪ - 


Разность 9 равна › при измфнен!и $ отъ 1 ДО | <, разность д бу- 





2 


до #, д будетъ величина отрицательная, и дуга: ОЕ будетъ расположена подъ асимп- 
тотою; при измфнени $ отъ $’ до 1, д будетъ величина положительная, и дуга ЕС про- 


ходитъ по другой сторон$ асииптоты. Другой корень #'' даетъ точку Е, въ которой. 


вЪтвь ОА перес$каетъ асимптоту. 


360. Разсмотримъ теперь случай, когда злгебраическое и цфлее урав- 
‘неня не р'Ъшается относительно перемфннаго у. Соберемъ члены одной 
степени; представимъ черезъ х (1, У) совокупность членовъ самой боль- 
шой степени т; черезъ ф+(1, У) совокупность членовъ 72 — 1 степени, 


чрезъ х (5, У) члены т — 2 степени, ...; тогда уравнене можно будетъ 
написать такъ 


5) У@, У=@, у а, Ув у+..= 


Означимъ черезъ % отношеше = и въ уравнени (5) у замфнимъ че- 


резъ иж; многочленъ Ф(%, у), который есть однородный и 7-ой степени 
относительно хи 4, будетъ содержать общимъ множителемъ 2”; и мы 
получимъ © (5, у) ==” $(1, и) или для краткости (5, 4) = "о (и). 
Точно также многочлены ф (2, у), х(х, 4) ..., обратятся въ д” 'ф (и), 
7 (мц), .... Сльдовательно, уравнеше между хи и будетъ | 


2" (и) (д "* хм + ...=0 


и раздЪливъ на 2%’, ву 


9. Е 


Степень этого уравненя относительна % одинаково съ степенью ура- 
внеше (5) относительно у; поэтому для каждой величины д оно даетъ 


различныя величины отяошен!я =. Если при безпредзльномъ увеличи- 


ван!и числовой величины 1, одна изъ величинъ и приближается къ ко- 
нечному предфлу с, то для пары величинъ, въ которыхъ х есть ве- 
_личина очень большая и % есть величина близкая КЪ Сс, вс$ члены ура- 
вневя (6), начиная съ втораго, будутъ очень малы; отсюда заключаем», 
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что Число с должно обращать въ нуль многочленъ ф (и). Такимъ обра- 
зомъ узловые коеффищенты асимтитоть суть дийствительные корни 
уравненая 


(7) в. 5. _ Ф (и) =0. 


> } ‹ . 
Пусть с будетъ одинъ изъ дЬйствительныхъ корней ‘этого уравнения. 


9 


7" $ х 
Положимъ У — сх — 9; откуда и = -==с---. Если въ уравнени (6) и 


замзнимъ этою величиною, то получимъ уравнене, опредъляющее вели- 
чины © для каждой величины 2. Сдфлавъ подстановку и развернувъ каж- 
дый членъ, получимъ - 


обои. т }. 
| ОС ОЗ- о. 0 
ое 





Но © (с) =0; умножимъ вс$ ионы. 2; тогда уравнеше получитъ видъ 


9 `` БО АВЕО 


Если при безпредфльномъ увеличивави 1, одна изъ величинъ ® прибли- 
жается къ конечному предфлу 4, то пара величинъ, въ которыхъ 2 есть 
очень болышая величина, а Ф есть величина близкая къ 4, дФлаетъ всЪ 
члены, начиная со втораго, очень малыми; отсюда заключаемъ, что число 
4 должно удовлетворять уравненю 4’ (с) - $ (с) =0; если количество 
$’ (с) не равно нулю, то для 4 находимъ отсюда величину 


у (с | 
ао ._ ‚ ЗИ, д ^9б-.9 
Такимъ образомъ въ томъ случа, когда д увеличивается безпредЪфльно, 
одна изъ величинъ © и притомъ только одна приближается къ конечному 
_предзлу (. Изъ ° 355 видно, что эта величина % будетъ дЪйствительная 
при очень большихъ величинахъ х положительныхъ или отрицательныхъ и 
что она даетъ начало двумъ вЪтвямъ кривой, которыя будутъ асимпто- 
тами прямой у — сх -— 4. 

Когда величина с обращаетъ въ нуль $'(с), не обращая въ нуль (с), 
тогда ни одна изъ величинъ 9 при безпредъльномъ увеличиваши = не при- 
_ближается къ конечному предфлу. Если одна изъ величинъ с въ одно - 
20* 
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время обращаетъ въ нуль $’ (с) и ф(с), то, умноживъ уравненте (9) на 25°, 
получимъ 


р-не 2 а оквЕыИ 


Въ этомъ. случаЪ вообще об величины © при безпредъльномъ увеличи- 
вани 2 приближается къ конечнымъ предФламъ, которые суть корни 
уравненя , 


п о р "бе-уфа-хо= 


Если это уравнение ‘имъетъ два дЪиствительные и различные корня 
4’ и 4”', то только одна изъ величинъ © при 
безпредЪ льномъ увеличиван!и л приближается къ 


х М. 
‚лен Ц’ и даетъ двЪ дЪйствительныя вЪтви, которыя 
в | _ будутъ ассимптотами прямой у=сх-- 4’; двЪ 


2: “° ` друмя дЪйствительныя в$тви будутъ также асимп. 
рен я ру | уду 
А | _ Тотами къ параллельной прямой 9 —= сх-- 4”. 
: к Если черезъ начало координ: 
| , р рдинатъ проведемъ 


прамую ОС”, угловой коеффищентъ которой былъ 
бы Сс (фи. 226); то буква % будетъ означать длину мо ДлЯ равличныхь 
вфтвей кривой. 


Фиг. 226. 








Примтр5. Пусть /*—у55--15—2ху=0 будетъ кривая, которую мы строили въ $ 341. 
Мы имбемъ $ (и) =и! — и? = из (и —1). Уравнене ф (%) =0 имфетъ одинъ тройпой 
корень, равный нулю, и одинъ простой корень, равный 1. Простой корень, которому 
соотвЪтствуетъ величина 4, равная 1, даетъ прямую у = < + 1, которая будетъ ассимп- 
тотою къ двумъ дЪйствительнымъ взтвямъ. Тройной корень можетъ только дать ассимп- 
тоты параллельныя ОХ; но изъ уравнен!я кривой видно, что ни одна изъ величинЪ 
у не приближается къ конечному предЪлу; когда х безпред®льно увеличивается. 


361. Изучене безконечныхъ вфтвей алгебраической кривой легко при- 
вести къ изученшю конезныхъ втвей алгебраической кривой той же сте- 
пени. Пусть д и у будутъ координаты- какой-нибудь точки М первой Фи- 
гуры; этой точки М отм5тимъ соотв5тетвующую тон М/, координаты 
которой 2! и у опредфляются отношен1ями 

г 


хз 
изъ которыхъ обратно находимъ. 


у! 


д!’ 
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Если точка М будеть описывать прямую Ах -+ Ву о — 0, то точка 
М’ опишетъ соотвётствующую прямую Сх’ р Ву’ Г А —=0, такъ какъ 
угловой коеффищентъ одной ‘изъ прямыхъ равенъ` ординатв другой въ на- 
чалЪ координатъ. Вообще, если точка М опишетъ кривую 77—ой степени, 
то точка М” опишетъ соотвзтствующую кривую той же степени; поэтому 
сфкущей, проходящей черезъ двЪ сосЪФдн1я точки одной изъ кривыхъ, бу- 
детъ соотвЪтетвовать сфкущая, проходящая черезъ двф сосфдыя точки 
другой кривой, и слфдовательно, касательной соотвЪтствуетъ . касательная. 
„Мы можемъ положить, что первая кривая отнесена къ такимъ осямъ, что 
уравнене содержитъ 4”; ВЪ этомь случа безконечныя. вЪтви ПолУЧИМЪ 
только тогда, когда будемъ безпредБльно увеличивать 2 и всЪ величины. 


`отношешя > приближаются къ конечнымъ предф- Фиг. 997. 


ламъ. Въ сльдетв1е этого, если точка М будетъ опи- 
сывать безконечную вЪтвБ первой кривой, то, такъ 
`какъ 2’ приближается къ нулю, а у! къ конечной ве- 
личин$ с, то точка М’ опишетъ вЪтвь, пересЪ- 
кающую ось 9 въ точкв А’, ордината. которой есть с 
(фил. 227). Такимъ образомъ изученте безконечныхъ 
вфтвей первой кривой приводится къ изучению вЪтвей 
второй кривой вблизи точекъ, расположенныхъ на оси у. 

Пусть А’ будетъ точка, въ которой вторая кривая пересфкаетъ ось у; 
означимъ черезъ 4 угловой коехфищентъ касательной въ этой точкф®; 


“ 








— ес = 
тогда для точки, М! сосъдней А’ получимъ —— = ф- 9,` гдв 9 при- 


ближается къ нулю вст съ 2; слЪдовательно, вЪтвь А’М’ второй кривой 
выразится уравнешемъ у’ — с 4 ах! -|- дж’. Этой вЪтви соотвЪтствуетъ 
„безконечная вътвь первой кривой, имвющей уравнешемъ у=с#-а--5, 
гдЪ 9 приближается къ нулю, когда х безпредфльно увеличивается; каса- 
тельной у —= с -- 4х’ къ второй кривой соотвфтствуетъ асимптота 
у = сх - а первой. Извъстно, что изъ точки А’ всегда выходитъ чет- 
ное `число вътвей, имъющихъ одну и ту же касательную ($ 351); слЪдо- 
вательно, первая кривая имфетъ четное число безконечныхъ вътвей, имф- 
ющихъ одну и ту же асимптоту. Такъ какъ касательная въ точкЪ А’ 
есть предфлъ касательной, проведенной ВЪ ТОЧКЗ. №М^, то отсюда сл$дуетъ, 
что асимптота есть предфлъ касательной, проведенной въ точкБ М, когда 
эта точка удаляется въ безконечность. 

Положимъ, напримёръ, что точка А’ будетъ простая точка, какъ по- 


` 
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казано на хигурф 9227; очевидно, что вЪтви А'М” соотвфтетвуетъ безко- 

| нечная вЪтвь М, расположенная надъ асимпто- 

*" и тою вправо, а вфтви А’М” вторая безконеч- 

| зи ная вЪтвь. №, расположенная подъ асимпто- 

ат х  тою слфва. Если бы въ точк5 А’ былъ пере- 

их |= гибъ (44. 228), то`0объ безконечная вЪтви 

рр ФМ были бы расположены -съ одной стороны асимп- 

т Гиз тоты, одна справа, другая слфва. Во второмъ 

случаЪ говорятъ, что кривая иметъ точку пе» 
региба въ безконечности. 

Если точка А’ будетъ двойная точка съ двумя различными касатель- 

ными, то получимъ дв параллельныя асимптоты, изъ которыхъ каждой 








соотвтствуютъ дв безконечныя вЪтви, имфюния одно йзъ предъиду- 


щихъ расположенй. Когда двойная точка А’ будетъ точка возврата, тогда 


_получимъ дв вЪтви, которыя будуть асимптотами къ одной и той же 


прямой, но къ одному и тому же концу. 

До сихъ поръ мы предполагали, что касательная въ А’ не совпадаетъ 
съ осью у; если же она будетъ совпадать, то вфтвямЪъ, идущимъ изъ 
точки А’, будутъ соотвфтствовать въ первой ФигурЪ безконечныя в$тви, 
не имфюцщия асимптоты. Направлене касательной, проведенной въ точк® 
М, приближается къ направлению, опредфленному угловымъ коехфищен- 
томъ с; но она удаляется въ безконечность. Эти безконечныя вЪтви на- 
зываютъ параболическими вътвями. Если точка А’ будетъ простая точка, 
то обЪ безконечныя вЪтви булутъ имть одинаковыя направлен1я, какъ 
это имфетъ м5ето въ параболЪ. Если въ точкБ А’ будетъ перегибъ, то 
объ вЪтви будутъ имфть различныя направления. 
| Кривая, выражаемая уравнешемь у” — 2 имФетъ такое расположение: 
она состоитъ изъ двухъ безконечныхъ вЪтвей, которыя не имфютъ асимп- 
тоты и изъ которыхъ одна идетъ къ положительной оси 2, другая къ от- 
рицательной оси 2. | | 

362. Такъ какъ каждой` величин х соотвфтствуетъ по большей мёр$ 


22 дъйствительныхь величинъ у, то первая кривая имфетъ по большей 


мёрБ то безконечныхъ вЪтвей со стороны положительной оси д и т 6ез- 


‚ конечныхъ. вЪтвей со стороны отрицательной оси 4; сверхъ того это видно 


изъ того, что вторая кривая пересзкается осью у по большей мзрз въ т 
точкахъ. Такъ. какъ число касательныхъ, проведенныхъ къ второй кривой 
въ этихъ точкахъ пересьченя, равно по большей мЪр$ т, то первая кри- 
вая имфетъ по большей мБрЪ 7% асимптотъ. Прямыя, проведенныя черезъ 
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точку А’, будуть прямыя параллельныя асимптотв. Если точка А” бу- 
детъ простая точка (\ 352), то съкущая, проведенная черезъ эту точку, 
пересЪчетъ кривую въ 1% — 1 другихъ точкахъ; ‘слБдовательно, всякая 
ливня, параллельная асимптотв, пересзкаетъ первую кривую въ 12% — 1 
точкахъ. Касательная, проведенная въ точкЪ А’, пересвкаетъ вторую кри- 
вую только въ 72 — 2 другихъ точкахъ, а слЪфдовательно, асимптота 
пересЪкаетъ первую кривую только въ ж — 2 точкахъ; въ этомъ случаъ 
‚‘говорятъ, что дв точки пере- 


" Фиг. 299. 
 свчешя находятся въ безконеч- к 
ности. Если въ точк$ А’ будетъ < \Р 2. 
перегибъ, то, такъ какъ каса- — \ 


7 9 
тельная пересЪкаетъ вторую кри- - о Вы 


вую въ трехъ точкахъ, которыя 
сливаются съ точкою А’ (6 343), й 
ассимптота будетъ имфть три *“ — ры са 
точки перес5ченя въ безконеч- ии 
ще а перес®- | ее 
четъ первую кривую только въ’ У , 
т — 3 точкахъ. ар, 
'363. Преобразоване, которое мы сдфлали, приводитъ къ тому, чтобы 
брать перспективу Фигуры на плоскости. Дъйствительно, раземотримъ двё. 
Фигуры, изъ которыхъ одна помъщена въ горизонтальной, другая въ вертикаль- 
_ ной плоскости, пересъкающей горизонтальную плоскость по лини СТ (фи. 
229) и так!я, чтобы одна была перспективой другой, когда глазъ находится 
въ точкф, которой проекщи суть о и 0’. Очевидно, что когда точка М 
удаляется въ безконечность въ вертикальной плоскости, перспективная 
ея М’ приходитъ на прямую 0’у’, параллельную лин горизонта; такимъ 
образомъ изучене безконечныхъ вЪтвей кривой, расположенной’ въ вер- 
тикальной плоскости, приводится къ’изученшю другой кривой вблизи то- 


чекъ, расположенныхъ по прямой о’у’. 


Если одну изъ кривыхъ отнесемъ къ двумъ осямъ 05 и оу, другую 


фа 
къ двумъ осямъ о'х’ и 0'’', то получимъ формулу преобразованя 4’ = ый 














л 


т 


о " | $. 
я _, въ которыхъ & и 6 означаютъ- разстояния 0’ и «о. Эти хор- 


мулы совершенно тЪ же, которыя мы употребляли прежде, если сдз- 
лаемь а —=6 — 1. 1. 
Пусть А’ будетъ точка, въ которой вторая кривая пересфкаетъ пря- 
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мую 0’У’; касательная А’В, проведенная въ этой тозкЪ, перспективою 
будетъь имзть прямую А.А; тогда двумъ вЪтвямъ М’ и №, выхолящимъ 
изъ точки А’, соотвфтствуютъ двБ безконечныя прямыя М и №, кото- 
рыя будутъ асимптотами ‘къ ‘прямой АА. 

Когда касательная, проведенная въ точк$ А’ совпздаетъ съ прямой _ 
0'у’, какъ -напримфръ въ точкв (С, асимптота удаляется въ безконеч- 
ность, и ДВЪ вЪфтви Р’и ©)! даютъ дв» безковечныя параболическя 
вътви С и Р; прямая, проведенная изъ точки о въ точку одной изъ 
вътвей Ри ©, приближается къ предъльному направленио оС’. 


З64. Трансцендентныя кривыя . могутъ пересЪкать ихъ асимптоты ВЪ 
безконечномъ числЪ точекъ. 


Фиг. 230. 


9. 


А. А 


\ 


Эш т . 
Наприм$ръ, кривая у — Не качается неопредфленно по 06$ стороны прямой 


ОХ, къ которой она есть асимптота, потому что величина у предзломъ иметь 


нуль (Фиг. 230). Сверхъ того амплитуда‘ качан!я есть величина постоянная и равная п. 
. 





Ш т 
Кривая у р качается неопредфленно по объ стороны ея асимптоты ОХ; но здЪсь 


аа качан!й уменьшается (биз. 231). 


| Фиг. ЭЗ1. 





365. Иногда случается, что дв безконечныя вЪтви не имзютъ пря- 
молинейной асимптоты, между т5мъ какъ разность ихъ ординатъ при- 
ближается къ нулю. Въ этомъ случа говорятъ, что обф кривыя Суть 
асимптоты одна къ другой; если одна изъ нихъ будетъ простая извфст- 
ная кривая, то съ помошию ея можно будетъ назертить другую. Возь- 


/ 


мемъ уравнене у — ; =) ме и положимъ, что степень числителя на`едини цу 
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- 


боле степени знаменателя; такъ какъ отношение 7 возрастаетъ неопре- 
| $ 


дБ ленно вм5етъ съ х, то вЪтви, соотвфтетвующИЯ | 
очень большимъ величинамъ х, положительнымъ. Фит: 232. 
или отрицательнымъ, не имЪютъ прямолинейной | х 
асимптоты. Если выполнимъ дфлене, то полу- 
ЗИМЪ 


есть ат” и рр”! .. -- К + уе 





`И 06$ разоматриваемыя вътви будутъ асимпто-_ 
тами кривой 


у — а" м .. 


Если п —= 2, то эта вторая кривая будегь па- 
рабола. Напримфръ, кривая 








Ни 


- уз 1 
Ани 


будетъ асимптотою къ парабол$ у — 2* (физ. 232). 


ГЛАВА ГУ. 


2 


Построен1е кривыхъ въ полярныхъ координатахъ. 


‘`` 


366. О полярныхъ координатахъ было говорено въ $ 3; въ этой си- 
стемв какую-нибудь точку, взятую вЪ плоскости, можно опредзлить по- 
средетвомъ величины ®, заключающейся между О и 21, и положительной 
величиной р;’ одвако мы принуждены изм$нять каждую изъ координатъ хи р 
отъ — © до | ©. | 

_Мы видфли (& 263), что если за полюсъ возьмемъ одинъ изъ Фоку- 
совъ гиперболы, то об вЪтви выразятся двумя различными уравненями, 
ограничиваясь положительными рад1усами векторами; ‘если допустимъ от- 
рицательные радтусы векторы, условившись абсолютную величину каждаго 
изъ нихъ откладывать по направленю, противоположному направлен!ю, 
показываемому величиною о, то достаточно будетъ одного пренние Мы 
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видфли также, что помощию этого усломя можно выразить однимъ урав- 
ненемъ улиткообразную’ линю Паскаля ($ 35). 

367. Аулимедова спираль. Точка М двигается равномфрно по на- 
правленю С/С неопредъленной. прямой @'ОС, которая въ свою очередь 
равномфрно обращается около одной изъ ея точекъ О; тогда кривая, описы- 
ваемая точкою М, будетъ спираль Архимеда (физ. 233). 

За полярную ось возьмемъ положеше ОХ, занимаемое прямою ОС, 
когда движущаяся точка М приходитъ въ О, и положительные полярные 
углы будемъ отсчитывать по направленю движеня прямой. Пусть @ бу- 
детъ пространство, которое проходитъ движущаяся ‘точка по прямой въ ` 
то- время, когда эта прямая дфлаетъ полный оборотъ. Если раземотримъ 
движущуюся точку въ какомъ-нибудь изъ ея положенй, посл того какъ 
она была ВЪ точкъ О, то, назвавъ черезъ 6 уголъ, на который повора- 
чивается лишя ОХ, чтобы совпаеть съ О(, и черезъ р разстояве дви-. 


° Ц 
жущейся точки оть точки О, получимъ, полагая 5- = 6, 


(1 : - — 5) ИЛИ р = а. — 66. 

`Разсмотримъ движущуюся точку прежде, чЪмъ она приходитъ въ О; 
назовемъ черезъ ®«, уголъ, на который надобно повернуть линю ОХ, 
чтобы она совпала съ ОС; такъ какъ точка М находится на противо- 


положномъ направлеми ОС’, то рамусъ векторъ должно разсматривать, 


я — © 
какъ отрицательный, и мы получимъ —^ = =. Если условимся  прини- 


мать за отрицательные углы тЪ полярные углы, которые ‘отечитываются 
по направленю, противоположному первому, то получимъ ® = — ©, 

Фп:. 938. и тогда предъидущее уравнение будетъ оди- 

наково съ уравненемъ (1), которое будетъ 
выражать тогда безконечную кривую. Ве- 
‘личины ©, заключающияся между Оид2т, 2пи 
4т,..., Ои—2т,..., дадутъ послЪфдова- 
тельные обороты спирэльной линш. Ёсли 
ограничимся положительными величинами р, 
заключающимся между 0О.и 2т, то, чтобы 
выразить каждый изъ ея оборотовъ, нНа- 
добно будетъ частное уравнеше 





р = бы, р=а- В, ..., р= а — 6, р = 32а — 6, ... 


— 
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р спираль состоитъ изъ двухъ частей ОВ, СР.А,В, И 
ОВ,Е,.Р ‚Е.В, ... симметричныхъ другъ другу относительно перпендику- 
ляра ОУ, проведеннаго къ полярной оси. Каждая ‘Часть содержитъ без- 
конечное число ‘оборотовъ, и отрфзки какой-нибудь прямой, проведенной 
черезъ полюсъ, и заключающиеся между двумя смежными тоороии, иИМЪ- 
ютъ всБ одну длину `а. 

’368. Примпчаще Т. Одну и ту же точку М плоскости можно опре- 
дфлить посредствомъ безконечнаго числа паръ величинъ р 
_и в. Если черезъ х назовемъ положительный уголъ мень- 

шй Эт, образуемый лишею ОМ съ осью ОХ, и черезъ а и 
разстояе ОМ (4. 234), то за координаты точки М. д 
можно взять пары величинъ 


- бы и ©, а), (— ат. х, ©), (х,а,), (2п -- , %), (4 -- а, а), —.. 
принимая радтусъ векторъ положительнымъ, или пары . 


Св а), як +0) 
(3 НН « — а), ее —<... 


принимая радтусъ векторъ отрицательнымъ. Если точка М принадлежитъ 
кривой, опредъляемой уравнешемъ Х (®, р) = 0, то ея координаты не 
могутъ. быть опредълены только взглядомъ на точку; чтобы опредфлить 
ихЪ, надобно слЪдовать очертаню кривой. з 

369. Примъчаще П. Въ хормулахъ преобразован, выведенныхъ 
_ВЪ 1 книгф, ГУ глав, мы предполагали, что точка М опредфляется по- 
ложительнымЪ рад1усомъ векторомъ и полярнымъ угломъ, заключающимся 
между О и 2т. Оставляя сперва радтусъ векторъ но- 


Фиг. 284. 





$ Хх 


Фиг. 235. 
ложительнымъ, за полярный уголь можно взять ка- г 
кой-нибудь изъ угловъ, ` образуемыхъ направленемъ | м 
ОМ съ осью ОХ (физ. 235), принимая уголъ съ — | = 
знакомъ -- или —, смотря по тому, будетъ ли пря- = р ний х 


мая, при переходз изъ положешя ОХ, въ поло- „ 
жене ОМ, вращаться отъ ОХ кь ОУ или въ 
противоположномъ направлени. Это приводитъ къ тому, чтобы увеличи- 
вать или уменьшать уголь, обозначаемый первоначально черезъ ®, на 
число кратное Эл; такъ какъ синусы и косинусы при этомъ не изм$ня- 
‚ются, то Формулы остаются тБ. же. Положимъ теперь, что точка М опре- 
` дъаяется отрицательнымъ радусомъ векторомъ; тогда уголь ® будетъ 
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одинъ изъ угловъ, образуемыхъ направлешемъ ОМ” съ ОХ. Проекшя ОМ на 
ОХ есть (— р). воз (п ®) или р608°; такимъ образомъ получимъ 
$ — рс08® и точно также у —= рзт ®. СлБдовательно, эти Формулы 
общия. Если полярная ось ОХ” не совпадаетъь съ ОХ, то положеше 
этой оси опредфляется угломъ х, который она образуетъ 
съ ОХ. Если въ Фхормулахъ 1 = р ©08 ®, у = рзШь, 
р относящихся къ полярной оси ОХ, замфнимЪ ® черезъ 
м с о’--а, то получимъь х==рсоз (®’-- =) У== озш (а). 

[2 7 Положимъ, что оси координатъ косоугольныя, и возьмемъ 
хе х ОХ за полярную ось (физ. 236); тогда формулы преоб- 
разовая получимъ, проектируя лини ОМ и ОРМ послфдовательно на 
перпендикуляръ ОХ и на перпендикуляръ ОУ, } 


Фиг. 236. 





\ 


оз (98 — в) о ЭТ 6 


ыы ПЕ 


зш 0 ) 








т 0_ 


370. Примъчане. ПЛ. Въ томъ случаъ, когда, измЪняя о оть 0 
до 2т, получимъ всю кривую, находимъ симметрию относительно поляр- 
ной оси ОХ, когда величины хи Эт — а, даваемыя ®, даютъ снова 
одну и ту же величину р, или когда величины & и п — « даютъ равныя 
величины р и съ обратными знаками. Точно также получимъ симмет- 
_ рю относительно перпендикуляра ОУ, когда углы & ип — а даютъ одну 
и ту же величину р или углы в и = — х даютъ раввыя величины и съ 
обратными знаками. Наконецъ симметрию, относительно полюса, получимз, 
когда ‘углы х и п-|- а даютъ одну и ту же величину р. 

Но если для получемя всей кривой будетъ необходимо измЪнять © 
дале 2п, тогда симмегр!я можетъ представиться иначе. Напримфръ, если. 
будетъ необходимо измФнять ® отъ 0 до 4п, то симметр!я, относительно 
полярной оси, будетъ тогда, когда углы хи 9 — и илиаи 4т —@ 
дадутъ для р равныя величины или когда углы хи п-—- а или а и Зв 
дадутъ для р величины равныя и съ обратными знаками. Если предфлы 
« будутъ очень пространны, то число сравневай будетъ увеличиваться. 


\ 


Когда х 


6) 
57. 
увеличивается до двухъ разъ 2л, тогда направлен!е рад!Гуса вектора снова будетъ то 


Разесмотримъ, наприм$ръ, кривую, опред$ляемую уравнешемъ о = с03 


@) ) 
же, сзверхъ того, такъ вакъ Ст увеличивается! до 27, о свова получаетъ ту же вели- 


чину, и мы найлемъ точку, уже полученную прежде; сл$довательно, « надобно изм$- 
нять ОТЪ 0 до 4л. Если « будетъ увеличиваться отъ 2л, то радусъ векторъ возвра- 
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| 0) 
тится къ тому же положению; но такъ какъ > Увеличивается только до м, то Ф ©0- 


} 


храняетъ ту же числовую величину, перем$ няя знакъ; 
отсюда заключаемъ, что часть геометрическаго м®ста, 
опред$ляемаго величинами о, заключающимися между 
29" и 4л, симметрична, относятельно полюса, части, 
ъ‘опредЪляемой величинами о, закаючающимися между 
Ои 2л; лругами словами, полюсъ есть центръ кривой. 
При о =&« И = Эл — «, величины о равны и имфютъ 
обратные знаки; такимъ образомъ получаемъ двЪ точки, 
расположенныя симметрично относительно перпендику- 
ляра ОУ, проведеннаго къ полярной оси (92. 250). Эта 
прямая УО есть ось кривой. Когда перем нное о увеличи- 
вается отъ 0 до лм, о уменьшается отъ 1 до 0, п мы по- 
лучимъ дугу АВО, касающуюся прямой ОХ’ въ точк$ 0. 
Величины и, заключающияся между л и 2л, дадутъ дугу ОВА', симметричную первой 
относительно ОУ, а величины о, заключающися между 2л и 4л, опредфляютъ кривую _ 
АТВОВ’А, симметричную АВОВА/ относительно полюса. Такимъ образомъ кривая со- 
стоптъ изъ четырехъ равныхъ дугЪ. Полярная ось есть также ось кривой;`это можно 
вилЪть прямо, замфчая, что при зеличинахъ о,’ и 4л — а, величины о будутъ равны. 


Фиг. 231. 





Касательная. 


371. Направлеше касательной МТ, проведенной въ точкф М, опредЪ- 
ляется угломъ У, который она образуетъ съ | 
продолженемъ МА радгуса вектора. | | Фиг. 258. 

‘Пусть о и ® будутъ координаты точки М; = Ь 
2 Арио-Ё До коордиваты сосфдней точки 
М’ (физ. 238). Проведемъ съкущую ММ/, 
изъ полюса, какъ центра, рамусомъ ОМ опи- 
шемъ дугу круга ММ; уголь МОМ’ есть при- 
‘ращене Дю полярнаго угла, ММ’ есть прира- 
щенме Др радтуса вектора. Изъ треугольника 














МММ’ находимЪъ лы х 
эт ОМ!М __ хорд ММ $ хорд ММ х дуга ММ — хорд хорд$ М№ оДо. 
за МММ! ММ. дуга ММ ^^ ММ дуга ММ Де’ 


Если сЪкущую дни поворачивать около точки М такъ, чтобы точка в М" 
безпредЪльно приближалась къ точкф М, то предфлъь сфкущей ММ’ бу-. 
детъ касательная МТ: предфлъ хорды ММ будетъ касательная, проведен- 
ная КЪ дуг круга, и слЪдовательно, перпендикуляръ къ радусу ОА; 
_такимъ образомъ’ получимъ 


иш ОМ’М = ОМТ’ = У, 
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[а МММ’ ей ее У; 


‘сверхъ того извфстно, что предълъ ‘отношешя дуги круга къ ея хордв` 
равенъ единиц; поэтому вместо предъидущаго уравнешя получимъ 


т В . Ло 0 о’ 
Пт, или фе У — == 
соз У ^ И Ло 5 ] До о" 
Ш —- 
"Ло 
ГД р’ означаеть производную отъ р, разсматривая его, какъ ФУНкЩю 
ОТЪ ©. а 9 


Въ предъидущей хигур$ мы предполагали, что рамусъ векторъ воз- 
растаетъ вм$етВ съ угломъ ®; если онъ будетъ уменьшаться, то изъ те 
угольника МММ! (физ. 239) находимъ 


зтш ОМ’М  __ хорд ММ. ‚ дуга ММ __ хорд$ ММ хе © с: 


— эт МММ' дуга ММ — ММ — дугё МХ 
Фиг. 239...  такъ какъ углы ОМ’М, МММ‘ предълами имБютъ 
и | Уиу — -, то снова получимъ ту же формулу. 


Когда ® возрастаетъ, тогда подвигаемся на кри- 
вой въ извЪстномъ направлении; У означаетъ уголъ, 
который образуетъ касательная, проведенная по наэ- 
Е —х  правлешю движешя; съ направлешемъ опредфляе- 
мымъ угломъ ®. Очевидно также, что эта же Фор- 
мула остается справедливою и для того случая, когда радтусъ векторъ 
будетъ отрицательный. в * в 

372. Замъчаще. Если ращусъ векторъ ‘обращается въ нуль при 
частной величин$ «, напримфръ при ®,, то полу- 
чимъ вфтвь кривой ОС, проходящей черезъ полюсъ, 
а касательная, проведенная-къ этой: вЪтви въ полюсф, 
будетъ прямая ОА, опредфляемая угломъ ®,. Дфй- 
ствительно, если возьмемъ сосъднюю точку М и если 
сфкущую ОМ повернемъ такъ, чтобы точка М при- 

* ‚ Х  близилась къ точк$ О, то р обратится Въ нуль и сС5- 
кущая будетъ приближаться къ направленю ОА. 








Фиг. 240. 





373. Примтр5 1. Спираль Архимеда. Уравнене этой кривой есть о =фо ($ 367), 
отсюда о’ =6; сяфдовательно. 


шУ=“=- Ев ь 
в 
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Если точка М будетъ двигаться отъ полюса по кривой, то уголъ У, который прежде 
былъ нуль, будетъ пос!оянно увеличиваться и приближаться къ прямому углу. 

Примър5 И. Дозариемическая спираль. Логариемическою спиралью называется кри- 
вая, полярное уравнен!е которой есть о = ае"”, гдф а означаетъ данную хинтю, ат 
число. Ноложимъ, что постоянное 7% есть число поло- 
‚ жительное. Если о будетъ возрастать отъ 0 до безко- Фиг. 241. 
нечности, то о будетъь постоянно увеличиваться отъ а 
до безконечности, и мы получимъ безконечную вЪтвь 
АВС..., образующую безконечное число оборотовъ около 
полюса. Если потомъ о будемъ’ измфнять отъ 0 до — ©, 
то о будетъ постоянно уменьшаться и приближаться къ 
нулю, и мы получимъ вторую безконечную вЪтвь АВ’С”..., 
которая дзлаетъ безконечное число оборотовъ около по- 
люса, постоянно приближаясь къ этой точкф. Если по- 
стоянное 77% будетъ отрицательное, то положительныя вели- 
чины © дадутъ вЪтвь, приближающуюся къ полюсу, а от-_ 
рицательныя величины — вЗтвь, удаляющуюся отъ него. Въ этомъ ‘случа$ о '=итае"” то | 





1 
откуда 12 У = —. Отсюда заключаемъ, ‘что касательная къ кривой образуеть съ рад!- 
чп. 


усомъ векторомъ постоянный уголъ. 

374, Примърё Ш. Эпицикаоида. Когда одинъ кругъ катится по неподвижному 
‘кругу, то точка ПижуАООк круга опишетъ въ плоскости ‘кривую, которая назы- 
вается эпициклоидою. 

‚ Ограничимся тфуЪъ случаемъ, когда оба круга равны. Пусть С будетъ. неподвиж- 
ный кругъ, С’ начальное положен!е движу- 
щагося круга, а рад!усъ; положимъ, что ‚ Фиг. 249. 
точка, которая при движении круга С’ опи-_ 
сываетъь эпициклоиду (физ. 242), будетъ 
точка прикосновен1я А. Когда движущийся 
кругъ приходитъ въ положене С”, точка А 
придетъ въ М, потому что дуги ЕА, ЕМ равны. 
Возьмемъ точку А за полюсъ, продолжен!е 
дивши СА за полярную ось; прямая АМ, пер- 
пендикулярная къ касательной АМ, общей _ 
къ двумъ кругамъ, параллельна СЕ. уголъ 
АЕМ равенъ половин$ АСЕ, и сл5дова- 
тельно, половинв о. ри р 







деф би, 2е=о чРеа очи ок че ть 


находимъ АМ = АЕ эт 5; н АЕ = 2а эт в . 
сл5довательно, 


о -= 4а 31" ——9а (1—0 ®). 


Эта кривая есть частный случай улиткообразной линш Паскаля (5 35). Въ нашемъ 


@) А () 
случа мы имемъ о’ = За зш ®, откуда & У = 5 й И сл5довательно, М 


Легко видЪфть, что нормаль, проведенная къ эпициклоил въ какой- -нибудь точк$ М, про- 
_ ходитъ черезъ точку прикосновения Е, дважущагося круга съ неподвижнымъ врутомъ, ДЪЙ- 


0) 
ствительно, угодъ МЕМ равенъ —, а слфдовательно. У; поэтому прямая перпёндеку- 


2 
лярна къ МТ. 
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375. Примтур5 ТУ. Построить кривую о =4- 00350. 

Достаточно о измфнать отъ 0 до 2м. Радтусъ векторъ о при этомъ постоянно бу- 
детъ заключаться между Зи 5; слФдовательно, описавъ изъ полюса, какъ центра, два 
круга ралусами. равными Зи 5, увндимъ, что кривая будетъ вся заключаться между 


ДВУМЯ Е (фиг. 243). Когда о изм%- 








Фиг. 243. 
няется отъ 0 що г о уменьшается отъ 5 до 3, и 
В Е а 
ый мы мы получимъ дугу АВ. Нри измфнени о отъ — 
еее < | 5 
1 \ 
Г в \ а ет 
А у \ до — 5) ® увеличивается отъ 3 до 5, и мы полу-. 
ее \ } 
МА” \ } зе 
. Не -—— ЧимЪ дугу ВА’ симметричную первой относительно 
о а . | 
Е ) лин!н ОВ. Такимъ образомъ уголъ 5 измЪняется 
: \ у / `% 
` В“ Я отъ О до 2л. Если будемъ измфнять ю отъ 
и > 2 47 ео 
а = ДО 5, то уголъ оо будетъ измфняться отъ Эл 
чи № _ `` До 4л, и одн$ и т же величины о будутъ повто- 


| ряться въ одномъ и томъ же порядкЪ; такамъ обра- 
зомъ получимъ вторую дугу А'В'А”, равную первой; потомъ третью и такъ зале. 
Посл$ ватой дуги; снова придемъ къ начальной точкх». 


о ‹ : 
Взявъ производную, получим 42 У = — БЕ . Въ точкахъ А и В мы имБемъ 
() 
. - | &% 27. 
зш 50 =0., и слфдовательно, у т 


376. Примър5 7’. Жуг5. Концы прямой, имфющей постоянную длину, двигаются 
‚по двумъ прямымъ ОХ, ОУ, перендикулярнымъ между собою; изъ опредЪленной точки 
Т, находящейся по лини, раздЪляющей уголъ прямыхъ пополамъ, опускаемъ пераен- 
дикуляръ на двпжущуюся прямую; найти геометрическое мЪсто подошвы этого пер- 
пендикуляра (фиг. 244). 
Очевидно, что геометрическое мЪсто будетъ симметрично, относительно лини ОТ. 
НомЪстивъ сперва движущуюся прямую въ положеше РФ, перпендикулярно къ линии, 
разд$ляющей уголъ УОХ пополамъ, получимъ точку А геометрическаго мЪета. Пере- 
двигаемъ прямую такъ, чтобы конецъ @ опускался по оси у; въ извЪствомъ положен 
_Р’@’ прямая пройдетъ черезъ точку Г, которая принадлежить геомвтрическому мфету; 
такимъ образомъ получимъ дугу АЕГ, касательная къ которой въ точк$ Г будетъ пер- 
пендикулярна къ Р'('’. Когда конецъ, @’ продолжаетъ опускаться, прямая совпадаетъ | 
съ ОХ, и мы получамъ дугу ТЕС, которая проходитъ черезъ точку С, подошву пер- 
пендикуляра опущеннаго изъ точки Т па ОХ. ДалЪе конецъ @ двигается по ОУ’ и 
кривая прохолитъ ‘подъ ОХ; когда прямая займетъ такое положен!е Р’’@)””, что уголъ 
ТР”’(’ будетъ прямой, имы получимъ точку Р'', получимъ такимъ образомъ дугу ССР. 
Когда конецъ 0!” опускается далфе, то кривая будетъ идти снова подъ ОХ; въ по- 
ложен!и Р’'!()”” продолженная прямая проходатъ черезъ точку Г; такимъ образомъ по- 
зучимъ дугу Р”Т, касательная которой въ Г перпендикулярна къ’ Р'!/()”!. При дальнЪй- 
шемъ движени, конець Р/””/ приближается кт точкф О, а прямая совпадеть съ ОГ 
тогда получимъ дугу НО, которая’ проходить черезъ точку О, подошву перпендику- 
чара опущеннаго изъ точки Т на О1. ДалЪфе конецъ Р”’” двигается по ОХ’ и когда 
прямая займетъ такое положен!е Ргу(г“, что уголъ ГР.у():у будетъь прямой, точка РУ 
будетъ принадлежать геометрическому мфсту; такимъ образомъ получимъ дугу ОР\. 
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Наконецъ, прямая въ положени @уРу будетъ перпендикулярна къ лини ОВ, разд®ля- 
ющей уголь Х’ОУ’ пополамъ, имы получимъ дугу РгВ. Если, возвратясь къ первона- 
чальному положению Р@; будемъ двигать прямую въ о братвомъ направлении до пре- 
дфльнаго положен!я Ру()у, то, очевидно, получимъ кривую ие предъидущей 
относительно прямой АВ. 

Возьмемъ точку 1 за полюсъ, а лимю ВА, дЪлящую углы уох. _У’ОХ, пополамъ, 
за полярную ось; назовемъ черезъ с разстояне ОТ и черезъ 2а длину движущейся. 
прямой РФ; прямая, соединяющая точку О съ срединою гипотенузы Р@ прамоуголь- 
наго треугольника РОФ, равна а; уголъ, образуемый этою прямою съ перпендикуля- 
ромъ й, опущеннымъ изъ точки О на гипотенузу, равенъ 20; сверхъ того имфемъ 
й = 2608 т ©; отеюда находимъ уравненше кривой о = @ в08 2% — С. 00$ о. 


Фиг. 24. 


= < НУ 
у 





\ 


Выпуклость и вогнутость, 


377... Разсмотримъ на дуг кривой точку М, координаты которой 

суть ®) И р; касательная въ этой точк5 выражается уравненмемъ 

608 (и — В) 

изъ полюса на касательную, и черезъ В уголъ, образуемый ‘этимъ пер- 
пендикуляромъ съ полярною осью (\ 82). 

Положене кривой относительно касательной вблизи точки М зависитъ, 

при одной и той же величин$ ®, отъ знака разности г — р радтусовъ 


называя черезъ 4 длину  ‘перпендикуляра,  опущеннаго 


_ .: 9 . 
векторовъ, или отъ разности 27+! предполагая, что эти радтусы век 


торы будуть положительнтт. Назовем» черезъ &. эту послфднюю рр 
Брю и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. 6 21 


322 › КНИГА ТУ, ГЛАВА ТУ. 


Въ точкё М, очевидно, величина 2 равна нулю; первая ея произ- 


водная -@ у (а 5) (а ух Е: Ф=8 


‚также равна нулю, потому что въ точкё М ($ 311) 


д 


Вторая производная 
т Е А 0$ (% — В) 7. 1 
` | 2" —= (--) -- а — (-- ; 


9 9 / т 


су . 
Е) ВШ (00 В) = соз У, 9 = ро зш У. 


чо “>. 


[(>) 


+ 
| 


| 
въ точкь М равна — - + (- Г)" 


Повторивъ ит. ть же разсуждемя, какъ въ $ 342, увидимъ, что 
если это количество будетъ положительное; то разность 2, вблизи точки | 
М, будетъ положительная, и, слфдовательно, кривая будетъ расположена 
СЪ ТОЙ стороны касательной, гдЪ находится полюсъ, и наоборотъ, если 
это количество ‘будетъ. отрицательное, то разность 2 будетъ отрицатель- 
ная и кривая будетъ расположена съ другой стороны касательной. Вогда- 


1 ТАЙ : 
величина - | $9 перемфнитъ знакъ, получимъ точку перегиба. 
| `О/ | 


Асимитотыьт. 


378. Разомотримо безконечную вЪфтвь, асимитотическую къ прямой 
СО (фиш. 245). Если полюсъ соединимъ съ. точ. 
кою М кривой и если предположимъ, что точка М 
безпредфльно удаляется по кривой, то лишя ОМ пре- 
ДЪлОМЪ будетъ имЪть асимптоту 110. 'Такимъ обра- 
зомъ; к0зда радусь векторь р при частной вели- 
чинь о, напримърз при >, дюлается безконечнымз, 
и если полученная такимъ образомь вътвь будете 
имъть асимптоту, то эта асимттота будет 
параллельна направленю, опредъленному тм 
узлом5 ©, который обращаетз р в5 безконечность. 

Чтобы опредБлить разстояме ОС асимптоты отъ прямой О], изъ 
точки М кривой, опускаемъ перпендикуляръ МК на эту прямую; тогда 
изъ треугольника МОК  находимъ 


МК = ОМ зш КОМ = р зщ (х — 6). 
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Если произведеше р зш (х — ®) не будетъ приближаться ни къ какому 
предълу, то безконечная вфтвь не будеть имфть асимптоты. Если, на- 
оборотъ, это произведене будетъ приближаться къ конечному ‘предфлу С], 
то вфтвь кривой будетъ имть асимитотою прямую СО, находящуюся 
_ на разтояни 4 отъ рамуса ОГ; въ самомъ дЬлЬ, такъ какъ разетояне 
`МК предзломъ имфетъ 4, то разстояше МН предвломъ будеть имЪтТЬ 
нуль. 

Если безконечная в тВЬ получается тогда, когда ‹ будетъ. жи 
ваться до я, то очевидно, что, если эта вЪтвь будетъ имфть асимптоту, 
то эта асимптота будетъ расположена относительно ОТ, такъ, какъ по- 
казано на Фигурф. Если безконечная вЪтвь получится тогда, когда ® бу- 
деть уменьшаться до &, то асимптота будетъ расположена по другую 
‘сторону О, и разстояше ‘ея отъ ОТ, будетъ предзломъ произведения 
р зш (® —, 2). _ @. В : 

Мы предполагали, что вфтвь кривой опредФляется положительнымъ ра- 
дтусомъ векторомъ; если бы она опредълялась отрицательнымъ радтусомъ 
векторомъ, то въ первомъ случаз получили бы МК — — озш (х — о), 
во второмъ МК = — рзш (® —®).. 


379. Примтр5 У. Гипербола. Полярное уравнен!е этой кривой ($ 9263) есть 


= р 
о 1 есозо 








„ въ которомъ е боле 1. и сть < б етъ | 

р $ р и ул Фиг. 246. 
1 

уголъ, косинусъ котораго равенъ — == при возраста- 


НШ Фотъ 0’ до а, о возрастаетъ отъ.. о ДО с, И МЫ 
е . 


получимЪ. безконечную вътвь АЕ. При изм5нен!и о отЪ 
« ДО л, о сдБлается отрицательнымъ и будетъ изм$- 





НЯТЬСЯ ОТЪ — © ДО Е т такимъ образомъ получимъ 
| е — | 


безконечнию в%твь Е’А’.. Величины о, заключаюцщияея 
между ли 9л, даютъ двЪ вЪфтви, симметричныя предъ- 


идущимъ относительно полярной оси. 
- Разстоян!е МК точки олной изъ вЪфтвей ДЕ, АЕ, ОТЪ прямой (09 выразится 





р яш (а — в) р зв (а — а _ рэп (а — Е 
1 тес 1 ) е (с08 ® — 608 <) 
@ — 


преобразивъ Ри 605 и — 603 © ВЪ произведен:е И и зт (а — ®) черезъ 


и— о — 
вт 5 608 — и сокративъ на общаго множителя вт ыы ‚ ПОЛУЧиМЪ 
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 “ — 6) 
СОЗ 
р 5 
МК = ———. 
: > . ао 
е ВП 
Это разстояше пред$ломъ имбетъ ОС = = и такимъ образомъ мы _ подучимъ асимп- 


тоту СО. Асимптота двухъ другихъ вфтвей расположена ИИ относительно 
полярной оси. 


Излишекъ разстояня МК надъ его предфломъ а выражается 
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если потомъ числителя преобразуемъ въ произведене, то окончательно получамъ 
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При измбнен!и с оТЪ 0 до а, разность д будетъ отрицательная; такимъ образомъ 
вЪтвь АЕ заключается между параллельными ОГ и СО. Но когда о изм5няется отъ « 
до л, разность 9 будетъ положительная, и вфтвь Е”А’ будетъ находиться вн парал- 
лельныхъ. 

380. Примтрё ГГ Наклоненная строфоида. Въ построении прямой строфойды, 
_какъ было показано въ $ 31, мы предполагали, что прямыя ОХ и ОУ перпендикулярны | 
между собой. Положимъ теперь, что эти прямыя составляютъ между собою уголъ @ 
(физ. 247); черезъ опред5ленную точку А, находящуюся: на одной изъ нихъ, прово- 
димъ какую-нибудь съкущую АО, на которой отъ точки ПР откладываемъ лини РМ в 
ОМ, равныя РО, и найдемъ геометрическое мЪфсто точекъ Ма №. 

Когда вкущая обращается въ тупомъ угл ХОУ до тБхъ поръ, пока сдфлается 
параллельною ОУ, точка М спишетъ дугу ОМВ, оканчивающуюся въ точк$ В на ли- 
‚ни ОВ, перпевдикулярной къ ОУ; при этомъ точка № опишетъ безконечную вЪтвь 

ОМ. Если возьмемъ разстояше ОС равное ОА, и черезъ точку @ проведемъ лин!ю Н'’Н 
параллельно ОУ, то лин я НН’ будетъ асимптота къ вфтви ОМ; въ самомъ дЪлЪ, такъ 
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какъ наклонная лин!я ЕМ равная АМ продзомь имфетъ АВ, то разстояще точки № 
отъ прямой прелЪломъ имфетъ пуль. ‚ 


Обращаемъ теперь с5кущую въ остромъ угл5 ху: тогда перпендикуляръ, воз- 


Фиг. 247. 


становленный изъ средины ОА, пересфчетъ ОУ’ 
вЪ точкь С такъ, что СА = С0; когда сфкущая 
занимаетъ . положеше АС, тогла одна изъ точекъ Е: 
придетъ въ А, другая въ Е; такимъ образомъ, при Хх ^ 
обращении сфкущей отъ АО къ АС, получимъ дугу 
ОМ’А, касающуюся прямой АС въ точк$ А, и 
дугу ОЕ. При дальнЪйшемъ движени сЪкущей, 
прямая ОО” становится боле АО” или РЕ”, и 
точка №’ будетъ находиться за асимптотою; та- 
кимъ образомъ получимъ безконечную вЪтвь ЕМ'. 
и дугу АМ”В, которая въ точкф В совпадаетъ 
съ дугою мВ. Очевидно, что касательная, про- 
веденная въ точк О, раздВляетъ углы, образуемые 
прямыми ОХ и ОУ пополамъ. 

| Возьмемъ точку О за полюсъ, прямую ОХ за 
полярную ось, черезъ а назовемъ разстояе ОА 
и черезъ 0 уголъ УОХ; такъ какъ углы ООМи РМО 
равны 9 — о, и уголь ОАО равенъ 9—2, то изъ 
треугольника ОМА получимъ. 





(1) _ аз (9 — 25) 
: (0—0) 

Изъ этого уравнен1я легко найдемъ ве свойства, которыя и вывели изъ геометри- 
ческаго опредълен!я кривой. 

Если же прямую ОУ возьмемъ за полярную ось, то уравнеше. ве будетъ 


а зт (Зо + 0) 
(2) ор 


шп 9 


381. Примър5 УП. Найти зеометрическое мъсто точек5 прикосновеня каса- 
тельных, проведенных из5 данной точки Р кб раз- 


личным кривым5 вторало порядка, которыя фоку- _ Фиг. 248. 

сани имтыот5 двъ данныя точки Е иГ’. № 

_ Возьмемъ за оси прямую Е’”Е (физ. 248) и пер- ай //в 

пендикуляръ, возставленный изъ средины этой прямой. | т > 
| 


‚ Общее уравнен!е коническихъ сфченй, им5ющихъ Ф0- 
кусами точки Е и Е’, есть 


ЕЙ 
: 1. у а 7 
(2 ат и, к сои \к 0 
АК х 
| и 1 
гд$ с означаютъ разстоян!е ОЕ, и а перем$нный пара- | 
метръ. Если а болЪе с, то кравая будетъ эллинсъ; если. 7 


а меньше с, то кривая будетъ гипербола. Пусть <, В бу- 
дутъ координаты данной точки Р; тогда’ уравнеше хорды прикосновен!й касательныхъ, 
проведенныхъ изъ точка Р къ копнческому сфчению (1), будетъ 


< 
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ет _ Ву. 
и | и 
(2) т 
Исключивъ изъ уравнений (1) и (2) параметръ а, получимъ уравнене геометри- 
ческаго м%$ста. Всли эти у вычтемъ по-членно, то получимъ 


бар, Иви_ О 








а?” | а? а с? 
откуда . 
ие — м И, р ет» Ву). 
_ пту-жфв уж 


внеся въ уравнене (2), получимъ уравнене геометричёскаго м%ста 
(3) — (22° + у" — ад — ВУ) (65 — чу) + ©? («— в) 9— 8) = 0. 


Геометрическое мЪсто есть третьяго порядка, оно проходитъ черезъ данную точку Р 
черезъ гокусы Ки Е' и черезъ проекции точки Р на прамыя ОХ, ОУ. 


Если оси перенесемъ въ точку Р параллельно самимъ себъ, то уравнеше геомет- 
рическаго мЪста будетъ | 


(4) (а -- У* - ах ВУ) (Вх — ву) - с* ту = 0. 


Если эти координаты преобразуемъ въ полярныя, принимал за полюсъ точку Р, а 
за полярную ось прямую РХ’, то получимъ 


(5) ис -- 2 — <) зп 20 + 2ов ©03 20 Ри 
2 («зто — в 08 9 


Съ помощию вспомотательныхъ угловъ © И Ф,, опредфляемыхъ изъ хормулъ 


ь а. ВА 248 
ты и 5 г. = а 
это уравнене получить видъ _ 
азт (Зо ) 
(6) „ © а ри 
зт (® — $) 


гд5 буква 4 означаетъ величину. 


1 УЕ т в = сз -- ой? 
о м 


Если полярную ось т повернемъ на уголъ 2, то уравнене (6) сд$лается тожествен- 
нымъ сЪ уравнешемъ (2) наклонной строфоиты (5 380). 

Такъ какъ уголъ › равенъ РОА, то асимптота параллельна прямой ОР. Между 
разсматриваемыми одноФокусными кривыми находятся гипербола п эллипсъ, проходящие 
черезъ точку Р; отсюда заключаемъ, что точка Р принадлежитъ геометрическому м$- 
_ сту, и что касательныя въ этой точк® суть лини РО, РО’, раздЪ5ляющ!я углы, образуе- 

мые прямыми РЕ и РЕ! пополамъ. Строфопла опредфляется двумя прямыми РЕ, Г! 
и точкою 1, находящеюся на одной изъ нихъ. Прямая РЕ извфстна; прямую же РГ по- 
лучимъ, замфтивъ, что касательная РО есть линия, раздфляющая уголъ ЕРТ пополамъ; 
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точку т найдемъ помощ одной изъ точекъ геометрическаго м$ста, наприм ръ помо- 
цию. точки А; прямая ТА должна быть такая, чтобы КА = КР; сл®довательно, точка 
К есть средина д!агонали ОР. 

Предъидущая кривая есть также геометрическое м5сто похощвъ нормалей, про- 
веденныхъ изъ точки Р къ кривымъ второй степени, которыя Фокусами имфетъ точки 
Ки Е; дЬйствительно, такъ какъ одноФокусные эллипсъ и гипербола пересзкаются 
подъ прямымъ угломъ, то касательная къ одной есть нормаль къ другой. 

38*. Примьрё У1Ш. “Построить кривую 


т 26) 
/ Е бое , \ Ь 


При © =0 величина о обращается въ нуль; при о = о. о обращается въ без- 


конечность. Проводимъ `‘черезь полюсъ прямую ЁЬ![,, которая еъ полярною осью соста- 
1 | я и 1. 

вила бы уголъ равный 5 (физ. 249). При измфнени в отъ 0 до э)® будетъ отри- 

цательное и измфвяется отъ 0 до —<, и мы получимъ безконечную вЪтвь ОА’В’, ка- 


. е | 1 
сательную къ полярной оси и ыы ВЪ угл ве Когда © переходить = И 


1 
увеличивается ОТЪ р до 95, о дфлается положительным И уменьшается ОТЪ со ДО а: 


таким образомъ получимъ первую безконечную Е, 249. 
°в%твь АВ: потомъ вторую АЕ, которая дфлаетъ 
безконечное число оборотовъ около круга, опи- 
саннаго изъ полюса, какъ центра, радтусомъ рав- 
нымъ а, постоянно приближаясь къ кругу. Когда 
о. измфняется отъ 0 до — <, о остается положи- 
тельнымъ и увеличивается отъ 0 до а, и мы по- 





лучимъ вътвь ОЕ’ внутри круга; эта в$твь дзлаетъ |, &\ С | и | 
безконечное число оборотовъ, постоянно прибли- 27 — 3—7 
жаясь къ кругу. | а Е 


Разсмотримъ одну ИЗЪ безконечныхь твой 
А’В’, АВ. Разстояне МР точки одной изъ этихъ втвей отъ прямой [№1 выражается 


‚1 “, 
ЗП ( и — — |. 
А 





1 7 
® — — 
р 2 
/ 

1 а 
предЪлъ этой величины, когда о приближается къ >, есть 5 Сл$довательно, 0бЪ вЪтви 
СЕ" . ЩО ; а 

А'В!', АВ имфютъ асимптотою прямую СР, находящуюся отъ СГ на разстоян!и -. 


| 
Если положимъ о = = -’, 10 излишекъ разстояня МР надъ его предфломъ бу 


детъ 


— и. ыы 9 ) зт о’ —0']. 


Зо’ $ 
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При ©’ = 0 величина, находящаяся въ скобкахъ, обращается въ пуль; первая про- 
изводная ея также обращается въ пуль; но вторая производная имфетъ положитель- 
ную величину. Если о' будетъ увеличиваться отъ нуля, то отсюда заключаемъ, что 
первая производная начинаеть увеличиваться, и, слЪдовательно, опа положнтельна и 
точно такъ же, какъ величина находящаяся въ скобкахъ; такимъ образомъ пра положитель- 
ныхъ, достаточно малыхъ. величинахъ о', разность д есть величина положительная. 
Точно также увидимъ, что при очень малыхъ отрицательныхъ величинахъ о’ разность 
б будетъ величина отрицательная, ‘что впрочемъ. видно прямо. Такимъ образомъ объ 
безконечныя вЪтви расположены относительно асимптоты такъ, какъ показано на 


ФИГУр$; кромЪ того очевидно, что эта асимптота перес$кается кривою въ безконеч- 
номъ числ точекъ. оф 


383. Примър 1Х. Построить кривую 


= М 2 В 6) 01 


"о: ——--- си 


$1 по 


Ух 


Такъ какъ при возрастанш о отъ 2”, раджусъ векторъ епова получаетъ одву и ту 
же величину, то достаточно « измфнать отъ 0 до Эл. Чтобы радгусъ векторъ былъ по- 
ложителенъ, надобно, чтобы ; зробь, находящаяся подъ радикаломъ, была ноложитель- 


л дл 
ная. При величинахъ о: в’ в “иблитель изм$няеть знакъ, знаменатель — при ве- 
личинахъ 0 и л. Расположивъ эти углы по порядку ихъ. величины 
д © 8 п дл 
0, 6’ 6 ›7", м, 


р что количество, находящееся подъ корнемъ, будетъ отрицательное отъ 0 до 
п 5 5 
с ож а - т ДО 6 =. отрицательнымъ —отъ -. — ДО пл. Пположительнымъ оТЪъл 


до 2л. Такимъ и всю кривую получямъ, 


Фиг. 250. = бл 
и 1 
ИЗМФНяяЯ 0 ОТЪ -— ДО и отъл до 2л. Сверхъ 
У О 


того зам$чаемъ, что кополнительныя величины о 
даютъ т$ же величины о; поэтому кривая симмет- 
рична относительно перпендикулара ОУ, проведен- 
наго къ полярной оси ОХ (фие. 250). 

Изъ полюса, какъ центра, радтусомъ, равнымъ 
единиц, опишемъ кругъ; этотъ кругъ разд5литъ 
пополамъ каждую изъ хордъ, проходящихъ черезъ 





$ п 7 
центръ; при изм5нен1и о отъ в до >, величина 
радикала, которую мы означимъ черезъ о, По- 


лагая о =1- о,, будетъ возрастать отъ 0 до 1; 
такимъ образомъ мы получимъ двЪ дуги АВ и АО, которыя въ точкф А сли- 
ваются, касаясь въ этой точкз прямой. ОА; дуга АО касастся въ точкф О прямой УО. 


5т 


лм Зе "1 к 
Изм$няя © ОТЪ 5 ДО в, получимъ дугу ВА'О, симмегричную ВАО относительно пря- 
мой ОУ. 


/ 


эл зы — 
Когда о изм5няется отъ л по -5› ©: уменьшается отъ < до УЗ, и мы получимъ 


ПОСТРОЕН!Е КРИВЫХЪ ВЪ ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХЪ. | 329 


к Зо 
{ВБ безкопечныя взтви ЕЁ и СО; измЪняя о ОТЪ сл до 2л, получимъ дв вфтви ЕГ’, 


‚ рС, симметричныя предъидущимъ; эти безконечныя вътви суть асимптоты къ поляр- 
ной оси: | | 
384. Замучане.  Перемънное разстояне МК ‘точки М безконечной 
вфтви (44. 245) отъ ОТ, при которомъ р обращается въ безконечность, 
выражается. 
Е ря (® — а); 


когда ® приближается къ а, первый производитель возрастаеть безпре- 
дфльно, а второй приближается къ нулю. Въ предъидущихъ примфрахъ. 
можно бы было найти, во чтб обратится это произведеше при величи- 
нахъ ®, близкихь къ ©; въ случав же болышаго затрудненшя употребля- 
ютъ другой способъ. 

Назовемъ черезъ 4 периендикуляръ, опущенный изъ полюса на асимп- 
тоту; тогда, не обращая внимашя па знакъ, получимъ 


Ч — [т р 91 (® — х), 
И сл5довательно, 


а 
Е: ее. 


ис ый 








в — Ни зи (о — в) и —@ 


ыы т №. 
Предълъ перваго отношения равенъ единицЪ. Если о будемъ разема- 


тривать какъ ФУНКЦИЮ отъ ®, ТО чиеслитель втораго отношения выразитъ. 
приращеше, которое получаетъ эта дробь, когда полярный уголъ пере- 
ХОДИТЪ ОТЬ величины‘ © къ величин ®; слфловательно, предфлъ этого 


втораго отношения равенъ производной А и При о — @ пОЛучимъ _ 


| ОЗНА 
к ры ы 

$0 

при &« = х знаменатель обращается въ нуль, между тфмъ какъ числи- 

тель сохраняетъ конечную величину, а нулю. Отсюда находимъ 

производную 


Величина р обыкновенно представляется въ вид$ р — потому что 


‚/1\!_ Е р Р (©) —1 (4%) 1 Е’ (©) 
Я р= Е? («) эй 
которая, при ® — х, обращается въ“ — м Такимъ образомъ получаемъ Фор- 


Е и с) 
мулу 
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которая въ практик очень удобна. 


ПРИМЪБРЫ. 


1. Найти геометрическое м5сто вершины перем$нной параболы, которая имЪетъ 
данный Фокусъ и которая касается коническаго сфченя, имъющаго тотъ же Фокусъ 
(улиткообразная линв!л). 

2. Даны неподвижная точка О и неподвижная прямая ОР; найти геометрическое 
мфсто вершины М перемфннаго треугольника МОМ, который выполняетъ слЪлующи 


условия; сторона ОХ иметъ постояннную длину а, сторона КМ =а И?. наконецъ углы 
уховлетвовяютъ отношению (оз МОМ — 20 ММ) = соз МОР (лемвиската); доказать, что 
касательная, проведенная въ какой-нибудь точкф М геометрическаго м%ста, про- 
ходить черезъ центръ круга, описавнаго около треугольника, воторыз, опредЗляетъ 
эту точку. 

3. Треугольникъ АВС вписанъ въ ‚данный кругъ, вершина А остается неподвиж- 
ноЮ и уголъ А постояннымъ; спрашивается геометрическое мЪсто я круга, вии-` 
саннаго въ треугольникъ АВС (улитка). 

4. Найти геометрическое мфсто вершины постояннаго угла, объ сторовы кото- 
раго касаются двухъ данныхъ окружностей (улитка). 
® 5. Найти геометрическое м$сто Фокусовъ параболъ, которыя ам ютъ и хорду 
и общую касательную, параллельную этой хордф. 

6. Данъ неизм$няемый кругъ; перемфнный кругъ касается перваго въ данной точк$; 
‘’ спрашивается геометрическое м$сто точки прикосновеня на этомъ посл$днемъ круг$ 
общей касательной къ двумъ кругамъ. 

7. Найти. геометрическое м$сто вершинъ или хокусовъ равносторонней гиперболы, 
центръ которой неподвиженъ, и которая проходитъ черезъ данную точку. 

8. Найти геометрическое м$сто цевтра данной равносторонней гиперболы, кото - 
рая должна проходить черезъ дв$ опред$ленныя точки. 

9. Данъ прямой уголь УОХ и опредфленная точка Р не биссектрис$ этого угла; 
спрашивается - геометрическое м$5сто подошвы перпендикуляра, опущеннаго изъ точки 
Р на перем5ённую сфкущую, которая отсвкаеть въ угл треугольникъ постоянной 
площади. 

10. Въ предъидущей задач$ параболу замфнимъ гиперболою; возьмемъ точку М на 
одной изъ двухъ осей кривой; найти геометрическое м5сто. 

11. Парабола обращается около ея Фокуса; спрашивается геометрическое м5сто 
точекъ прикосновеня касательныхъ, проведенныхъ параллельно данной прямой. 

12. Найти геометрическое м5сто средины хорды, нормальной къ данной гипер- 
604$. — | 

13. Данъ эллипСъ, черезъ центръ Круга постояннаго рад1уса проходитъ дгаметръ 
эллипса; найти геометрическое мЪсто точекъ касательныхъ общихъ къ кругу и эллипсу. 

14. Дана равносторонняя гипербола, центръ круга, который постоянно проходитъ 
черезъ центръ гиперболы, описываетъ асимптоту; найти геометрическое мфето то- 
чекъ пересёчен!я сЪкущихъ. 

15. Геометрическое м®сто точекъ прикосновен!я касательныхъ, проведенныхъ изъ 
данной точки къ кругамъ, которые касаются данной прямой въ данной точкф. 
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16. Геометрическое мЪсто точекъ прикосновения касательныхъ, проведенныхъ изъ 
данной точки къ кругамъ, проходящимъ чёрезъ данную точку и касательнымъ данной 
прямой. 

17. Найти геометрическое мЪсто срединъ хордъ, вписанных ВЪ данную гиперболу, 
И касающихся круга концентричнаго гнперболЪ. 

_18. Построить геометрическя м$ста, выражаемыя уравненями 


у — 2* - Заз?у = 0, 2 - у* — 2ау? — 36а7?у = 0, 
(21° -- у*)* — балу? — Зал? -- 3997? = 0, у= а (х— о)”, 
21 -- у* — 34° — 41° =0, 195 Ту-х=0, 
д“ Е -- 2а23 = 0, и — 1 — 34%? -- 2% =0, 
у" — 2" — 96а" а -|- 1004°4° — 0, 24° — У + (у — 2) = 0. 


$9. Построить кривыя, выражаемыя уравненями 


1 
‚ 2819 — зшх =0, эт 2 зш у = 5 
9 е” , 9102 2 д ду и г Е 
9 — У т 5.9: = ; —Уу. | 


20. Построить кривыя, выражаемыя уравнен!ями 


зто = - мт Зо 
ре Зо в08 — 1’ вери 08 © _ 


0° 603 ® — Зо зщ `о -Е 608 и — 0, й 608 ® — 4озт о — во == 0, 


у: — — 2603 о б) 
о — 608 & = | 
В 6) 








ГЛАВА У. 
О подоб! и. 


385. Въ элементарной геометрии подобными многоугольниками назы- 
ваются таке два многоугольника, у которыхъ углы соот- 
_вътственно равны и стороны, заключаюция равные углы, 
пропорцюнальны. Такое опредфлене нельзя распростра- 
нить на кривыя Фигуры. Разсмотримъ два подобныя много- 
угольника АВСО, А’В’С’О’ (фи. 951); и положимъ, 
что второй повернутъ такимъ образомъ, что сторона А’ 
будетъ параллельна сходственной ей сторон$ АВ; тогда. 
В’С”, С’О,,... будутъ также параллельны сходственнымь = | 
имъ сторонамъ ВО, СЬ,... точно также и сходственныя = \|/ 
. Дагонали А^О', АС будутъ параллельны. Если точки Аи 
А! соединимъ и. если на этой прямой возьмемъ такую 


Фиг. 251. 
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точку О, чтобы то ЛВ; какя-нибудь сходственныя вершины 


ОА АВ 
ОА! — А/В’, 
будутъ находиться на прямой, проходящей черезъ точку О; _ тогда полу- 
ЧИМЪ равныя отношен!я 


од _ ОА _ С0 АВ 


0А’— 08! — 00} — ***^ > АВГ 


Этимъ свойствомъ мы воспользуемся для общаго опредфлентя подобя. 


Фпредклевше подоб я. 


 - 


386. Возьмемъ какую-нибудь систему точекъ А.В.О.... расположен- 
ныхъ въ плоскости; эти точки могутъ быть 
отдфльными однз отъ другихъ или могутъ 
образовать непрерывныя лини. Изъ точки 
О, взятой произвольно на плоскости, про- 
ведемъ къ различнымъ точкамъ системы 


Фиг. 959. 








ы кА радтусы ОА, ОВ, ОС.... и ва этихъ раду- 
РС сахъ возьмемъ такя точки А’, В’, нь 
ой — чтобы 
ыы ОА Бы 

и ОА! _ 08’ _ ОС! —_ ан 
и /. !\‹ система. полученныхъ такимъ образомъ то- 
Г ыыы 2 ||  чекъ, называется иодобною данной систем$ 
и — и сходственно расположенной. 
ЗА `` @сли бы точки А’, В! С’,... мы взали 
в; А. 


на продолжешяхъ радтусовъ векторовъ въ 
обратномъ направлении, то обф системы были бы яодобны и расположены 
обратно. Повернувъ около точки О на 180°, вторая система совпадаетъ 
съ одной изъ подобныхъ и сходственно расположенныхъ системъ. 

Для краткости М. СВазе8 это подоб1е по виду и по положен!ю назы- 
‚ ваеть хрямыме соотвфтстнемъ въ первомъ случа$, и обратнымь во второмъ 
случаЪ. Точка О называется уентромь п0добая двухъ системъ; число # 
называется отношенлемз 70добля и сходственными точками называются 
точки А и А’, находянияся на одномъ и томъ же радусв. Если отно- 
шене К будетъь измЪняться отъ 0 до со и также положеше центра О 
подобя, то получимъ весь системы, соотвфтственныя данной системф$. 


` 
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Система будеть 700обна данной систем, когда она равна одной изъ 
‘системъ, соотвфтствующихъ данной системъЪ. 


Свойства соотвЪтственныхь Фигуръ. 


387. Такъ какъ прямыя ОА’, ОВ’ раздвлены`въ А и В-въ одномъ 
и томъ же отношени, то прямая А'А’ параллельна АБ, и мы получимъ 


АВ _ 0А 
тв’ — ов’ — 


Такимъ образомъ ирямая, соединяющая двъ точки А и В первой си- 
стемы, и, прямая, соединяющая двъ стодственныя точки А! цв В’ вто- 
рой системы, параллельны и находятся вх постоянном отношени К. 

‘Пусть А, В, С будутъ три точки на прямой лини, прямыя А’В’, 
А’”О’, соотвзтетвенно параллельныя АВ и АС, совпадаютъ; слдовательно, 
если три точки находятся на прямой мини, то сходетвенныя име 
точки также ноходятся на прямой, отсюда слфдуетъ, что соотвьт- 
ственная фиура прямой есть прямая, параллельная первой. Если пер-- 
вая прямая будетъ проходить чрезъ центръ. подоб1я, то двЪ прямыя со- 
впадутъ. Такъ какъ соотвфтственныя прямыя параллельны, то очевидно, 
что 4/045 двулз прямыхь равенз лу соотвътетвенныхь прямыхь. 

_ Такъ какъ хорды, соединяющия сходственныя точки двухъ соотвЪт- 
ственныхъ кривыхъ, параллельны, то он$ приближаются къ параллельнымъ 
направлешямъ, когда об точки одной и той же кривой безпред$льно сбли- 
жаются; отсюда заключаемъ, что касательныя, проведенныя кз двумз_ 
соотвьтствующимь кривымз в5 слодственныхь точкажь, параллельны. 

388. Если объ системы будуть тащя, что прямыя, проведенныя 
изз точки | кз различным: точкамз первой системы, и прямыя, про- 
веденныя изз точки [1 кз различнымь точкамз второй, будутз соот- 
вътственно параллельны и находиться в5 постоянноме о К; 
то объ эти системы будут соотвътетвенныя. 


7 


Въ самомъ дав, возьмемъ на лиши Г] такую точку О, чтобы и =; 


тогда ралусы ОА, ОА’ будутъ на прямой лини и въ постоянномъ отно- 
шени /; слъловательно, обЪ системы соотвЪтственныя и точка О есть 
центръ подобя. | 

389. Де системы, соотвътственныя третьей, соотвьтственни 
между 060%, 
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Съ помощиюо центра подобя 0 и отношеня № построимъ первую 


Фиг. 953. систему А’В’..: [Г соотвфтственную  системъ 

АВ... 1 (Фиг. 253); при помощи центра О! 

че \ и отношеншя К” построимъ вторую систему 

гаи я А"В"...]". Такъ какъ прямыя ГА’, "АМ, со- 

т _ ответственно параллельны ГА, то он парал- 

1 и А лельны между о» Сверхъ того мы имфемъ 
В АНГ А — , откуда т = 
О. Ча: ГАО ря к“. РА" № 

в о, 0" 


Такимъ образомъ прямыя ГА’ ПА!” парал- 
лельны между собой и находятся въ постоянномъ отношенш; сл$дова- 
тельно, по предъидущей теорем двЪ системы А’и А! соотвфтетвенны. 

ДвЪ системы АГ и А”, соотвфтственныя третьей А и построенныя въ 
одномъ и томъ же отношенш, равны между собою; дЪъйствительно, если 
К = Ё', то параллельные ралусы ТА’ и "А" будутъ равны, а об си- 
стемы можно наложить. Отсюда заключаемъ, что съ помощию только одного 
центра О, измвняя отношеше Ё отъ о до ©, можно построить всб си- 
стемы, соотвЪтственныя данной системф. 
_ если дв$ системы А’ и А!” будуть прямо или обратно соотвЪт- 
ственны относительно системы 'А, то онз будуть между собой прямо 
соотв тственны; но если одна будетъ прямо соотвЪтственна, а другая 
обратно, то между собой они будутъ обратны соотвфтственны. 

Центры подобя трехз системз, соотвьтетвенных по двъ, нахо- 
дязися на прямой лини. Въ`самомъ дьль, прямая ОО’, принимая, что 
она принадлежитъ къ первой системв, иметь сходственными во второй 
и въ третьей системв самую эту прямую, потому что она проходитъ че- 
_резъ центры О и О’. Саьдовательно, эта прямая сходственна сама себЪ 
въ двухъ послбднихъ системахъ и, слБдовательно, она проходитъ черезъ. 
 центръ ихъ подобя О”. | — 

390. Кода де фелуры, имъюиия чентрь, прямо соотвъьтетвен- 
ны, то онъ также обратно соотвьтственны и наобороть. 

Пусть Си С’ будутъ цептры Фигуръ (4. 254); А и А! двБ сход- 

Фиг. 954 ственныя точки. На продолже- 

ни С’А’ возьмемъ такую точку А”, 
чтобы С'А’, —=С'А'; тогда точка 
А’ будетъ принадлежать также 


ь „ У Я 
второй Фигурф; но д; = К, 
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СА 
слдовательно и, — А; такъ какъ сходственные радусы СА и С’А’, 


направлены въ разныя стороны, то 06% кривыя обратно соотв5тственны. 
Отсюда слфдуетъ, что об Фигуры имфютъ два центра подобя, одинъ 
прямой О, помбщенный на продолжении лини центровъ, другой обратный 
Или внутреныйй О’, помъщенный въ промежуткв СС’. — 
‚ Когда три Фигуры, имвюция центры, соотвЪтСтвенны по двЪ, тогда 
он имфютъ три центра прямаго подобя и три центра обратнаго по- 
доб1я. Три центра прямаго подобля находятся на прямой лиши; точно также 


два центра обратнаго подобя и центръ м подоб1я находятся также 


на прямой лини. | 
391. Такъ какъ сходственныя стороны двухЪ соотвтственныхь много- 
 угольниковъ имзютъ постоянно отношешемъ число К, то периметры ихъ 
находятся въ томъ же отношени; такимъ образомъ озиношене периметрове 
двух соотвьтетвенныхь мноюуюльниковь равно отношению подобая. 
Если изъ двухъ сходственныхьъ вершинъ двухъ соотвфтственныхъ тре- 


угольниковъ опустимъ перенендикуляры на противоположныя стороны, то 


`эти перпендикуляры будутъ сходственныя прямыя въ двухъ системахъ, 
ихъ отношение ‘будетъ равно К, и, слдовательно, отношеше Не 
треугольниковъ будетъ равно А”. | 

Разложивт оба соотв тетвенные многоугольника на треугольники, со- 
 отвфтственные по два, увидимъ, что отношенше площадей Фигуръ будетъ 
также равно А”; такимъ образомъ отношенще площадей двулз соотвът- 
ственных5 мноюуюльникова равно квадрату отношевчя подобя. 

06% предъидуния теоремы’ справедливы также для плоскихъ Фигуръ, 
ограниченныхъ какими-нибудь соотвътетвенными контурами. 

392. Примьры. Мы видфли, что всъ кривыя, соотвфтетвенныя дан- 


ной кривой Э получаются съ помощю только одного центра подобя ы 


_взятаго произвольно въ ея плоскости. Вотъ примфры: 

1. Кривая $ есть круз. Если центръ &руга возьмемъ за центръ по- 
добля, то вторая кривая будетъ кругъ, радгусъ котораг9 — фиг. 955 — 
можетъ имЪфть какую угодно величину. ы 

‚2. Кривая 8 есть парабола (физ. 255). Если кривую 
отнесемъ къ ея оси и къ касательной, проведенной къ. 
вершин, то координаты х иу/ какой-нибудь точки М этой И 
кривой будутъ удовлетворять уравненю 5” = 2рх. Если’ \. 
вершину возьмемъ за центръ подобя и если черезъ 5’ и у’ на- о 
зовемъ координаты соотвфтственной точки М’, то получимъ я 





> в 
„до 
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хо. Ша у, г АР — и". ‘ствент | 
ПВ — би Ё, откуда 1 = Аж’, у = КУ’; соотвфтственная кривая вы- 


„а А и 
ражастся уравнешемъ 9"? — ыы 


--2’; это есть парабола, параметръ которой 
можетъ имЪть какую угодно величину, потому что К есть произвольное 
отношен!е; отсюда заключаемъ, что 061% КОИ НмОНОЬ параболы подобны. 


а 
‚9. Кривая Э` есть эллипсъ и =1. Если ‘центръ кривой возьмемъ 


за центръ подоб!я, то соотвьтственная кривая, выражаемая уравнешемъ 
В 3? а 
яя — в 
будетъ эллипеъ, оси котораго могутъ имзть каюя-нибудь величины, про- 
портлональныя величинамъ осамъ герваго эллипса. Отсюда заключаемъ, 
что два эллитса подобны, кода иль оси пропорциональны. 
Та же теорема справедлива также для гиперболы. 
4. Кривая ® есть логариемическая спираль о —= ае"”. Если полюсъ возь- 
мемъ за центръ подобля, то соотв$тетвенныя кривыя будутъ имфть урав- 


т 
@ ©) о 


‚_; если положимь К — ее“, то это уравнеше будетъ 








немемъ о — 


р = @6”(® —“); оно выражаетъ данную спираль, когда ее повернемъ 
около полюса на уголъ «. Отсюда слБдуетъ, что единственная кривая, 10- 
добная логариемической спирали, есть эта самая спираль; первой точк$ М 
кривой соотв$тствуетъ другая точка, М” той `же кривой, и эту точку М’ 
можно взять произвольно, потому что К есть число произвольное. 


Уравнене соотв тственныхъ кривыхтъ. 


393. Пусть 
).7 (2, у) =0 


же уравнен!е кривой $. Возьмемъ начало координатъ за центръ подо- 
бля и построимъ помощио отношешя № кривую 
5’, соотв тственную первой. Если черезъ х и 4 
означимъ координаты какой-нибудь точки М 
первой кривой; ‘черезъ 2’ и У’ координаты сход- 
ственной точки М” второй кривой, то изъ по- 
добныхъ треугольниковъ ОРМ, О’Р’”М’ найдемъ_ 


Фиг. 256. 


У ОМ _ 


ы 9] 5 ОМ! 4 








|3 


о подом. = 231 


Внеся ВЪ уравнение (1), пу Урана: 
(2) _ а. (ых, №") —=0, 


которое выражаетъ всЪ кривыя, ель данной кривой, И кото- 
рыя центромъ соотв$тстия имфютъ начало координатъ. Ёсли соотвЪтств!е 
булетъ прямое, то въ этомъ уравненши надобно для Е давать 'положитель- 
ную величину, и отрицательную, когда соотвЪтств!е будетъ обратное. 
‘Оставивъ кривую Ю неподвижною, перенесемъ кривую 8’ въ плоско- 
сти Такимъ образомъ, чтобы начало координатъь О пришло въ О’ (р, 9), 
оси остались бы ‘параллельными ихъ первоначальному направлению: тогда 
кривая 8’ выразится уравнентемз относительно осей О'Х и ОУ! 


Х (би', и) =0, 


а относительно неподвижныхъ осей ОХ и ОУ уравненемъ 


(8) Ха — р), Е (4— 4) = 


Въ этомъ новомъ положенти кривая №’ соотвЪтетвенна кривой Ю; потому 
что радусы векторы, проведенные изъ точекъ. О и О’, параллельны и на- 
‘ходятся въ постоянномъ отношении К. Сл довательно, уравнение (3) выра- 
жаетъ всз кривыя, соотвфтственныя ‘данной кривой, при всякомъ положе- 
ни центра подобля. 

394. Въ то.время, когда’ переносимъ начало О”, п повернемт оси на 
уголъ ©;. тогда кривая 8’ займетъ какое-нибудь положене въ плоскости 
и будетъ подобна данной. Кривая Ю’, отнесенная къ ПОДВИЖНЫМЪ оСямъ 
_О”Х’ и О/’У’, выражается уравнентемъ } (А%’, 0; а Фор- 
мулъ преобразования 


д’ — (1 — р) с0$ а + (у — 9) 1 «, 
у’ = — (& —р) зта-- (У — 9) 008 


предполагая, что оси взаимно перпендикулярвы, получимъ уравнене кри- 
вой относительно двухъ неподвижныхъ осей ох й ОУ. Это уравнене 
выражаетъ всф кривыя, подобныя данной. у.“ 

395. Для примЪра ый условя для двухъ кривыхъ втораго 
порядка 


Ад? + Вау Су’ + ЕЕ, 
Ато? 4 В’ру + 0 И ФС =0, 


Брго и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. т 
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чтобы он были соотв$тственны. Общее уравнеше кривыхъ, соотвЪзтетвен- 
ныхъ первой кривой, есть (\ 393) 


АА? -- ВЁху -Е СА?у? — (ВА?а -- 2АА?р — Ох — (ВА?р О 20 9— 
—_ ЕВ у- (Ар? -- ВАро -- СЁ?а" — Ор — Ека - Е) = 0. 


Сравнивая это уравнене съ вторымъ, получимъ 


| ь 
— Ва Арт реа -Ьт 


к. Е 
В р: = Е/ 
р Е Е 
_ Ар” -- Вра -- (49° — рва 
= —Ш— о 


Исключивъ изъ этихъ пяти уравненй три параметра р, 9, Ё, получимъ 
условныя уравнения; но такъ какъ первыя два уравнения 1. => Ее = не со. 
держатъ этихъ параметровъ, то они выразятъ два условныя уравнения. 
Слфдовательно, Оля 7700, чтобы дв% кривыя второло порядка были соот- 
_ втетвенниы, надобно, чтобы коеффищенты членовх второй степени 
были пропориюнальны. 

396. Остается изсльдовать, будутъ-ли величины параметровъ рф, 4, К 
дъйствительныя и конечныя; этотъ вопросъ можно р$»шить слфдующимъ 
образомъ. Такъ какъ коеффищенты членовъ второй степени пропорциональны, 
то ихъ можно сдЪлать равными, умноживъ всф` члены одного изъ уравне- 
ый на приличнаго множителя: слфдовательно, возьмемъ оба уравнения 
_ВЪ ВИДЬ 


о ААВ ОР УЕ 
(5) Аа" + Вау -- Су’ ое ЕЕ! =0. 


Мы будемъ различать нЪсколько елучаевъ смотря по знаку В* —4АС. 

1. В? —4 АС= 0. Оба геометрическя мтста будутъ принадлежать 
КЪ роду параболы: если эти два геометрическая мЪста дЪйствительно бу- 
дутъ параболами, то они будутъ подобны, потому что всЪ параболы по- 


добны; сверхъ того оси двухъ кривыхъ, имфя одинаковой угловой коехфи- 


В | 
щентъ — 5<’ параллельны, и, слЗдовательно, кривыя соотвътственны. 


_2. В? —4АС < 0. Геометричесяя м5ста принадлежатъ къ роду эллипса. 
Если для каждой кривой оси перенесемъ параллельно ихъ самимъ себ 
въ центръ кривой, то уравнешя (4) и (5) будутъ вида 


% 
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(6). В РЕ, а 
(1). Аа” -- Вау -- Су Е, =0. | | у 
° Оси кривыхъ,  направаеня. которыхт опредфляются `уравнешемъ 
2 —= —с(\. 141), параллельны; если оси координатъ повернемъ на 
Уголъ &, то уравнеше (6) и (7) будуть вида 
(5) Ма -- № + Е, и 
о _ Ма Му" Е = 
КоефФищенты М и М, величины которыхъ опредфляются ‘уравненями 

М+М =АО, М М=- ИВ — 0}, | 


ИМЪЮТЪ, ОДИНЪ И ТОТЪ же знакъ. Чтобы уравнения (8) и (9) выражали 
два дЪйствительные эллипса, надобно, чтобы величины Е,, Е’, имфли 
одинъ и тотъ же знакъ, и, кромЪ того, чтобы этотъ знакъ былъ обратный 
предъидущему. Когда это усломе выполняется, оси двухъ эллиисовъ бу- 


дутъ имФть одно и то же отношене Ух ' эллипсы будутъ соотв$т- 
; ы | М ! ь 


_ ственны. | 


_3. В —4АС Ъ 0. 06; еометрическя мфста принадлежать къ’ роду 
гиперболы. Сдълавъ ть же преобразования, какъ въ предъидущемъ случаф, 
получимъ уравненя (8) и (9), въ которыхьъ М и М будуть имЪть 


обратные знаки. Вогда величины К, и ЕК” не равны нулю, тогда 


каждое изъ уравненй выразитъ гиперболу. Если Е, Е, будутъ имЪть оди- 
наковые знаки, то дфйствительныя оси двухъ кривыхъ будутъ параллельны, 
и такъ какъ отношене осей одно и то же, то кривыя будутъ соотвЪт- 


‘ственны. Когда Е, и Е.” имвютъ разные знаки, одна изъ гиперболъ, бу- 


детъ подобна сопряженной другой. Во веБхъ случаяхъ обЪ кривыя имфютъ 

параллельныя асимптоты. У 1 г = 
Изъ предъидущаго заключаемъ, что когда коеффииенты при членах 

второй степени вз двухз. уравненяв вторало порядка пропориональны 


.4 К0Зда эти уравнемя выражають 0дв% дъиствительныя кривыя, то 


эти кривыя соотвътственны; однакоже, козда кривыя будутз зитер- 
болы, можеть случиться, что одна будет» соотвътственна сопря- 
женной друзой. | 


Фблнее уравненке одного рояле кривыхъ. 


397. Коцвыми одною и тозо же рода называются кривыя, заключаю- 


пияся въ одномъ и томъ же геометрическомъ опредФленш, и которыя 
95* 
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отличаются другЪ отъ друга только величинами параметровъ, которые 
входятъ въ общее опредълеше. Общее уравнене кривыхъ разсматри- 
ваемаго `рода есть уравнеше, которое въ систем координатъ даетъ воъ 
эти кривыя, какое бы ни было ихъ положене въ плоскости, когда даемъ 
_различныя величины перемфинымъ параметрамъ, которые оно содержитъ. 
Такимъ образомъ, когда неподвижныя оси будутъ прямоугольныя, общее 
уравнене круга будетъ.(х — а)? (у — 5)—#? = 0. Это уравнеше заклю- 
чаетъ три перемфнныхъ параметра, именно радиус ”и дв$ координаты 
а и 6 центра. 
398. Часто сначала отыскиваютъ уравнеше_ кривой относительно 
_частныхъ осей, которыя выбираемъ такъ, чтобы упростить вычисление: 
тогда, чтобы получить общеё уравнеше, относимъ его къ неподвижнымъ 
осямъ посредствомъ преобразованя координатъ. 

Лемнискату мы опредЪляли, какъ геометрическое м$сто такихъ то- 
_ Чекъ, произведенле разстоявй каждой изъ. 
`нихъ отъ двухъ точекь Е и Е’ рав- 
у \. > нялось бы крадрату половины прямой Е'Е 

| < Ух (физ. 957). Если за начало координатъ 
И _ возьмемъ средину О” прямой Е’Е, за оси 


| 5. координатъ О’РГ и перпендикуляръ къ О’Е 

Га 
я" г и если черезъ 2с означимъ разстояше ЕЁ, 
м ды то кривая, отнесенная къ своимъ частнымъ 


| перем5ннымъ осямъ, выразится уравне- 
немъ (5 339) 
(ж’? Е ч!*)? + 96? (у? — 2?) = 0. 


Потомъ кривую относимъ къ неподвижнымъ прямоугольнымъ осямъ ОХ, 
ОУ, посредетвомъ Формулъ преобразован!я 


1 — ( — а) Е Ба, 
у’ =— @— а) за (и — 5) воз. 


въ которыхъ & и 6 означаетъ координаты точки’ О’ относительно непод- 
вижныхъ. осей и х уголъ прямой О’Е съ ОХ. Такимъ образомъ полу- 
чимъ уравнеше | 


Е (%, ус, а, 6, ®}=0, ^ 


содержащее четыре произвольные параметра, ‚и которое выражаетъ всв 
лемнискаты; это есть общее уравнен1е вида. 
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Общее уравнене кривыхъ одного вида относительно неподвижныхъ 
осей содержитъ тремя параметрами бозъе, чьмъ уравнене тфхъ же кри- 
выхъ, отнесенныхъ къ осямъ, имвющихъ съ кривыми опредфленное соотно- 
шеше. Пусть и будетъ полное число параметровъ; эту систему парамет- 
ровъ всегда можно замфнить такою другою системою, чтобы измфненя 
трехъ изъ нихъ ‘перемьщали бы кривую въ ея плоскости, а изм нения 
® — 3 другихъ измняли бы ея видъ или ея размъры. 

399. Число точекъ и вообще. число условй, необходимыхъ ддя со- 
вершеннаго опредфленя кривой даннаго рода, равно числу произвольныхъ 
параметровъ, которое содержитъ общее уравнеше рода ($ 269). Сдьлан- 
ныя замфчаня относительно кривыхъ второй ` степени ($ 281) о крат- 
ныхъ условяхъ прилагаются также и здЪсь. Всяюй разъ необходимо пред- 
варительно убздиться въ томъ, что параметры, которые входятъ въ урав- 
неше, не могутъ быть приведены къ меньшему числу. Разсмотримъ, на- 
примЪръ, геометрическое мфсто такихъ точекъ, отношене разстоянй ко- 
торыхъ отъ двухъ тет точекъ, координаты которыхъ мы озна- 
чимъ черезъ (а, 6) (а’, 6”), было бы постоянно ‘и равно %. Это геомет- 
ыы мфето, уравнене ‘котораго есть т 


Оо ооо ее =е, 


есть окружность круга. Уравнение (1) содержитъ Пять параметров; но 
если его развернемъ и`расположимъ, то получимъ. 
о4—№ а! | р — 5 а? 62 (а? 1") _ 
2 А НЫ 
(2) и у а а У т. 
Только три коеффишента содержатъ параметры; если ихъ означимъ черезъ 
А, В, С, то уравневе (2) получить видъ ©. 


(8) му А-В 6=6. 


Для опредъленя коехфищентовъ А, В, (С, и, слвдовательно, ‘окружности, 
достаточно трехъ точекъ. Если потомъ захотимъ опредфлить 4, Ь, а’, 6’, К, 
то получимъ три уравненя съ пятью неизвЪстными; такъ какъ эти урав- 
неня неопредфленны, то два неизв стныхъ можно взять произвольно; это. 
значитъ, что для одной и той же окружности можно найти безконечное 
число паръ такихъ двухъ точекъ, чтобы отношене разстоявй каждой точки 
окружности отъ этихъ двухъ опредфленныхъ точекъ было поетоянно. 
400. Изъ геометрическаго опредфлен!я ‘рода кривыхъ само по себЪ 
видно число произвольныхъ параметровъ, которое содержитъ общее его 
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уравнене. Для опредфления круга необходимо знать центръ, положенте ко- 
тораго опредфляется двумя координатами, и радлусъ; такимъ образомъ 
всёхъ постоянныхъ или произвольныхъ параметровъ будетъ три. Для 
опредзленя лемнискаты нужно знать дв опредБленныя точки, что даетъ 
четыре постоянныя; для опредфленя эллипса, надобно знать кромВ того 
сумму радгусовъ векторовъ; поэтому кривая зависитъ отъ пяти парамет- 
ровъ. Въ опредфлени Архимедовой спирали входятъ полюсъ, который 
_ даетъ два постоянный, положене прямой въ то мгновене, когда движу- 
щаяся диня проходитъ черезъ полюсъ, и отношен:е; оенении всЪхъ 
поетоянныхъ будетъ четыре. 


401. Всяюй цфлый многочленъ 7-ой степени относительно двухъ пе- 


(т — 1) (т --2) 


`ремфнныхть диу содержитъ членовъ; отсюда заключаемъ, что 


= 


2 
| т - 1) (т-2 
для опредленя алгебраической кривой 7% порядка ‘надобно а. И а 
т (т - 3) 
вы ЗЛА: Напримъръ, дя опредзленя кривой третьей степени 


2 
надобно 9 точекъ, дая опредъленя кривой четвертой степени надобно 
14 точекъ. 

Изъ этого видно, что всякое уравнене третьей степени можно пред- 
ставить ВЪ Ввидъ 


(4) 72 ®. © ара а — у ==0, 


ГБ я, ©, @., 6, у означаютъ цфлыя Фхункщи первой степени, а К — про- 
извольный параметръ; потому что эти уравневшя содержатъ одинадцать 
произвольныхъ параметровъ; можно даже взять произвольно одну изъ пяти 
линейныхъ Функщ, такъ какъ остается еще девять параметровъ. Три. иря- 

мыя , =0, а, =0, ®, —=0О суть касательныя, проведенныя къ кривой 
_ въ точкахъ, въ которыхъ онф перес$каются прямою В —= 0; а точки, 
въ которыхъ эти касательныя пересфкаются прямою у —= О принадлежатъ 
также кривой. Взявъ [ произвольно, найдемъ слФдующую теорему: если 
кривую третьяго порядка пересфчемъ какою-нибудь прямою ‘В —=0, и къ 
тремъ точкамъ пересъчен!я проведемъ касательныя къ кривой, то каждая 
‚ Изъ касательныхъ пересфчетъ кривую въ новой точк$, и эти три точки 
будутъ находиться на прямой ливши. Взявъ у прозвольно, найдемъ слБдую- 
щую другую теорему: если кривую третьяго порядка пересЪчемъ прямою 
у== 0; и если черезъ кэждую точку пересвченя проведемъ касательныя 
къ кривой, то точки прикосновения этихъ касательныхъ будутъ находиться 
по три на прямой ливи. 
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Положимъ, что прямая В —=0 удаляется въ безконечность: тогда три 
касательныя &, —= 0, а, —= 0, м, —0 предфлами будутъ имЪфть три асимп- 
тоты къ кривой; каждая изъ этихъ асимптотъ пересъкаетъ кривую 
только въ одной точкЪ, и эти три точки находятся на прямой лиши. 

Уравнение 


(5) го 9 — в — 0, 


которое содержитъ девять произвольныхЪъ параметровъ, выражаетъ вСЬ 
_ кривыя третьяго порядка. Три точки, въ которыхъ прямая 8 = 0 пере- 
_СЪкаетъ кривую, суть точки перегиба; касательныя въ этихъ точкахъ суть 
о прямыя а, —= 0, х.’—= О, оехО. | 

Всф кривыя третьяго порядка можно также выразить уравненемь 


(6) _ &(а— а) ев) —№ 7—0, 


которое также содержитъ девять произвольныхъ параметровъ. Прямая 
у — 0 есть касательная къ точкф перегиба («== 0, у— 0), три’ касатель- 
ныя & —= 0, х — ау —= 0, х — 6у = 0, проведенныя къ точкамъ, въ кото- 
рыхъ прямая 8 — 0 перес$каетъ кривую, проходятъ черезъ эту точку пе- 
региба. Взявъ перспективу на плоскости, можно удалить въ безконечность 
такую прямую, ‘какую угодно, напримЪръ, касательную у —= О къ ТОчк$. 
перегиба; для этого въ уравнени, которое приводится къ виду а (#— а) 
(« — 6) — 28° =—=0, достаточно положить у = 1; если за ось х возьмемъ 
прямую в = 0, а за осьу прямую «== 0, то получимъ уравнеше Ау? = х 
(1 —а) (# — 6), которое мы разсматривали въ \ 331. 
Всякое уравневше четвертой степени можно представить въ видъ 


(1) у | р 9 ба 287 = 0, 


ГД © означаетъ многочленъ второй етепени, потому что уравнеше содер- 
житъ 16 параметровъ; можно даже В взять произвольно, потому что 
остается 14 параметровъ. Такимъ образомъ, когда кривую четвертаго по- 
рядка пересфкаемъ какой-нибудь прямою и если къ четыремъ точкамъ 
пересвченя проведемъ касательныя, и если возьмемъ двз друг!я точки, въ 
которыхъ касательная пересЪкаетъ кривую, то получимъ восемь точекъ, 
расположенныхъ на коническомъ сфчеши $ =0. 

Кривыя четвертаго порядка имютъ четыре асимптоты; каждая ИзЗЪ 
нихъ перес$каетъ кривую въ двухъ точкахъ; и эти восемь точекъ нахо- 
дятся на коническомъ сфчени. = , 
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Условия модобя двухъ Фигуръ. 


“ 


402. Разсмотримъ рядъ кривыхъ одного и того же рода, въ опредф- 
лее которыхъ входитъ только одинъ линейный параметръ А, мъру ко- 
тораго мы означимъ черезъ а, и пусть 


(1) В _`Ущу я =0 


будетъ уравнеше, которое выражаетъ всБ эти кривыя, не обращая Ни 
маня на ихъ положен!е въ плоскости. Если уравнеше (1) мы получили, 
не означая линейную единицу, то оно необходимо будетъ однородно от- 
носительно 5, у, а. Когда перемзняемъ ‘линейный параметръ А, что 
приводитъ къ тому, чтобы при той же ‘единиц измфнять число а, тогда 
уравнене '(1) опредфлитъ рядъ соотвфтетвенныхъ кривыхъ. ДЪйстви- 
‘тельно, пусть А’, будетъ параметръ, имвющий м$рою о’; этому параметру 
соотвЪтетвуетъ частная кривая | 


оо Ха, 4, в) = 0. 


Тогда кривыя, соотвЪтственныя кривой (2), принимая начало координатъ 
за центръ подобя и К за произвольное отношеве, выражаются уравне- 


немъ ($ 393) 


(3) | 7 (#5, Ку, @) == 

Означимъ черезъь А, второй параметръ, имвюций м5рою такое число @:, 
а° . 

Что - =; тогда уравнеше (3) можно написать 


1 


_ (аз, Ви, Ка.) = Е" Х (в, ч, а) = 0, 


ИЛИ. 
(4). О 7 (<, у, а!) —= 0; 


эти уравнения выражаютъ, что кривыя, собтвтственныя кривой (2), суть 
различныя кривыя, которыя получимъ, измвняя параметръ А. 

403. Положимъ вообще, что для опредфленля всЪхъ кривыхъ одного рода, 
не обращая вниман1я на ихъ положеве въ плоскости, надобно п линейныхъ 
параметровъ А, В,...; означимъ черезъ а, 6, с,... мЪфры этихъ динЙ, 
относительно произвольной единицы; тогда уравнене кривыхъ рода 


(5) — (а, у, а,Ъ...) = 0 


— 
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будетъ однородно относительно х, у, а, 6,... Кривыя, опредЗляемыя: 

уравнешемъ (5) и которыя соотвьтетвуютъ двумъ рядамъ пропорщональ- 

ныхъ параметровъ А’, В,,... и. А, В,,... соотвфтственны; если черезъ д. 

означимъ отношене параметровъ | | 

‚ №6 6 - 
Ч | 


ПВ” ...о —— 


то кривыя соотв$тственны кривой. 


РО ео 
выразятся уравненемъ. | ) 

. Хз, у, \ и, ...) = "в, у, а, 6,,...) =0,. 
или 


Л (а, у а, 6, -..) = 0. 


_ Изъ предъидущаго слфдуетъ, что когда кривая, не обращая вниман!я на-ея по- 
ложен!е въ плоскости, опредзляется ‘одною длиною, тогда вс$ кривыя рода 
будутъ подобны. `Напримфръ, такъ какъ кругЪ’ опредвляется его раду- 
сомъ, парабола— разстоянемъ Фокуса отъ директрисы, лемниската—разстоя- 
немъ Фокусовъ, Архимедова спираль — длиною. пути, который проходитъ 
движущаяся точка по прямой во время обращения этой. прямой, то вс 
окружности подобны, точно также всЪ параболы, вс лемнискаты ит. д. 

Такъ какъ эллипсъ опредфляется двумя осями, то услове подобя 
дВуХЪ эдлипсовъ будетъ то, чтобы эти оси были пропоршональны, какъ_ 
мы это уже знаемъ ($ 392). Тоже самое относительно двухъ гиперболъ. 


ТЛАВА УТ. 
Графическое рёшение уравнен!й. 


404. Разсмотримъ два, уравнения съ двумя | неизвфотными хи у 


каждое изъ нихъ опредФляетъ кривую. ыы этихъ двухъ уравнений можно 
замфнить безконечнымъ числомъ равнозначащихъ системъ; возьмемъ въ 
частности систему 


_ (8) в“ г х (а, у) =0, (4) Л(%) =0 
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вЪ которой одно изъ. уравненй не содержитъ болфе перемённаго у; эту 
систему получимъ, исключивъ у изъ двухъ данныхъ  уравненй. Д\Ъйстви- 
тельные и уравненя (4) суть абециссы точекъ общихъ кривымъ 
(1) и (2). Однако, если система уравневй (3) и (4) удовлётворялась бы 
парою величинъ вида д — о, у —= В -|-7{, въ которыхъ величины ох, 6, у. 
дъйствительныя, то эти величины удовлетворяли бы систем$ уравнений (1) 
и (2); но тогда величина « не будетъ абециссою дЪйствительной точки, 
общей двумъ кривымъ. Исключене, на которое мы указали, никогда не 
представляется, когда уравнене © (%, у) — 0 будетъь алгебраическое урав- 
‚ нене, содержащее перемвнное у только въ первой степени. 

Если хотимъ ршить уравнеше } (2) —= 0 съ однимъ неизвзстнымъ, 
то можно выбрать изъ безконечнаго числа,. различными способами, кривыя, 
опредвляемыя уравненями (1) и (2). Для этого надо только удовлетво- 
рить одному условю, именно: чтобы, исключивъ У изъ уравнешя (1) и (2) 
получили данное уравнеше. Первое соединеше есть у — } (4), у = 0, 
что приводится къ тому, чтобы разсматривать величины неизвЪстнаго, 
какъ абсциссы точекъ пересвченя кривой у —= Х (<) съ осью х. Это сое- 
динен!е часто есть простфйшее. Въ алгебръ доказывается, что если неиз- 
взстное у исключимъ изъ двухЪ алгебраическихъ уравнений, съ двумя 
неизвфстными степени которыхъ суть 2 и п, то уравнеше относи- 
_ тельно х будетъ вообще степени 1%. Сльдовательно, если данное урав- 
неше будетъ алгебраическое, и если хотимъ найти его корни посред- 
ствомъ алгебраическихъ кривыхъ,, то произведеше степеней уравневшй 
двухъ кривыхъ должно быть равно степени р5шаемаго уравнешя. При-. 
ложимъ этотъ способъ къ рфшенио уравнемя четвертой степени. 

405. Уравнене четвертой степени легко приводится къ виду 


(5) 2^ -- 02° -- 4 + "7—0; 


и 


можно принимать, что это уравнене произошло отъ исключеня У изъ 
_ двухъ уравненй второй степени 


(6).  м—ту=0, (9) ту {+ рту + а-ттг=0 
изъ которыхъ каждое выражаетъ параболу. Такъ какъ уравнение (6) со- 
держитъ только у въ первой степени, то вс дйетвительные корни 
уравнентя (5) выражаютъ `абсциссы. дзйствительныхъ точекъ, общихъ 
двумъ кривымъ. 

Параболу (1) можно замфнить другою кривою втораго порядка, про- 
ходящею черезъ точки, общая кривымъ (6) и (1). Общее уравневе кри- 
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—. 


ВЫХЪ ров: степени, `уловлетворяющихь этому условю ($ 215), есть 


9 т ат (ру 0, 
гдз. есть произвольный параметръ. Если. возьмемъ д — т, то кри- 


вая (8) можетъ быть только окружностю круга;` координаты @ и $ центра. 
и радлусъ В, этой окружности найдемъ отъ Формулъ 


Фе “ РЕ В = 4 иг 


_29т?”’ 2т 





Если величина В? будетъ положительная, то уравнене (8) выразитъ дВЙ- 
ствительный кругъ, а дЪйствительныя корни уравненпя (5) будутъ абециссы 
точекъ пересченя этого круга съ параболою (6). Если величина В! бу- 
детъ отрицательная, то уравнене (8) не будетъ имзть дьйствительныхъ 
рьшен!й ($ 85), и точно также система уравненй (6) и (Т) или си- 
стема равнозначущей съ уравнен!ями (5) и (6) не будетъ имъть дйстви- 
тельныхъ корней; такимъ образомъ четыре ни даннаго Ай 
МНИМЫЯ. 

406.  Рзсмотримъ теперь уравнеше ит степени, приведенное къ. 


виду 
ре -4ч=0. 

Если это уравнеше умножимъ на 9%, въ саъдстве чего взойдеть. корень 
х — 0, на который не будемъ обращать вниман!я, то получимъ. уравне- 
не четвертой степени 4“ -- рх’ -- 9х = 0, къ которому приложимъ 
предъидущий способъ. Такъ какъ величина В? въ этомъ случа$ равна а -- 9”, 
то она всегда будеть положительная. Ёругъ и парабола проходятъ че- 
резъ начало координаттъ; абсцисса этой точки ро корень = ин кото-— 
рымъ надобно пренебречь. а 

_ Одна и та же парабола д? — ту = О можеть служить ‘для рышения 
всзхъ уравненй третьей и четвертой степени; только кругъ измфняетъ, 
смотря по величинамъ коехфищентовъ даннаго уравненя. Этотъ способъ 
можно употреблять съ выгодою только тогда, когда приходится послздо- 
вательно рЪфшить большее число уравненй; тогда съ тщашемъ чертятъ 
параболу, имвющую произвольный параметръ; и въ каждомъ частномъ 
прим$р$ останетея только опредзлить кругъ. = 

_ 407. Если неизвестное д будетъ лимя, и.если единица длины не 
обозначена, то уравнеше Х (2) = О будетъ однородное, относительно не- 
извфстнаго х и различныхъ изв5стныхъ лиш. ‘Въ этомъ случаф, когда 
уравнеше_ будетъ четвертой Степени, и если коефФищенты р, 9, 7 бу- 
дуть ращюональныя Функщи или иррацональныя Функци второй степени 
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данныхъ лин, то, взявъ за параметръ 7 параболы произвольную линю, 
можно будетъ построить помощию линейки и циркуля координаты центра 
и ралусъ круга. | 

Но если уравнеше будетъ числовое, т. е. если коехФищенты. будутъ 
данныя числа, то за т беремъ опредъленное число, дфлаемъ напримфръ 
7% — 1 и строимъ параболу и кругъ, по произвольному масштабу; абсцисса 
одной изъ точекъ пересфченя, взятая по этому масштабу, дастъ величину 
неизвЪстнаго числа т. о“ 

Извъстно, что рьшеше двухъ уравневшй второй степени съ двумя 
неизвфстными хи 9, или нахождеше точекъ пересвченя двухъ кривыхъ 
втораго порядка приводится къ рьшеню уравненя четвертой степени 
СЪ ОДНИМЪ неизв Ъстнымъ. СлЪдовательно, это можно ръшить съ помошию 
опред ленной параболы и круга. Однако, если одна изъ кривыхъ втораго 
порядка уже начерчена, то ее можно употребить съ кругомъ. 


408. Примтърз Г. Черезъ данную точку Р, координаты которой суть х, и у, про- 
вести нормаль къ парабол$ у* — 2рх = 0. Координаты х и у подошвы вормали опре- 
ни двумя уравненями - | 


у? — арх =0, ду—(—ру — ру, = 0. 


Если -всЪ чдены послЪдняго уравнении умножимъ на у и если у? зам нимъ черезъ арх, 


уу 


то получимъ новую параболу ° — (2. —1р) ж— —= 0; сложивъ почленно уравне- 


ня двухъ параболъ, получимъ кругъ д у — (2. р) х— т 


— 0. Точки, въ кото- 
Фиг. 958. рыхъ этотъ кругъ перес$каетъ данную параболу, 
будутъ подошвами нормалей ($ 306). 
Примър5 П. Ръшить числовое уравнене 
13—95 —5=0. Помощ!ю масштаба строимъ 
параболу 5* = у; опащемъ рут. ‘центръ кото- 
| 3 
раго С имфетъ координатами а = 2 рев и КОТО- 
рый проходитъ черезъ начало ыы Этотъ 
кругъь пересёкаеть параболу только въ одной 
точкЪ М; сл5довательно, данное уравнеше имфетъ 
только одинъ дЪйствительный корень, который 
’ есть абсцисса ОР точки М. Изм$ривъ эту длину 
помощю также масштаба, получимъ 5 = 9,09. 
_ _ Примъо5 Ш. Рьшить уравнене 15—5%-11=0. 





| 4 
Опишемъ кругъ, цеятръ котораго С имфетъ координатами а = — 5, 6 —=3 и который 


проходить черезъ начало координатъ; этотъ кругь пересзкаетъ параболу въ трехъ 
точкахъ; отсюда заключаемъ, что уравнене имфетъ три дЪйствительные корня; изм$- 
ривъ абсциссы, найдемъ, что два положителяные корня равны 0,20 и 2,13 приблизи- 
тельно до одной сотой, 
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Примтр ТУ. Разсмотримъ трансцендентное уравнене хет=1. Это уразвнен!е 
мы получимъ, исключивъ у изъ двухъ уравненй у= 11, ху=1. Первое изъ этихъ 


уравненЙ выражаетъ кривую, состоящую изъ безконечнаго числа равныхъ вЪтвей, 
асимптоты которыхъ перпендикуляр- 


ны къ оси 2; второе выражаетъ рав- _. . Фи. 259. 
ностороннюю гиперболу. Очевидно 
что вътвь справа гиперболы по край- 
ней мфр$ пересБкаетъ олинъ разъ 
каждую изъ в$твей ОА, В’А'... тран-. 
сцендентной кривой; сверхъ того на | 
каждой вътви находится только одна 
точка перес$ченя, потому что при 
‘измзнен!я х, ординаты двухъ кривыхъ 
измъняются въ обратныхъ направле- 
вяхъ; если при извЪстной величин» х 
ординаты будутъ равны, то они при 
всякой различной величин% будутъ. 
необходимо не равны. Корни уравне- 
я по два равны и съ обратными 





| | о . 
знаками; первый положительный корень заключается между 0 и >, второй между ли 


Эл 5л | | ! | №4. 

9’ трет между о И Я ит. ц.. и слфдовательно, число корней. безконечное. На- 
звавъ черезъ т» п-ой корень, увидимъ, что разность ‘между пи (п— 1 л будетъ 
очень мала, когда будетъ очень велико. р перваго корня кривая ть величину 


0,86 приблизительно до одной сотой. 





л о 
Можно бы было также взять два уравненя у = {205 (: —#), у=, иу = ие 2!, 


т 7 9: - | ; : 
ур д’, полагая о" 2’. Тогла гипербола замфнилась бы нрямою линею. 


409. Замъчаня. Посредствомъ графическихъ способовъ, которые мы 
изложили, нельзя опредфлить величины неизв5стныхЪ съ большою точно- 
сто; ВЪ ЭТОМЪ случаЪ приближене будетъ болфе одной сотой корня. 

Иногда для опредфленя числа дфйствительныхъ коркей ‘уравненя 
пользуются двумя кривыми, начерченными грубо. . Но пока мы не. мо- 
жемъ подробно сказать о видЪ двухъ кривыхЪъ, до тъ$хъ поръ мы не мо- 
жемъ сдълать никакого етрогаго заключешя объ этомъ построеши. Вообще 
описаше кривыхъ и опредвлеше точекъ ихъ пересфчен!я Пре | 
т$ же затрудненя, какъ и данный вопросъ. 


КОНЕЦЪ ГЕОМЕТРИ НА ПЛОСКОСТИ, 


_ ТВОМЕТРТЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВЬ. 


КНИГА ПЯТАЯ. 
ГЛАВА Г © 
Ко ординаты. 


Положенше точки въ пространствв опредфляется тремя ‚величинами, 
‘которыя называются координатами точки. | 


Ирямолипейцья координаты. 


410. Пусть ХОУ, У0Й, 7ОХ (фи. 260) будутъ три неподвижныя 
плоскости, которыя пересвкаются по прямымъ Х'Х, У’У, 7’Й; три пе- 


| ремвщаюцияся плоскости МО, МЕ, МЕ, па. 
Фиг. 260. 


раллельныя этимъ неподвижнымъ плоскостямъ, 
|7 ь 
Г перес$каясь,' опредфляютъ точку М въ про- 
| : : : ы 
В странствЪ. Положене каждой перем щающейся 





плоскости опредЪляется ея разстоямемъ отъ не- 
‘подвижной плоскости, которой она параллельна; 
это разстояне отсчитывается параллельно пере- 
сфченшю двухъ другихъ неподвижныхъ плоско- 
стей. Три разстоямя ОГ, ОЕ, ОЕ, которыя 

опредфляютъ положеше перемвщающихся пло- 
скостеи, и которыя надо брать съ знаками --- или —, смотря по тому, 
откладываются ли они по направленмямъ ОХ, ОУ, ОЙ или по противо- 
‘положнымъ направдешямъ ОХ”, ОУ’, ОЙ’, суть три ‘прамолинейныя ко- 
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ординаты точки М; ихъ обыкновенно означаютъ буквами 2, у, 2. Три не- 
подвижныя плоскости, пересвкаясь взаимно, образуютъ восемь трегран- 
ныхЪ угловъ; такимъ образомъ, чтобъ получить всЪ ТОЧКИ и 
надо 2, 9, 2 измЪвять отъ — < до -- ®.. 

Перемфщаюцщияся плоскости съ неподвижными плоскостями‘ образуютъ 
‘параллелипипедъ, ребра котораго равны абсолютнымъ величинамъ коор- 
динатъ’ точки М: точки А, В, С суть проекции точки М на каждую изъ 
неподвижныхь плоскостей; координаты одной изъ нихъ, напримфръ. А, 
относительно осей ОХ, ОУ равны двумъ координатамъ у и`2 точки М. 
Точки 0, Е, Е суть проекши точки М` на каждую изъ трехъ осей `ОХ, ОУ, 
ОЙ: такимъ образомъ буквы 2, У, 2 означаютъ проекщи радуса ОМ на 
оси координатъ, если только проекши будемъ разсматривать какъ поло- 
жительныя ВЪ томъ случав, когда онф отсчитываются по направленямъ 
ОХ, ОУ, ОЙ, и какъ иивниаьни, когда отсчитываются по противо- 
положнымъ направлен!ямъ, . чм 

Обыкновенно берутъ три неподвижныя плоскости и, сдФдовательно, три 
оси взаимно перпендикулярныя; тогда параляелепипедь будетъ прямо- 
угольный и про ореогональныя. 


`’Молярныя координаты, 


” 


&11. Пусть будуть три перпенликулярныя - `` Фиг. 261. 
‚между собой оси ОХ, ОУ, ОД (фа. 261). = 
Положеше точки М можно опредфлить длиною р 
радтуса вектора ОМ, угломъ $, образуемымъ 
этимъ радусомъ векторомъ съ осью 07, и на- 
конецъ угломъ ф, образуемымъ плоскостю ОМ 
съ плоскостНю координатъ ОХ. Если ОМ 6у- 
детъ проекщя ОМ на плоскость ХОУ, то угодъ 
ХОМ будетъ мвра двуграннаго угла Ф; его от- 
считываютъ ВЪ иИзЗВвЪетномъ паправленти, наприм$ръ, поворачива.я ОТЪ 


ОХ кь ОУ. 





Выражене новерхностей уравнешями. 


412. Разсмотримъ какую-нибудь поверхность въ проетранств$. Черезъ 
точку О проведемъ три неподвижныя оси ОХ, ОУ, ОЙ (фа. 262); въ 
‚ плоскости ХОУ возьмемъ произвольную точку Ри черезъ эту точку про- 
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ведемъ линю РМ, параллельную оси ОЙ до пересЪчевля съ поверхности 
въ точкБ М; тогда длина ординаты РМ будетъ 





Фиг. 262. | ; 
совершенно опредзлена. При перемфщен!и точки 
а Р въ плоскости ХОУ, ордината РМ будетъ из- 
_мнаться; но такъ какъ точка Р перемфщается 
[м произвольно ВЪ плоскости, то ея координаты х 
т и у будутъ два независимыя перемфнныя; от- 
, ь х сюда слфдуетъ, что ордината 2 точки М поверх- 
аи" — ности есть ФУНКЦИЯ двухъ другихъ координатъ 
и... х и у, разсматриваемыхъ какъ два независимыя 


| перем$нныя. Такимъ образомъ мы видимъ, что 
'ИЗЪ геометрическаго опредЪлентя . поверхности можно вывести уравнеше 


° между х, у, 2, которое опредфлитъ хункцю 2 отъ 2 и: .9. Это уравнеше 


называется уравнешемъ поверхности. 

&13. Положимъ, наоборотъ, что дано уравнене т ыи 9/, 2) = 0 между 
тремя перем$нными; каждая ‘система дЪйетвительныхъ величинъ, которыя 
удовлетворяютъ этому уравненю, опредфляетъ точку въ пространствЪ; со- 
вокупность же всфхъ дЪйствительныхъ рёшен!й образуетъ систему точекъ, 
_ которая вообще составляетъ поверхность. Дъйствительно, разсмотримъ 
‘прежде тотъ случай, когда уравнене, содержащее только одну коорди- 
нату, напримёръ 2, будетъ вида 2 — с. Такъ какъ координаты и у про- 
извольны, то черезъ какую-нибуль точку Р плоскости ХОУ проведемъ. 
постоянную ординату РМ (4%. 263); геометрическое . мфсто точекъ М 


Фиг. 268, Фиг. 264. 





очевидно, есть плоскость, параллельная ХОУ. Положимъ теперь, что урав- 
нен!е содержитъ дв координаты, напримЪръ и у. 'Уравнене } (х, у) = 0 
въ плоскости ХОУ выражаетъ вообще линю АВ (фи. 264): Черезъ ка- 
кую-нибудь точку этой лиши проведемъ лиши РМ, параллельную оси’ 
ОД; такъ какъ ордината 2, которая не входитъ въ уравненше, есть вели- 
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чина произвольная, то координаты всЪхъ точекъ прямой РМ удовлетво- 
‘ряютъ уравненю. СлБдовательно, уравнене Х (х, у) = 0 выражаетъ въ 


пространств$ цилиндръ, параллельный оси ОД. Можетъ случиться, что. 


уравнене будетъ выражать ‘одну или н$еколько отдфльныхъ точекъ въ 
ПЛОСКОСТИ; ВЪ ЭТОМЪ случа? оно выразитъ ВъЪ Ви 1: 
‚Н$еколько прямыхъ. 

’Раземотримъ наконецъ уравнеше у [2 ря 0 между "рем коор- 

динатами. На’произвольномъ разстояни ОС — с 
проведемъ плоскость параллельно плоскости Фи 265, 
ХОУ (фш.. 265); координаты д и у вевхъ мы 
‚ точекъ геометрическаго мъста, расположенныхь 
ВЪ этой плоскости, ‘должны. удовлетворять урав- 
`неню Х (2, у, с) = 0; но это уравнеше вы- 
ражаетъь лимю АВ въ плоскости АСВ. Если 
2 дадимъ величину’ с’, близкую къ с, то полу- 
чимъ вторую линю А'В’ въ плоскости А’О’В/, 
которая будетъ мало отличаться отъ предъ- 
идущей. Вообще, когда 2 будетъ изм$няться | 
непрерывно между извфстными предълами, то МЫ получимъ к 
рядъ линй, которыя образуютъ поверхность. 

Этимъ способомъ доказывается не только существоване поверхности, 
но довольно точно опредЪляется ея видъ посредствомъ ряда параллель- 
выхъ сфченй, которыя выражаютъ ихъ проекшями на одну изъ плоско- 
стей координатъ. 





Выражене лин. 


| 


414. Линю въ пространствЪ можно разсматривать, какъ пересфчене 
двухъ поверхностей; слдовательно, эта’ лин1я выразится системою двухъ 
совмЪСтныхЪ уравнен:й 


(1) | $ (<, у, ) =0, Я (@, у =0: 


Систему (1) можно замЪнить безконечнымъ числомъ другихъ равно- 
значащихъ, ето, стьдующими 


= У=0, хи. =0, 


въ которомъ Ё означаетъ какое-нибудь постоянное, т. е. что поверхность. 
Брто и Буке. ГЕОМЕТРя.. | 93 
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 — АХ, = 0, проходитъ, какая бы ни была величина Ё, черезъ линию 
\ р 

пересёченшя двухъ первыхъ. Если изъ двухъ уравневй (1) посдова- 

тельно исключимъ 9 и х, то получимъ два уравнен!я 


2 — = фа =0, 


которыя выражаютъ два цилиндра, проектируюццеся по лини на, плоскость 
ха и на плоскость 12. Эти два цилиндра, перес$каясь, опредЪляютъ прямую. 

Выражая Фигуры въ пространствЪ алгебраическими символами, мы мо- 
жемъ распространить на Фигуры трехъ измврен!й аналитическая способы, 
которые мы употребляли при изучени плоскихъ Фигуръ. 


ШМаправлене прямоц: 


&15. Чтобь опредьлить въ пространств направлене ОТ (4%. 266), 
которое, положимъ, принадлежитъ прямой, про- 
_ ходящей черезъ начало координатъ, даются углы 
| я _ 4% В, у этого направленя съ тремя осями ОХ, 

я. ОУ, ОЙ положительныхъ координатъ. Для опре- | 
дълен1я направления прямой двухъ угловъ не- 
достаточно, потому что если около ОХ и ОУ 
опишемъ два конуса, углы при вершин$Ъ кото- 
рыхъ соотвфтственно равны «и 86, то эти два 
конуса пересзкутся по направлению двухъ обра- 
зующихъ, расположенныхъ симметрично относи- 
тельно плоскости ХОУ; слБдовательно, необходимо знать трет уголъ 7. 
Сверхъ того, очевидно, что эти всЪ три угла не могутъ быть произволь- 
ными, и когда два изъ нихъ извъетны, трей можеть имЪфть только дв® 
различныя величины. Вмфсто угловъ можно взять ихъ косинусы, потому 
‚ что между 0 и т можетъ быть только одинъ уголъ, имЬЮщЩЙ данный ко- 
- синусъ. Синусы, наоборотъ, имъютъ двоякое значен!е. 

416. Разсмотримъ прежде случай, когда координаты прямоугольныя. 
Означимъ черезъ д, 9, 2 координаты какой-нибудь точки М прямой 01 
_и ‘черезъ { назовемъ разстояше ОМ; координаты точки М суть ребра 
ОБ, ОЕ, ОГ прямоугольнаго параллелепипеда, дллагональ котораго есть 
ОМ, взятыя съ приличными знаками; эти координаты суть также ортого- 
нальныя проекщи дагонали ОМ на оси; слфдовательно, 


Фиг. 266.. 





_х = [08 а, у =‘ с08 В, 2 =1608 у. 


КООРДИНАТЫ. . 355 


Но извфетно, что квадратъ дагонали прямоугольнаго параллелепипеда равен 
суммЪ квалратовъ трехъ его реберъ, т. е. 27? -| у {2 ==; замфнивъ 
д, у, 2 ихъ велининами и сокративъ общаго множителя $, получимъ 6со- 
отношение. 


(1) ва а сов?В - с0в?у к р °: 


которое существуеть между косинусами угловъ, образуемыхъь лишею съ 
прямоугольными осями. . ой 

417. Означивъ черезъ <”, В’, у’ углы, которые образуетъ вторая ли- | < 
ня О’ съ тБми же осями, опредзлимъ уголъ У двухт линй ОГ ОГ. 
_Такъ какъ проекци прямой ОМ и ломаной ОБСМ + на прямую ОТ! равны, 
то получимъ 


[ сов У = 2 00$ а! - у воз В! -- 2 08 у", 
или, замфнивЪ 2, у, 2 ихъ величинами, 
[2 © _ 05 У = 0052 608 <" -- с08 В сов В’ -{-с08 у вов у". 3 


Отсюда видимъ, что лини ОТ, ОГ дут ерпевдикузярны между 
собой, рогАя удовлетворяется И условие 


(3) _ с08 © 605! -- с0з В соз В” -- с08у в08 у’ = 0. 

418, Положимъ тепрь, что оси косоугольныя, и черезъ 4, д, » означимъ три угла 
УОрХ, 20Х, ХОУ, которые образуютъ оси между собой.  Проектируя и на 
каждую изъ трехъ осей прямую ыы и ломаную орСи, получим 


м. -- усозу-- 2608 и, . 
(4) | | [с08 В = 1 воз у — 26084, 
| [соз у = < в08 и- усоз 4-2; 


проектируя эти же лин!и на прямую ОТ, получимъ 
(5) 1 — сова - у сов в -- = 008у. 


Опре: аи ИЗЪ уравнен!й (4) величины х, у, 2, 


с08 ® (1 — соз* 1) -- с08 8 (©03 А воз и — 608 „) = сову (сов 2 608 у — с0В и) 


ен, Ь 


1 — 608? 4.— 08° и — 608*»-|- 36034 03 м 08» 
й, внеся ихъ въ уравнение (6), Ви всоотношен!е 


(7) С08? < 311? А -- 605? В 31 п „+ 608? 7 9? -- 2 с08 а ©08 В (603 А е08 и — с08у) 
+ 9 сов В воз у (с08 № 608» — 6084) -- 2 в08у.608 а (608 » с03 А — с08 и) 
—=1 — 605* 4 — 6083 и — ©05* э -|- 26084 608 № 08 э. 


23* 
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между тремя узами, образуемыми какою-нибудь зан! ю СЪ КОСОугольными осями. Если. 
въ уравненв!и (5) зам$намъ с05 %, с0$ В, с0зу ихЪ величинами, найденными изъ урав- 
нен!я (4), то получамъ Формулу 


(8) "= и у? -- 22 -- 242 03 А -- 92% 08 и - Эху соб», 


которая опред$ляетъ разстоян!е ОМ. 
И рректируа на прямую О’ прямую ОМ и доманую ООСИ, получим 


[соз У = 5 с03 а! ай Е И: 


замзнивъ 2, у, 2 ихъ величинами (6), получимЪ Формулу 


/ 


С08 & с03 <! 311? 4 -- 603 В с0з В! 311? и -- с0з у с08 у! 311? 2 
-- (©08 < с03 В! -{- ©03 В ©03 <!) (с03 А в03 и — с03 у). 


 —— ———щыы—3ыы—-—=—= 





9 03 У = 
(3) : 1 — с03* 4 — ©0383? № — 205? у О 608 4 603 № с08 ®, 


которая опредфляетъ уголъ между двумя лишями ОГ и ОТ". 


Общий знаменатель или детерминантъ можно представить въ замфчательной Форм%, 
которую надобно знать: 


1 — 05° 4 — с08? м — с05*ъ --- 2 03 4 с05` 608 
— (1 — с03* - 1) (1 — с05* м) — с03? е03? и — 608" » -- 2 с03 4 с0$ № с08» 
— 810° 4 $11 * № — (6081 608 й — ©0$ у) 
—= 81 АЗ и — с05 4 05 № -Р ©0839) (зп Азшти -- с0$ 4 ©03 и — 60$ ›). 
— [©08 у — 08 (4-и)] [е08 (4 — и) — соз +] 
Аи , и -ф А с у-А-и . А и— у 
———_ 5 и ——— ——_. 


— 481 р 
- & В о 5 о 810 о 


ГЛАВА ЦП. 


Преобразован1е координатъ. 


Жеремф щен начала. 


419. Три оси ОХ, ОУ, ОЙ желаемъ замнить тремя другими осями 
"> а. О’Х/, О’У’, О’Д/, соотв тственно параллельными 
первымъ и имфющими то же направлеше (0%. 
267). Положеше новыхъ осей опредълится ко- 
ординатами а, 6, с новаго начала О’ относи- 
тельно прежнихъ осей. Назовемъ черезъ 2, 9, 2 
координаты какой-нибудь точки М’въ простран- 
ствз относительно прежнихъ осей; черезъ 2’, 
у’, 2' координаты той же точки относительно 
новыхъ осей. Нроектируя послфдовательно на 
‚ каждую отъ трехъ первоначальныхъ осей парал- 


Фиг. 267. 


| 





ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНА ТЪ. | .351 


лельно плоскости `двухъ другихъ прямую ом И зоманую 00’, по- 
. ЛУчимъЪ 


м. И В, у=ь-+ у, = е+ 2”. 


Шеремвна направленя осей. 


420. Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда измъняемъ направлеше 


осей, оставляя начало то же. Означимъ черезъ — Фиг. 268. 
а, 6, с косинусы угловъ, образуемыхъ осью ОХ! ео 
съ тремя осями ОХ, ОУ, ОД); черезъ а’, В’, с 7 


и а"', 6", с" косинусы угловъ, образуемыхъ 
осями ОУ” и 0/7” съ тремя осями ОХ. ОУ, 
07, и наконецъ черезъ Л, м, у углы У07, 70Х, 
ХОУ (фж. 268). 

Пусть М будетъ какая-нибудь точка въ про- 
_ странствЪ; черезъ точку. М проведемь диню МС 
параллельно оси ОЙ, и черезъ точку С, въ ко-°_ 
торой эта прямая пересъкаетъ плоскость ХОУ; линю С параллельно 
оси 0У; тогда три величины ОШ), ОО, СМ, взятыя съ приличными зна- 
ками, будутъ координаты х, 9, 2 точки М относительно прежнихъ осей. 
Черезъ точку М проведемъь линю МС’ параллельно оси 07’, и черезъ _ 
точку С”, въ которой она пересФкаетъ плоскость Х’ОУ’, проведемъ линю 
СО’, параллельную оси ОУ. Тогда три величины ОО’, О/С’, С’М, взятыя 
съ приличными знаками. будутъ координаты `%’, у', 2’ точки М относительно 
новыхъ осей. Проектируя дв$ ломавыя лини ООСМ, 'ОО’С’М посаз- 
довательно на каждую изъ трехъ осей ОХ, ОУ, 07, получим три урав- 
нения. 





[= а оо ака [ 
(2). не совУу-КУ -- 2 608 А = 6х’ -- 6’ -- 6", 
[2 08 и усов 2 .. — сх’ Е су" + с", 


изъ которыхъ можно для х, у, & найти выраженя первой степени отно- 
сительно 2’, у', 2’. Дотерминантъ этихъ уравневй одинаковъ съ детер- » 
минантомъ уравнешй < 418. ; 

Надобно помнить, что а, 6, с не произвольныя величины, но связаны 
условнымъ уравнешемъ; точно также а’, 6', с’иа", 6", с". Между 
этими же величинами получили бы три новыя отношеня, если бы захо- 
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ани, чтобы новыя оси были прямоугольныя, или вообще чтобы онв со- 
ставляли между собою данные углы. 
‚421. Если прежнйя оси были прамоугольныя, то ‘получимъ 


608) — 608 и — 608 у = 608 5 ы 0 


` 
\ 


и уравнеше (2) приметъ видъ 


р = ах’ | а’у! +- а", 
‚ (8) я |: — бах’ - б’у’ -- 6", 


2 — ся’ - су’ -- сти... 
Тогда соотношеншя между косинусами` будутъ 


п е=ь 
(4) а’* -- 60” = 1, 
| ат т ст— 1. 


Если новыя оси будутъ также прямоугольныя (4. 269), то кромЪ 
того получимъ соотношеня 
р -- 56 ' Е сс’ 0, 

(5) а’а" + /Ь" - с’с" —= 0, 
[ата + 676 - с"с = 0. . 


Фиг. 269. | 


Если ‘обЪ части уравненй (3) умно- 
жимъ на а, 6, с. потомъ на а’, В’, с! 

6", С" и если, сложймъ, то, прини- 
мая во вниман!е уравненя (4) и (5), по- 
лучимъ 


д’ — ах - бу - с2 
у’ —= аж -Н оу’ с? 
2 — а" -- 6"у с". 


Эти Формулы можно получить прямо, проектируя ломаныя лини 
ООСМ, ОБ’С’М ва оси ОХ/, ОУ’, ОЙ". 

Такъ какъ новыя оси прямоугольныя, то величины (а, @’, а), (6, 6', р"), 
(с, с’, ©’), которыя означаютъ косинусы угловъ, образуемыхъ направле- 
шями ОХ, ОУ, 02. съ новыми осями, должны удовлетворять уравне- 
НЯМЪ 





„ 
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а? а’? а!" № 1. (ав: а - ать" — 0. 
(1). 6: -|- р’? —- р!!> — 1, | (8) р Бе -- Б’е! -- Б"еп — 0, 
[с нс с = 1, СЁ са, вет с’ -—- ста" = 0, 


Аи 


аналогичнымъ уравнен1ямъ (4) и (5). 

422, Изъ предъидущихъ соотношен!й между девятью косинусами находимъ боль- 
шое число другихъ, между которыми мы перечислимъ сл$дующия, наиболЪе полезныя. 
Два посл$дея изъ уравнений (5) опрарзииють отношения величинъ а'!, 6'', с!'; Е 
находимъ 


а! В! | с! И 727 


бо и—ай ой ыи ^ Уфегтае ри парты 2 
Но 
(6с’ — сб’)* -- (са^ — ас’)* + (аб’ — ба’) 

= (а? -- 6 4-3 с) (а? - 6! -{ с”) — (аа" - 66’ -| сс')* = 0: 
Отсюда | к 
(9) ыы ‚Е а А 


6с' — сё! са’ — ас! аб’ — ба! 


Налобно брать тотъ или другой знакъ, смотря по расположеню треграннаго угла 
0Х/У!7!. Если ОХ’ совпадаетъ съ ОХ, ОУ’ съ ФУ, то 07! будетъ имфть направлен!е 
07, или обратное направлен!е. Для этого’ частнаго положеня мы имфемъ въ первомъ 
случа а=@' =" =1, а’ =а”" =="! = с=с' =0 и надобно взять знакзъ -|-; 
во второмъ случа надобно взать знакъ —. Если трегранный уголъ перем5щается не- 
прерывно. то углы И, слЪдовательно, ИХЪ КОСИНУусы также измЪфняются непрерывно; 
поэтому передъ каждымъ изъ двучленовъ надо взять одинъ и тотъ же знакъ, если 
этотъ двучленъ не обращается въ нуль; такъ какъ три двучлена не могутъ, въ одно 
время равняться нулю, то заключаемъ, что при всякомъ положен!и треграннаго угла 
надо брать одинъ и тотъ же знакъ. а | 

Если воставимъ а равнине, (3) или (6). то вел5детвш уравнешя (9) 
получимъ 


_ @6'с" - ас'6" --. саб" — ба/с" + фе'а”" — сБ'а" 
= (6с' — сб!) а" + (са’ — ас!) 6” -- (а6' — Ба!) с”’ = = 1. 


Формулы Эйлера. 


423. Предъидущия Формулы преобразован!я одной прямоугольной системы въ дру-. 
гую прямоугольную имфютъ то преимущество, чго он симметричны относительно 
угловъ; хотя угловъ девять, но въ дЪйствительности’ только три изъ нихъ произволь- 
ные; вотъ почему никогда неназсбно терять изъ виду соотношен!й, связывающихъ 
ихъ. Эта зависимость девяти косинусовъ, въ извЪстныхъ случаяхъ, составляетъ за- 
труднен!е доказать сходство двухъ выраженй. Сл$довательно, нашли Формулы, въ ко- 
торые входятъ только три ностоянныя; выборъ изъ нихъ естественно указывается во , 
многихЪ вопросахъ механики и астроном, ГА предлагаютъ новыя Формулы, 
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Положен!е новыхъ осей можно опредЪфлить угломЪ у, образуемымъ сл$домъ ОА 
| . плоскости Х’ОУ’ на плоскости ХОУ съ ОХ, наклоне- 
Фиг. 210. °_ вемъ 6 плоскости Х/ОУ” къ плоскости ХОУ, которое 
| измЪряется угломъ 000'; наконецъ, угломъ ф оси ОХ!’ 
съ сл5домъ ОА (физ. 210). | 
Первую систему можно: привести ко второй системЪ 
посредствомъ трехъ посл$довательныхъ вращений. Сиа- 
* чала прежния оси повернемъ около ОД на уголъ +; въ 
то время, какъ ось ОД остается неподвижною, оси ОХ 
и ОУ поворачиваются въ ихъ плоскости на уголь у; 
слфдовательно, ось ОХ займетъ положене. ОА или ОХ,, 
а ОУ извсгное положен!е ОУ,. Зам$тимъ, что ось 07, 
перпендикулярная къ плоскости Х/ОУ' ий, слЪдовательно, 
къ слЪлу ОА, находится въ плоскости У,02, перпендикулярной къ ОА. `Двйствятельно, 
повернемъ на уголъ 0 около ОА; въ то время, какъ ось ОХ, остается неподвижною, 
00$ оси ОУ, и ОД поворачиваются въ ихъ плоскости ва уголъ 9; сл5довательно, 07 
займетъ, положене 02’, а ОУ, извЪстное положене ОУ. находящееся вЪ плоскости 
Х!ОХ’. Наконецъ, повернемъ на уголъ ф около 07’; такъ какъ при этомъ объ оси ОХ,, 
ОУ, повернутея въ ихъ плоскости на уголъ +Ф, то ясно, что ОХ, придетъ въ ОХ’, а 
ОУ, въ ОУ’. Цосл$ этихъ трехъ послфдовательныхъь поворотовъ прежня оси совпа- 
дутъ съ новыми осями. | 
Такимъ образомъ получимъ четыре системы осей; именно ОХУ2, 0Х,У,2, ОХ. У, 7", 
0Х!У!7!. ДвЪ смежныя системы им ЮТЪ общую ось; отъ одной къ другой перейдемъ 
по Фхормуламъ преобразован!я геометр!и на плоскости ($ 50). Такимъ образомъ посред- 
ствомъ посл$довательныхъ преобразовав!й получимъ 





= 1,608 4% — У, ЗШ чу, У, = У, 6080 — 2’ 51100, х, = 4’ с08$ — узш о, 
) = т, зач -Р У, 08+, 2 = У, т 9 21 с080, у, = 4’ зшо- усозр. 


Исключивъ вспомогательныя величины х,, У,, У, получимь 


-- 2’ Я у эп 0. 


} 


+= (608 ф 608 4 — 3 уз у в03 9) У! (— зто 608 4 — 608 9 в ч 608 9) 


(10) с У==х’ (08 р ма чу -- зшр 608 ч с08 8) * у! (— зп р зш + -- 608 р с05 4 ©03 9) 
— 2! (— с03 ув 0). 
|2 = т’ зш фзш 0 + у’ ее дана 





Эти Формулы извфетны подъ именемъ Формулъ Эйлера. 
Сравнивъ эти Формулы съ Фхормулами (3) $ 411, получимъ слфдующия уравнений 


а — 608 ф 608 + — 8 0 1п ч с08 0, 
р — с03 ф 8 у - 8 ф 008 у с08 0, 
С 


[ 
| 
| — 8 ф зт 9, 
2 Га’ = — зШрф 608 % — 608 ф 1 т ©08 0, 
(11) ) р’ — — зп Ф т ар | 08 ф СП: р ©0908 9, 
с' —= ©08 9 вщ 09, 
| а" — зи ф 811 0, 
г 5/’’= — 608 4 9, 
\ с’’= с03 0; 
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откуда 
в ап 
ВЕ 9 А бя = — т. 


} 


424. Замтьчане. Если тЪло вращается около неподвижной и то вращен!е Мо- 
жетъ происходить въ двухъ различныхъ направлен!яхъ, 
которыя слфдуетъ различать. Раземотримъ, наприм$ръ, Фиг. 971. 
вращене около оси 07; въ сл5детв!е этого вращения ра- 
дГусъ ОА, перпендикулярный къ 07 и двяжущйся около 
точки. О, будетъ вращаться’ въ плоскости ХОУ (физ. 211). 
Вообразимъ, что наблюдатель помфщенъ на оси 0 та-_ 
кимъ образомъ, что ноги‘ находятся въ О, а голова въ 
0; этотъ наблюдатель будетъ видфть, что ращусъ ОА 
вращается или слфва направо или справа налЪво;. 
въ первомъ случа$` вращене называется прямымъ отно-_ 
сительно наблюдателя; во второмъ случа$ обратнымъ.. 
На фигур вращене будетъ прямое, если ОА будетъ | 
вращаться отъ ОХ кь ОУ по направлен!ю а обратное — если ОА будетъ вра- 
‚ щаться въ обратномъ направлении. 

_Двз системы прямоугольвыхъ осей ОХУЙ, 0ОХУ!7” не всегда могутъ совпадать. 
Чтобы это узнать, вообразимъ двухъ наблюдателей, одного, помфщеннаго на 07, дру- 
гаго на 07'; первый наблюдаетъь вращен/е отъ ОХ къ ОУ, второй отъ ОХ! къ 0\У!; 
если оба вращен!я происходятъ въ одномъ и томъ же направлени, наприм$ръ въ пря- 
`‘момъ, какъ показано на Фигур%, то обЪ системы осей могутъ совпасть. Дйствительно, 
если 02 помфстимъ на 02”. и если повернемъ около общей оси такъ, чтобы ОХ со- 
впала съ ОХ’, то ОХ необходимо совпадетъь съ ОУ”; потому что ОУ и ОУ! вмветв 
образуютъ прямой уголь съ ОХ или ОХ’ въ томъ же направленш. Но если оба вра- 
щен1я будутъ имфть обратное направлеше, то, совм5стивъ 07 съ 02/, ОХ сь ОХ’, уви- 
пимъ, что ОУ. совм5стилась не съ ОУ!, но съ своимъ продолженемъ. 

Въ хормулахъ Эйлера предполагается, что дв$ системы прямоугольныхъ осей имютъ 
одинаковое расположеше, т. е. что он могутъ совпадать. Прежнюю систему приво- 
димъ къ новой. систем посредствомъ трехъ прямыхъ вращен!й. Уголь у при вращенм 
около 07 изм$няется отъ О до 2л; уголъ 0 при вращени около ОА заключается между 
О ил,. если только на пересфченши плоскостей ХОУ и Х'ОУ! было прилично выбраво 
направлене ОА; уголъ › при вращеншм около 02’ измфняется отъ 0 до 2м. 





425. Обийия формулы. Если въ одно время перем$няемъ начало и 
направлене осей, то, проведя черезъ новое начало О!, координаты котораго 
относительно прежней системы суть а, ©, с, три оси ОХ,, ОУ,, ОЙ, 
параллельно первымъ и по одному съ ними направлен!ю, получимъ 2 — 
а-я, у=о-ру,, 2 = се а; потомъ д, /,, 2, выразимъ по т’, 
у’, 2' посредствомъ одного изъ вышенайденныхь ураваВаН: слЪъдовательно, 
чтобы получить общия Формулы, достаточно въ этихъ уравневмяхъ зам$- 
нить 2, Ч, 2 соотвьтственно черезъ х — а, У— 6, #— с. 
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Раздфлен© поверхностей на порядкн. 


426. Поверхности, какъ и плоския линии, дЪлятъ на поверхности алгебра- 
изескля и трансцендентныя, смотря по тому будутъ ли ихъ уравнен1я алгебра- 
ическя или трансцендентныя. Если уравнеше будетъ алгебраическое, то его 
можно всегда привести къ цзлому виду, и отъ преобразования прамолиней- 
‚ ныхъ осей степень его не измфнится. По числу, которое выражаетъ степень, 
уравнен!я поверхностей дфлятъ на порядки; ‘такимъ образомъ говорятъ, 
что поверхность есть перваго, втораго, третьяго и т. д. порядка, когда 
_евя уравнеше есть первой, второй, третьей и т. д. степень. Чтобы алге- 
браическое, уравнен!е цфлое и 7-ой степени }(х, у, 2) = О выражало 
 двиствительно поверхность 7%-го порядка, надобно, чтобы его первая часть 
не раздагалась на произведн!е двухъ цфлыхъ ФункшИ, или чтобы оно было 
неприводимо. Два различныя неприводимыя  уравненя выражаютъ дв® 
поверхности, которыя могутъ имЗть одну или нЪсколько общихъ линй; 
но эти поверхности никогда не будутъ имзть общихъ поверхностныхъ 
элементовъ; дЪйствительно, чтобы найти общая р$шеня двухъ уравнений, 
нельзя брать произвольно ‘два изъ перемзнныхъ даже между очень сбли- 
женными предЪлами. Всякая плоскость пересфкаетъ алгебраическую поверх- 
ность 7-го порядка по алгебраической лини, порядокъ которой не мо- 
_жетъь превышать т; дыйствительно, если эту поверхность отнесемъ къ 
системф трехъ плоскостей координатъ, , которыя составляютъ часть раз- 
сматриваемой поверхности, то уравнен!е лини пересъчевя относительно 
двухъ осей координать получимъ, замфнивЪъ въ уравнен!и поверхности 
‘одну изъ координатъ нулемъ; тогда многочленъ съ двумя перемънными, 
который отсюда получимъ, очевидно, не можетъ быть степени боле т. 
Слвдовательно, прямая лишя пересфкаетъ поверхность 77-го порядка по. 
большей мёрф въ 2 точкахъ, т. е. она расположена вся на поверхности. 

Такъ какъ поверхность перваго порядка пересъкается какою-нибудь 
плоскоетю по прямой линш, то она есть плоскость. 

ДвЪ алгебраичесмя поверхности, степени которыхъ суть 2% и 2%’, пере- 
съкаются по неразгибающейся кривой, которая пересфкается плоскостю 
_въ тит’ точкахъ; потому что эта плоскость пересфкаетъ: об поверхности 
по двумъ плоскимъ лин1ямъ. порядка 12 и 79/, которыя, слдовательно, им?- 


ютъ ими’ общихъ точекъ. Неразгибающаяся кривая въ этомъ случав на- 
зывается 77’ порядка. 
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Счетжще новерхности плоскостИю. 


427. Положимъ сперва, что плоскость проходитъ черезъ начало коор- 
динатъ; положенте ея опредфлится угломъ {, ко-. 
торый составляетъ ея слфдъ ОХ’ на плоскости Фиг. 212. 
ХОУ съ ОХ, и угломъ 0, который обра- 
зуетъь съ ОЙ нормаль ОЙ', проведенная къ этой’ 
плоскости (4%. 212). Черезъ точку О прове- 
демъ прямую ОУ’ перпендикулярно къ ОХ’; 
кривую пересёченй мы отнесемъ къ двумъ 
прямоугольнымъ осямъ ОХ’ й ОУ’ располо- 
женнымъ въ ея. плоскости. Положимъ сперва, 
что первоначальныя оеи поворачиваемъ около Аа 
07. на уголь 4, чтобы ОХ совмзстить съ ОХ/!; тогда ОХ займетъ въ пло- 
скости ХОУ положеше ОУ,‚, перпендикулярное къ ОХ’; координата 2 
не измфняется; такимъ образомъ же 





д — 2’ совф — ув $, у зшф-У, 08 $. 


Четыре прямыя ОУ, ОУ’, 07, ОД, перпендикулярны кь ОХ’, нахо- 
дятея въ одной и той же плоскости, перпендикулярной къ этой прямой; 
повернемъ вторую систему осей около ОХ' на уголъ 0; чтобы совмстить 
ОУ съ ОУ’ и, сафдовательно, 07 съ О’; координата д’ не измъняется; 
такимъ образомъ получимъ 


> 


9 =У 088 —2 зп 9, 2 —=уУ ышо-| 2 с08 9. 


Если раземотримъ точку, находящуюся въ плоскости х'оу,, то’ ея 
координат 2’ будетъ равна нулю; поэтому послдня хормулы приведутся 
_КЪ У — У! 6080, 2—9’ в 6, и мы получимъ также 


[= 084 у Ш ф 08 0, 
(12) | у —= %’ зто У’ ИА 
ь [2 =у' т о. 


\ 


Эти Формулы можно вывести изъ Формулъ Эйлера, сдфлавъ въ нихъ 
6 =0и 2' —=0. Если сзкущая плоскость будетъ проходить не чрезъ. 
начало координатъ, ро точку, координатами которая имъетъ @, 6, с, 
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то въ предъидущихъ Формулахъ -вадо поставить д — а, у — 6, #—с 


ВМ$сто 2, 4, 5. ` 


Шреобразоване прямолинейных координаттъ въ полярныя. 


428. Такъ какъ полярная система, опредзленная въ & 411, употреб- 


ляется очень часто, то покажемъ, какимъ образомъ 


Фиг. 278. 


ИЛ 


системЪ, и обратно. Разсмотримъ случай, когда не- 
подвижная ось есть О, плоскость ХОЙ есть не- 
подвижная плоскость, отъ которой отсечитывается 


уголь Ф (4%. 213). Проекшя ОМ на ОЙ есть 


есть р зш 0; наконецъ проекщи ОР’на оси ОХ и ОУ 
суть рэ 0 с03 ф, рэ 0 эт 9. СаБдовательно, если 
прямую ОМ и ломаную ОРМ будемъ. проектировать 
на каждую изъ трехъ осей, то получимъ соотношеня | 





(13) _  Д=р 603 фыш 0, у — ряш Фзш 0, 2 = р ©08 0. 
Отсюда находимъ обратныя Формулы 
2 


У +у-а 





(14) р = У 2? ул, ве ф—о, 08 ‘0 — - 
Въ полярной системв направлене ОМ вполнз опредфляется двумя 
углами 0 и $; поэтому ими очень часто пользуются. Въ астроном!и, если 
прямая О будетъ вертикаль мъста, плоскость ОХ меридональная 
плоскость мфста и если ралусъ ОМ будетъ лучъ звфзды, то уголъ 0 бу- 
деть зенитное разстоятне этой звЪзды, а уголъ ф ея азимут. Въ гео- 
граеш ОЙ. принимаютъ за линю полюсовъ; тогда 0 будеть дополнение 
иироты, а + долота. . 


Разстоянйе двухъ точекъ. 


429. Мы уже нашли разстояше начала координатъ отъ точки отно- 
сительно прямоугольныхъ или косоугольныхъ координатъ. Пусть (2”, у’, 2’) 
(=", у’, 2’) булутъ координаты двухъ точекъ М’и М”, { разстояне этихъ 


переходятъ отъ прямоугольной системы къ полярной. 


р с0з 0, проекщя ОР той же динии на плоскость ХОУ 
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=” 


\ 


двухъ точекъ. Перенесемъ оси параллельно имъ самимъ въ точку М’. 
Если оси будутъ ыы то получим ($ 416) 

| — и (х”’ — | д’)? — (у’— уе” -|- (г и — 2”)? 
Если оси будутъ косоугольныя, то получимъ ($ 418) 


‚И Аи а Уа а -у@-2) од 
я — +2 (#" — 2") (#'' — 2’) вов и + 2 (2 — 2!) (у! — у) со». 


ГЛАВА ТИ. 


Пафескость и прямая лин!я. 


И.Л ОУСЕ ОС ТБ 
Шостроеше уравнен ля первой степени. 


430. Общее уравнене ‚первой степени. съ тремя переменными т, 
у, 2 есть 


(1) | Ах Ву + 02 + =0. 


Хотя мы видФли ($ 496), что это уравнен!е выражаетъ плоскость, но 
гораздо лучше доказать это предложене прамо. Уравнеше содержитъ три 
произвольные параметра, которые, суть отношения трехъ изъ в ичинъ 
А, В, С, Ш къ ‘четвертой. Сверхъ того, если два. изъ коеофищентовъ А, 
В, С будуть нули, то уравнеше приводится къ виду — к 


р 
в СО = 0, или 2 = — с; 


это уравнеше выражаетъ плоскость, которая параллельна плоскости ХОУ, 
| | | ь. р | 
и которая пересъкаетъ ось 2 на разстоянш -— = отъ ‘начала координатъ 
зе С | 
($ 413). Если только одинъ изъ коехфищентовъ, напримфръ С, равенъ 
нулю, то`получимъ уравнене 
ве Аа В +0 =0, 


которое выражаеть въ плоскости ХОУ прямую, а въ пространств Плоскость, 
параллельную О и’ проведенную черезъ эту прямую. 


566 КНИГА У, ГЛАВА Ш. 


Положимъ наконецъ, что ни одинъ изъ коефхфишентовъ не равенъ 
нулю. Чтобы получить слфды поверхности на три плоскости координатъ 
ХОУ, УОЙ, ЛОХ, надо въ данномъ уравнени сдлать 2 — 0, или х —0, 
зли у — 0; такимъ образомъ мы получимъ три прямыя РО, ОВ, ВР 
(физ. 214), имфЮЩЯ уравнениями 


Ах + ВУ = 0, Ве + #-+р 0, дер 50. 


ПересЪчемъ поверхности илоскост1ю 2 — с, параллельною плоскости ХОУ; 
_ тогда проекшя пересфченя на плоскость ХОУ выразится уравнешемъ 


Аа -- Ву -- Се + р =0; вв 


это есть прямая (С’Н’, параллезьная Р@). Такъ какъ самое пересфчеше, 

Фиг. 974. есть лин!я, по которой плоскость 2 == с, па. 
ия ° раллельная плоскости ХОУ, пересфкаетъ 
плоскость проекщй, проведенную черезъ 
С:'Н/”, то это пересъчене есть прямая @Н, 
параллельная С-'Н’ и, сльдовательно, па- 
раллельная Р(). Сверхъ того прямая СН 
перес$каетъ прямую РВ въ тояк$ @. (л- 
довательно, можно разсматривать, что по- 
верхность описывается прямою ЯН, кото- 
рая двигается параллельно. прямой РС, 
опираясь постоянно на другую прямую РБ; 
слЪдовательно, эта поверхность есть плоскость. 

431. Обратно, всякая плоскость выражается уравненемъ первой сте- 
"спи между перемъзнными х, у, 2. ДЬйствительно, если плоскость будетъ 
гараллельна одной изъ плоскостей координатъ, ‘`напримьръ ХОУ, то, озна- 
чивъ чрезъ с координату 2 точки, въ которой она пересвкаетъ ось 07, 
уравнеме ея будетъ 2 = с. Во вторыхъ, если плоскость будетъ парал- 
лельна только одной изъ осей, напримзръ ОЙ, то ея сафдъ на плоскости 
ОУ варазится уравнешемъ вида Дг -- Ву + О = 0, и это выражаетъ 
Въ вространств5 данную плоскость. 

_Наконець положимъ, что плоскость не будетъ параллельна ни одной 
изъ осей; РО 





= аж Ну 2= {у 
будутъ уравнения ея  слвдовЪ РВ и ЧЕ на плоскостяхь ХОЙ и У0й. 


< 
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Коеффищенты уравнен:я 


№ „4 Аз -- Ву С = 


можно расположить такимъ образомъ, что бы она совпала съ данною 
плоскостю. ДЪйствительно, слфды плоскости, выражаемой уравненемъ 
(1), на плоскости ХОЙ и УОЙ выражаются уравнениями 

Ой р а а 


Ка С С 


эти слфды совпадутъ съ лишями РВ, (В, данной плоскости, если 


А В 


с =—&а=-—6,. 


— — 7, 


1 5 


С 
ИЛИ 


Внеся эти величины въ уравнеше (1) и сокративъ послБ множителя С, 


полуЧИмЪ 
2 — ав — 64 — у—=0. 


Услов!я нараллельности двухъ плоскостей. 


432. Пусть Ах | Ву- (2 Р=0, А’ - Ву - 08-Е О’ =0 
будутъ уравненля двухъ плоскостей. Чтобы эти плоскости были парал- 
лельны, необходимо, чтобы ихъ слБды на двухъ плоскостахъ координатъ 
были соотвЪтетвенно ро нивлни, ыы на пяоскости ХОЙ выражаются 


уравненями 
АО, Аж О 


эти ДВ$ ПОЯМЫЯ будутъ параллельны, если онф будутъ имфть одинаковые 


| С/ Сет 
угловые коехфищенты, т. е. если — х — — ду ИЛИ у д Точно также. 
слвды на плоскости УОЙ будутъ параллельны, если 5; = с. (Такимъ 


образомъ, чтобы дв плоскости были параллельны, Вы чтобы 


(2) ра т ВОР 


т. е.. чтобы коефФфищенты перемзнныхъ были пропорщюональны. 


з 
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общее уравнеше шлоскостей, проходящихъь черезъ данную точку. 


433. Такъ какъ общее уравнеше первой степени содержитъ три про- 
_ извольные параметра, то для опредфлен!я плоскостй нужны три условия. 

Найдемъ прежде общее уравнен!е плоскостей, проходящих черезъ 
ланную точку М’, координаты которой суть 2’, у: 2’. Пусть 


о о А+ Ву+ О = 


‘будетъь уравнеше какой-нибудь плоскости. Чтобы эта плоскость проходила. 
черезъ точку М’, надобно, чтобы координаты этой точки удовлетворяли 
уравнению плоскости; такимъ’ образомъ получимъ условие 


№, Ах’ 4 Ву {0 -+р=е 


ИЗЪ котораго опредфляется ОДИНЪ ИЗЪ коеффищентовъ, наприм5ръ коеФФи- 


щенть ). Замзнивъ въ уравнении (1) р его величиною, получимъ 
уравнение 


(4) Ави се-и = в} 


которое содержитъ два произвольные параметра, т. е. отношене двухъ 
изъ трехъ коехфищентовъ А, В, С кь третьему; это есть общее уравне- 
не пзоскостей, проходящихъ черезъ точку М”. 

Если чрезъ точку мы желали провести плоскость, параллельную дан- 
ной плоскости, то уравнене искомой плоскости будетъ вида (4); сверхъ 
того, какъ мы видфли, надо взять коеффищенты А, В, С пропорщональ- 


ными или, проще, равными ЗН при 2, У, 2 & въ уравнеми данной 
плоскости. 


Шлоскесть, проходящая черезъь три данныя точки. 


434. Чтобы плоскость Ах Ву их 02 - 2 = 0 проходила черезъ 


три данныя точки (2/, 4’; 2’), (2', 4", 2 2”) (у, #”'”), надобно, чтобы 
удовлетворялись три Условля 


+ Ву’ -- 02" +0 =0, 
Аш" Ву" + 0-0 
А’ Ви Си" =.0 
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Изъ этихъ уравнений первой степени опредвлимъ отношен1я Я 


У 
Яо 


Г! 


трехъ коехФфищентовъ къ четвертому. 
_ Если три данныя точки находятся. на трехъ осяхъ координать, то. 
уравнеше плоскости будетъ имфть очень простой видъ. Назовемъ черезъ 
а, 9, с координаты точекъ Р, ©), В, въ которыхъ. Плоскость перес$каетъ 
оси. Точку Р мы получимъ, положивъ въ уравнени плоскости у —=0и 


2 = 0, такимъ образомъ найдемъ а — — 


ц; точно также получимъ 

ви 20 АВС ей 
—= — вис = — с. Если. отношен!я пт зам$нимъ ихъ величинами _ 
о. 1“ м у 


— с -рх с» То уравневше плоскости представится въ вид 


Жересъчене трехъ плоскостей. 


435. Отыскан!е точки пересзченя трехъ плоскостей приводится къ 
а. трехъ уравнений первой степени 


А д В УС: - Оф =0, 


А’ д Ву С’ё- О’ = 0, 
А”х + В”у -- С!’ |. 0 


съ тремя неизвЪстными 5, 9, 2. Если три плоскости будутъ пересъкаться 
только въ одной точкъ, то три уравнешя будутъ имЪть только одно конечное 
рьшене. Если три плоскости не будутъ имФть ‘общей точки, что можетъ 
быть тогда, когда плоскости будутъ пересЪкаться по двз по прямымъ 
параллельнымъ между собою, или когда дв плоскости будутъ параллельны, 
то три ‘уравнен1я не будутъ имфть рФшеня. Если три плоскости будутъ 

проходить черезъ одну прямую, или булутъ совпадать, то получимъ ‚без- | 
конечное число рфшенй; въ первомъ случа можно произвольно ВЗЯТЬ 
одно; во второмъ два изъ перемфяныхъ. 


ро | | р. 
_ Уклы, } образуемые нормалью, проведенною в’ь плоскости съ ослми. 


436. До сихъ поръ мы не дёлали никакого предположеня относительно 
координатъ; въ послвдующемъ мы будемъ предполагать оби прямоугольными. 
Пусть Ах | Ву -- 0ё О =0 будетъ уравнеше плоскости; координаты 


Бр1о и Буке. инь 24. 
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а, 0, с точекъ`Р, ©, В; въ которыхъ эта плоскость пересфкаетъ оси, 
опредфляются Формулами 


начала координатъ О опустимъ на плоскость перпендикуляръ ОТ, 
(физ. 215) и подошву Ё перпендикуляра сое- 
динимъ съ точками Р, ©, В; такимъ образомъ 
получимъ прямоугольные треугольники ОГР, 
ОТО, ОТВ. Разстояше ОТ., которое мы озна- 
`чимъ черезъ /, есть проекщя прямыхъ ОР, 00, 
ОВ на прямую ОБ. Если черезъ «, В, у озна- 
чимъ углы, образуемые прямою ОТ, съ осями, 
то получимъ, [= а ©08 «=6 008 В = с с087; 
и, замфнивъ а, 6, с ихъ величинами, найдемъ 


Фиг. 215. 








О А В С 








| [ 608 © с03 В с08 у 
(6 р А 08, 


Такъ какъ 03? -- с03?В -- с08”у = 1, то каждое изъ этихъ отношенй 
будетъ равно % 


‹ 





р Е Е. Вы 
У А -- в - 6 У д* + В: С* 
Отсюда находимъ ыы | 
7) 60$ & __ 608В __ 6087 — в 
А вс У А* - В* -|- С? 


Изъ этихъ Формулъ опредфляются углы, которые образуетъ нормаль, про- 
веденная къ плоскости, съ осями координатъ, и слБдовательно углы; ко-. 
торые образуетъ плоскость съ плоскостями координатъ. Двойной знакъ 
относится къ двумъ противоположнымъ направленямъ нормали. 


Уголь двухъ плоскостен. 


437. Пусть Ах Ву-+ (2-Е) =0, А’ ВУ С О’=0 
будутъ уравнешя двухъ плоскостей. Искомый угодъ равенъ углу норма- 
лей, проведенныхъ къ двумъ даннымъ плоскостямъ изъ начала координатъ. 
Означимъ черезъ х, В, у углы, образуемые первою нормалью съ осями; 
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черезъ о’, В", у’ углы второй нормали и черезъ У искомый Зроь Прел- 
полагая оси т римоутощьвыми, получимъ (6 417) 


с0з У = с08 а 08 а’ -|- сов В с0з В’ -- с08 у 05 7/, 
откуда, по ФормулВ (7), . 
| АА! + ВВ! -1| СС! 

У А* -- В* + С* Ув" Св 





(8). . 08 У === 


Чтобы эти ‘дв$ плоскости были перпендикулярны между собой, необ- 
ходимо, чтобы | 


О _ АА! ‚+ ВВ’-- 00’ —0. о. 


1 
Разстоян точки отъ влоскости. 


438; Когда мы отыскивали углы, которые образуетъ нормаль ОЪ, прове- 
денная къ плоскости Ад -|- Ву-- 02 -- О = 0 съ осями ($ 436), мы чрезъ 
[ означали длину этой нормали, и получили равныя отношения 





_ ФР 608 а __ 608 В __ 6087 __ ны 
р А С-В ^^ уюзвС?; 
отсюда сл$дуетъ 
: = О 
У А - В*-- С° 


По этой ФормулБ опредфляется` разстояше начала коордивать отъ плоско- 
сти въ прямоугольныхъ координатахъ. 

Отсюда легко получить разстояне какой- нибудь точки М, координаты 
которой суть #;, У,, 2,. Если оси перенесемъ параллельно имъ самимъ 
въ точку. М, то уравнеше плоскости будетъ — 


Аа’ + Ву! - 2 + (Аз, + Ви, + 0% +) =0.. , 
Въ слёдстме Формулы (10) разстояве точки М отъ плоскости выразится 
== (Ат, ы- Ву, -- С, =50) У? 593 | 
ее т ^ 


Если въ уравнеши плоскости коефФищенты АМ НИМЪ величинами пропор- 
цональными, опредъляемыми Формулами (6), то ре будетъ имЪть 


`_ ВИДЪ 


(12) Е соя «-- у В 2 05 х— [= 0. 
94* 
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Первая часть, въ которой 4, у, 2 разсматриваются какъ координаты какой- 
нибудь точки пространбтва, выражаетъ разстоян1е этой точки отъ плоско- 
сти; здфсь надо принимать знаки --- или —, смотря потому будутъ ли 


точки и начало координатъ Вор по обфимъ рирннни плоскости 
или по одной. 
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Шроекщя прямой. 


439. Самый простой способъ опредфлять прямую въ пространствЪ 
 состоитъь въ томъ, чтобы разсматривать ее, какъ пересфчеше двухъ 


плоскостей. Слфдовательно прямая выразитея двумя уравневями первой 
степени < 


42 ВУ 0-Е =0, А + Ву 0+ =0 


Если изъ ЭТихЪ двухъ уравнений исключимъ 9 или 2, то получимъ два 
уравнен1я вида 


(1) дар, ве 


это суть уравнения плоскостей, которыя проектируютъ прямую на 

плоскости ХОЙ или на плобкость УОЙ. Каждое изъ этихъ уравненй 

можно также разсматривать какъ уравненше ея проекщи въ ея плоскости. 
Если въ уравнешяхъ (1) сдЪлаемъ 2 —0, то получимъ координаты 

д —= 1, У==4 слёда прямой на плоскость ХОУ. _ 

Если двЪ прямыя будутъ параллельны, то ихъ проекши будутъ со- 

отв Фтственно параллельны, и угловые коехфишенты & и 6 будутъ одина- 

ковы въ уравненяхъ этихъ прямыхъ. 

Отюда видимъ, что общее уравненме прямой содержитъ четыре произ- 

вольные параметра а, 6, р, -4. 


Фбщее уравненше прямыхъ, проходящихть черезт данную точку. 
440. Чтобы прямая 
(1) ео дар, ч= 6 +94 


проходила черезъ данвую точку М, которая координатами имъетъ 5’, 9", 
надобно, чтобы, координаты этой точки удовлетворяли ДВУМЪ уравненйямъ 
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прямой; отсюда находимъ два уравнешя 2’ — а’ -Н р, у’ = 6 д, 
которыя опредфляютъ два параметра, напримБръ р и 9. Замвнивъ р и 
4 ижь величинами, получимъ уравнен1я 

(2) 2 =а (#— 2), И Е) 


К 


въ которыхъ два параметра а и в произвольные и _которыя выражаютъ 
вс$ прямыя, проходяпия черезъ данную точку. 


Шряимая, проходящал через двЪ данныя точки. 


441. Уравнешя (2) выражаютъ какую-нибудь прямую, проходящую 
черезь точку М; эта прямая пройдеть черезъ вторую точку М’, кото- 
рая координатами ‘имфетъ 2”, 9”, 2/’, если удовлетворяются условию 


д" — 2 — а (2" — 2), 4" — 9! =Ь (2" — 2); 


отсюда. находимъ 


, | о а д" — т! р ст у! асы. у. 
И Шао Пи. 


№ 


и уравнешя искомой прямой будутъ 





т и же ВИ =6 
(3) и — ИХ и Е 2). 
ИЛИ | 

| д— а’ у ви 
4) — о Ки у 


Уравнения (2) и (3) мы получимъ непосредственно, замфчая, что если 
прямая проходить черезъ точку, то проекщи прямой проходятъ черезъ 
проекти | точки. 


Шерескчене прямой съ плоскостйю. 


449. Координаты точки‘ пересченя` прямой съ плоскостю мы най- 
демъ точно такъ же, какъ координаты точки пересфченмя трехъ плоскостей, 
т. е. рёшивъ три уравненя первой степени съ тремя неизвфстными. 


Если ‚ре прямой будутъ 


р=ш+ьу=ы + 


\ 
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а уравнен!е плоскости 
Ах -- Ву - 02-- О = 0, 


то, искаючивъ 2‘ и у, получимъ координату 2 точки перес$ченя 


ки Ар + Вч-- О 
ря Аа + В+ С 

Если | 
(5) ь _Аа + ВВ - С =0, 


то & будетъ равняться безконечности, т. е. точка перес$ченя удаляется 
въ безконечность, и прямая будетъ параллельна плоскости. 
‚ Если въ одно и то же время мы имземъ 


(6) _ Аа В -С=0, Ар-+ в -+0=0, 


то величина 2 будетъ неопредЪленная, И прямая будетъ имбть безко- 
нечное число точекъ, общихъ съ плоскостю, т. е. она будетъ находиться 
въ плоскости. Первое изъ.условй (6) выражаетъ, что прямая параллельна 
плоскости; второе, что слёдъ прямой. на плоскости ху, координатами ко- 
торый имфетъ (р, д, 0), находится въ плоскости. ^ 


Услове пересъченя двухъ прямыхл. 


443. ДвБ прямыя, расположенныя произвольно въ пространетвф, 
вообще не пересъкаются; чтобы он пересзкались, надобно, чтобы ихъ 
уравнения . ра 


х —=а2--р х—=а2- р’ 
08-9 у — 6'2--а' 


удовдетворялись однНЪми и тёми же величинами х, у, 2; Это будетъ только 
тогда, когда удовлетворяется услов1е 2 


р т) а-д-6-Ф-р=0 


которое получается отъ исключения Ж, 3), © 


— 
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общее уравнеше плоскостей, проходящихь черезь прямую пересфчешя двухъ 


г даниьткь плоскостей. Ко 


444. Пусть А+ Ву Е р=0 А’е -- В'у о р=о 


будутъ уравнешя двухъ плоскостей; уравнене 


(8) (Аа + Ву 6-5) — (Ар -- Ву С О) =0, 


въ которомъ А есть произвольный параметръ, выразить всф плоскости, 
проходяния черезъ прямую пересфчешя двухъ первыхъ плоскостей. Оче- 
видно, что при всякой величинё параметра №, плоскость, выражаемая 
уравненемъ (8), пройдетъ ‘черезъ прямую пересёченя данныхъ плоеко- 


_ стей, потому что это уравнеше удовлетворяется координатами каждой 


изъ точекъ общихъ двумъ плоскостямъ. Очевидно, также, что уравнете 
(8) выражаетъ вс плоскости, проходяпия черезъ прямую пересзченя 
двухъ данныхъ плоскостей, потому что одна какая-нибудь изъ этихъ 
плоскостей опредфляется прямою пересфченя и точкою (2’, у’, 2’), взя- 
тою произвольно въ пространств$; параметръ.Ё можно ое такъ, 
чтобы плоскость (8) проходила черезъ эту точку; отбюда получае ть 
услов1е 


ЕЕ +0 (А-В 0 += 


изъ котораго опредфляется величина Ё.. Сльдовательно, искомая  ОСКОСТЬ 
выразится уравнешемъ 


Ах + Ву 2-0 _ АЖ вы + 6 +0! 


Аз’ -- Ву! -- 02 -- О! — А’--Вни- Сер" 


— 
© 
=” 


Черезъ данную прямую провести плоскость пернендикулярную 
Е данной плоскостн. 


445. Пусть А-В 4-6 о =0, Ане Вы О--О—0 
будутъ уравнен!я данной прямой, А”х -|- В’'у -- С" + 0” = 0 урав- 
неше данной плоскости. Такъ какъ искомая плоскость доджна проходить 
черезъ прямую, то она выразится уравнешемъ вида 


(Аз -- Ву -- 02 0) — # (А’® 4 В+ с»-- 0) =0. 


Эта плоскость будетъ перпендикулярна къ данной плоскости, если будетъ 
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рии услове ($ 481) 
А" (А— ЕА») -- Ви в—в + <) — 0; 


| отсюда находимъ 


+ — АНА Ви, В 07 С 


А’ АП -- ВВ” --@7 0” 


слфдовательно, искомая плоскость выразится уравнентемъ 


(10) (А А" В’ ВИ 07 Си) (Аг + Ву + 024 Ь) 
| А ( А" А-ЕВ"В--С"С) (А’ж-Н Ву С/2--О). 


‘Три данныя плоскости образуютъ  трехгранный уголъ; черезъ одно изъ 
реберъ его мы провели плоскость, перпендикулярную къ противоположной. 
грани. Плоскости, проведенныя черезъ два друге ребра перпендикулярно 
_ къ противоположнымъ гранямъ, выразятся точно также уравненями 


(А’А--В”В-- С”С) (А'х-- В", С!) + 0!) =(АА’-Р ВВ! -+- сс ')(А’х--ВИу- С"#-- О"), 
(АА! ВВ!--ССг) А’Х-ЕВИу-НС” Ни") = (А'А”--В’В”-| С'С”) (Ах-ЕВу--Сё--О). 


Сложивъ почленно первыя два уравнен!я, получимъ третье; отеюда 
. заключаемъ, что три плоскости проходятъ черезъ одну прямую. 


ом 


Углы прямой еъ осями. 


446. В вопросахъ, относящихся къ прямой лини, которые мы изло- 


Фиг. 916. 





жили до сихъ поръ, исключая предъидущаго во- 


проса, мы не д5лали никакого предположения ОТ- 


носительно координатъ; во звсемъ послфдую- 
щемъ мы будемъ предполагать координаты пря- 
МОУГОлЬНЫМИи. ; 

Пусть 2=а2-р, у= 62-4 будуть 
уравнения прямой. Ливя ОГ, проведенная че- 
резъ начало координатъ (из. 216) параллельно 
этой прямой, выразится уравненемъ 


1 — а2, у — 62. 


Означимъ черезъ «, В, у углы, образуемые прямою О съ осями. На 
этой прямой возьмемъ точку М, находящуюся на разстояви Ротъ начала 
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координатъ. Такъ какъ координаты х, 9, 2 точки М суть ортоганальныя 
проекци прямой ОМ на оси, то получимъ 


4—1 608 &, у=[-608 В, 2 = [ е08 7. 


Если ‘эти величины внесемъ въ уравневя прямой ОТ., то найдемъ. 


и 


| с08 & — 4 608 7, с08. В =06 е0$ 7, 
и слвдоватёльно, | | а 


08% __ 608В __ 6©08у _ 1 


ео 8, ®^ 4: Уж 








1 


Двойной знакъ относится къ двумъ направленямъ прямой. 


Через данную точку провести прямую, которая съ осями’ составляла бы 
данные углы. | 


—. 


ДАТ. Положимъ, что черезъ точку М’, координаты. которой суть. 
0’, 4", 2’, надобно провести прямую, которая съ осями прямоугольныхъ 
координатъ образовала бы углы х, В, 7. Искомая прямая выразится урав- 
ненями вида 


ое А у— у’ —а (2—7), 








но | 
% 608% 9 __ 605 
О 
: созу воз 7 
сл5довательно, 
А Х—а!. у—у' #- 2—2 . 
(12) =: ег. 
08 © 608 в воз 7 


Эти уравненя можно вывести прямо. Если черезъ 2, у, 2 означимъ ко- 
‘ординаты' какой-нибудь точки` М прямой и черезъ р разстояме М’М, то 
разности 5—4’, У — У’, 2—2’ будуть проекци лими М/’М, на оси 
координатъ. СОъ другой стороны, если линю М’М будемъ откладывать 
отъ точки МУ по: направленшю, которое съ осями дфлаетъ углы <, В, 7, 
то эти проэкщи` будутъ равны р 60$ <, р ©08 В, р с08 7; если линю М/М 
будемъ откладывать по Очи направлентю, то эти проекщи 
будуть равны — р с08 а, —р 608 В, —р 608 у. АОИ ИЬНо, ВО ВСЪХЪ 
п МЫ имвемъ 


д — 2! ==р608 «, у — 9! =рс0з В, ро 
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х—х’ уу вЫ 
08 « “6098 В — 603у РР 





принимая р за величину положительную или отрицательную, смотря 
потому идетъ ди она по первому направлемю или по противоположному. 


. 
‘ 


Укол двухъ прямыхтъ. 
448. Пусть _ 


2 — а2 -- р, х = а! + р’, 
ь 62-54 (у=52 О, 


‘будутъ уравнешя двухъ прямыхъ. Сначала опредёлимъ углы (х, 6, 7), 
(х', 0’, у’), образуемые каждой изъ нихъ съ осями, потомъ по извфстной 
 Формулё (6 417) выразимъ уголъ У, который он составляютъ между со- 
бой. Такимъ образомъ получимъ 


05 « _ 6088 __ 608у __ = 1 
м А ЗеАЯ > а. Е 19 
а ие Ь 1 У а о-1 
с08 <’ __ ©08 д" № #608 У, ха —  =1 
а’ ба 1: Уав 6-1. 
откуда. 
| _ аа’ + 6-1 
(13) 08 У —=-= к 


И ет У ат 


Прямыя будутъ между собою перпендикулярны тогда, когда удовлетво- 
ряется условие 


(14) аа’ -РЪГ- 1 = 0. Б 


Уколт, прямой съ плоскости. 


449. Пусть х —=а2 р, у= 62-4 будутъ уравненля прямой; 
Ах -- Ву- С: - Р = 0 уравнеше плоскости. Уголь У прямой съ пло- 
скост1ю есть дополнительный углу, который образуетъ прямая съ нор- 
малью, проведенною къ плоскости. 

Если черезъ «, В, у назовемъ углы, образуемые прямой съ осями; 

‚ черезъ <’, 0’, у’ углы, образуемые нормалью, проведенною къ плоскости 
СЪ ТБМИ Же осями, то получимъ 
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‚ 608% _ 6088 __ 608у __ БЕЯ 
Ц в : 1 Иа. 
С08 о! __ 088" ___ 608у' = 1 
А,’ В о ИВС, 
и слБдовательно, | 
Ах == (Аа-ЕВб 
(95 за У — (ла--В0--0) 


у (НАС @-е-. 


— 


Условя перпендикулярности прямой съ илоскостю. 


450. Пусть х = 02 - р, у= 02-4 будуть уравнения прямой, 
Аз -Н Ву + Сё- 2—0 и плоскости. Означивъ- ‘черезъ «, В, у 
углы прямой съ осями, черезъ ЕР углы перпендикуляра ыы 
наго къ плоскости, съ т$ми же осями, получимъ 


с08 р __ 60$й._ 608у, 
а о 

с08 ©! с03 В' _ ©08у' 
А Вана, © 


Если прямая будетъ перпендикулярна къ плоскости, то углы =, 86, у 
будутъ соотвфтетвенно равны ‘угламъ а’, В’, у! и раздБливъ предъидущия 
отношения по два, получимъ 


синей, ОНИКС ® 


А В С 
(16). т ОУТЕ 


& 


Изъ соотношенй (1) легко выводимъ теорему, которой пользуются въ на- 
чертательной геометри; если прямая перпендикулярна къ плоскости, то 
_проекщя прямой на какую-нибудь плоскость перпендикулярна къ’ слёду 
плоскости. Проекщя прямой на плоскость ХОЙ выражается уравнешемъ 
х —@2 | р; уравнеше слбда плоскости есть Ах -- (2-0 = 0; елБ- 


мо А | 
довательно, отношеше &@ — С выражаетъ, что ДВ$ прямыя взаимно пер- 
пендикулярны. Точно также отношеше ь — с выражаеть, что проекщя 


прямой на плоскость ХОУ перпендикулярна къ слБду плоскости. 


380 КНИГА \У, ГЛАВА ТИ. 


Через данную точку провости прямую нерпендикулярно кл, данной 
илоскости. 


451. Пусть х’, у’, 2’ будуть координаты ний точки М, 

Ах Ву 08 Р=0 

уравнеше плоскости. Уравнен!е искомой прямой будетъ вида 
в —#! = а (2—1), У У —6 (2—7). 


Эта прямая ` будетъ перпендикулярна къ и плоскости, если удовле- 


‚творяютея уелов1я 


| 


"А в _ 
а 0“, 


| < 


отсюда находимъ 


оо 
 а=—, 6 


| 
©. 59 


Фе 


С 


‘и, слБдовательно, искомая прямая выразится уравненями 


7). ре, 98° 


1 


ри е-, у-у-Ве—#) 


ИЛИ ' 
я — 2! уу 2—2 








А Ва ТАС 

’ Эти уравненя мы получимъ непосредственно, замфчая, что числители 
пропорщональны косинусамъ угловъ, которые прямая образуетъ съ осями; 
между т5мъ какъ знаменатели пропорщюональны косинусамъ углов, 
которые `образуетъ ‘нормаль, проведенная къ плоскости, съ осями; такъ 
какъ прямая совпадаетъ съ нормадью, то эти два ряда величинъ про- 


порцюнальны. 


#52. Координаты подошвы перпендикуляра, т. е. точки Р, въ кото- 
рой перпендикуляръ перескаетъ плоскость, опредзлятся изъ ДВУХЪ 
уравненй (17) И ИЗЪ уравнения плоскости. рые плоскости можно 
представить въ видв 


А (< —2') В (ч Е р е—)=— (А+ В! 07+); 
сложивъ числителей и знаменателей равныхъ отношенй (17), умноживъ 


прежде два члена перваго на А, два члена втораго наВ, третьяго на С, 
составимъ новое отношеше, равное каждому изъ предъидущихъ | 
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4—2) —Ва— УС@— 2) _ — (м Ву 6 +). 


А? - В+ 0* г Аз В С° 


‘такимъ образомъ получимъ уравненя. 





бо СЕ. Пе Е НО 
д А вс о АЗ В С? 

которыя опредфляютъ подошву перпендикуляра. 

Длину перпендикуляра мы получимъ, замнивъ разности д — 5’ я у’, 

#— 2, ихъ величинами въ Тори З | 


1ЕУБЕУОУ ЕО 
тогда ана 
_ = Ву" + си + 
— Уз+ее 
Такимъ образомъ мы снова получимъ Формулу, которую вывели прежде 
другимъ способомъ ( ($ 438). 


черезъ данную точку провесть плоскость, пориридиужирния къ зисй 
| прямой. 


453. Пусть 5’, 4’, 2’ будутъ координаты данной точки М, х—а2-Г р, 
— 62 -Н 4 уравненя прямой. Искомая плоскость, проходящая черезъ 
точку М, выразится уравнешемъ вида у % 


дев фУ+6е-=0 


_ Эта ПЛОСКОСТЬ будетъ перпендикулярна къ ре если будуть удовле- 
творены услов!я 
А 
Ц 
‚ & №. Е + РИ 
Замзнивъ отношешя +. И -;, ихъ величинами а и 6, ‘уравнене искомой 
плоскости будетъ 
(19) а (в — @') +69 — У) + @—2)=0, 


Это уравнеше мы получимъ также непосредственно, замфчая, что вели-. 
чины а, 6, 1 пропорщональны косинусамъ угловъ, образуемыхъ данною 
прямою съ осями, между тьмъ какъ величины 2 — <’, У— У’, 2 — о 
пропоршональны косинусамъ угловъ, образуемыхъ съ этими же осями пря- 
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мою, которая идетъ ОТЪ ТОЧКИ М кь какой-нибудь ТОЧК$ плоскости: такъ. 
какъ эти два направленя перпендикулярны между собой, то сумма про- 
изведенй этихъ величинъ по дв$ должна равняться нулю. | 
454. Точку, въ которой плоскость пересфкаетъ прямую, мы опредф- 
лИМЪ. изъ уравнения плоскости и двухъ уравневий прямой; представивъ 
эти ВЪ ВИДФ | 
_в— я =4(8—2) — @—& — р) 
У фи—ы-9, 


х х | 


получимъ, замвняя х—я’ и — - у’ въ уравнении плоскости 
ие д 4(а' — а" — р) +5 —№—9 
а” -- 0* -|- 1 | 
Съ помощю этихъ формулъ легко вычислимъ разстояме МР точки 
отъ данной прямой; но гораздо легче мы его получимъ другимъ способомъ. 


Черезъ данную точку провести прямую перпендикуляюно данной прямой, 


455. Пусть 2’, 4', будутъ координаты данной точки М, д — а2- р, 
у — 62--4 уравнешя данной прямой. Искомая прямая есть пересъчене 
двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена черезъ данную точку и 
данную прямую, а другая проведена черезъ точну перпендикулярно къ 
данной прямой. Первая выражается ‘уравневшемъ ($ 444) 


—@2—р __ у Ь—а. 


д’ — ар  У--9 


вторая я (< 453) 
ав — (уу) —#) =0. 


Эти два уравненя выражаютъ искомую прямую. 


Разстояне точки отъ данной прямой, 


456. Условимся всегда называть черезъ 2’, 9’, 2’ координаты дан- 
‚ной точки М. Положимъ прежде, что данная прямая ОГ. проходитъ че- 
резъ начало, и черезъ а, В, у означимъ углы, которые она образуетъ 
съ осями прямоугольныхъ координатъ. Такъ какъ перпендикуляръ МР, 
опущенный изъ точки М на пряму ОГ,, есть катетъ прямоугольнаго 
треугольника ОМР ($. 217), то получимъ 


? — МР? — ОМ? — ОР”. 
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Разстояме ОМ извфетно: оно опредфляется Фхормулою 


ОМ? а -|- 4"? —|- 2'2. 
Что же касается разстоямя ОР, то это есть про- 
екшя прямой ОМ на прямую 07; выразивъ, что м 
проекщя прямой ОМ равна проекщи ломаной лини | 
ОАВМ, стороны которой суть координаты ‹ д’ ‚У, 2 
точки М, найдемъ. 





пря фе вы И 


_ Такимъ образомъ получимъ - 4. : ыы 


- (20) Р=а’?-у” -- 21 — (2! 605 х -- у! ©08 ‚В -= 2’ 005 87). 


Эту Формулу можно представить въ другомъ видф. Если 2”? -- у” -|- „= 
умножимЪъ на с08? х -|- с08? В -|- с08? у, т. е. на единицу, то получимъ 


5" (а Ну" +2”) (008? « -- 008? В +- ©0827), 
_— (2608 « У! с08 В 2! с087); = 


| ИСПОлНИВЪ ДЪйствЯ и соединивъ прилично члены, ‚получим Формулу 


(21) _ р = с08 7 — 2! сов В)? -Р (2! сов а — 2” с08 7 
 ^ о (@ сов В'— У 08 <). 


Положимъ теперь, что данная прямая не проходить черезъ начало 
координатъ, и пусть 


х = ар, у=ы-а 


будутъ уравненя этой прямой. Представимъ, что оси перенесены парал- 
лельно самимъ себЪ въ точку прямой, напримзръ въ точку (1, 4, 0), въ 
которой она пересвкаетъ плоекость ХОУ; такъ какъ координаты точки М 
относительно этихъ новыхъ осей суть а” — - 2 у! — 4, 2, то, прилагая. 
Формулу (21), получимъ | 


— [(4! — 9) сов у — 2" с08 ВЕ [@ — р) в08 у — 7 с08 <? 
м а’ — 2) со В — (У’— 9) 608 ,&]?; 
наконецъ, если 08 «, 608 В, с08 7  замЪнимъ ИХЪ величинами. то‘получимъ 
формулу — 


- в @ ини Ре РИ, 
(22) Иа а 
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рр разстояне между двумя прямыми. 


457. Пусть ` 2 = а2 + р, чу —= 62-4 будутъ ие прямой 
_ АВ; х= а р, = 06 - 4' уравнешя пря- 





Фиг. 278. мой СО (фи. 218). Извъетно, что перпендикуляръ_ 
_.”” ММ къэтимъ двумъ прямымъ есть кратчайшее ихъ раз- 
све: В"? стоян1е; извфетно также, что длина / этого перпен- 
Е дикуляра ММ равна разстоянтю какой-нибудь точки 
———^__, прямой СО отъ плоскости `Р, проведенной черезъ 
р 5 > окт ;/ | 2 | 
и‘ р прямую АВ, параллельно СШ. Поэтому найдемъ. 
р = / 


а и прежде уравнене плоскости Р; всякая плоскость, о 
| проведенная черезъ прямую АВ, выражается ‚урав- 
ненемъ вида 


(д-р) (уфы —Ф9=0; 


эта плоскость будетъ параллельна СП, если удовлетворяется усло- 


зе ($ 442) 


7 


’ — 46! — (а — #6) =0; 


_ а—а 
отсюда # —= „— в и слвдовательно плоскость Р выразится уравненемъ 


2)  60-ла--р-@а-а-ы-д=о. 


Разстоян!е отъ этой плоскости какой-нибудь точки прямой СУ, на- 
примзръ точки (р',-4/, 0), въ которой она пересъкаетъ плоскость ХОУ, 
выразится (© 438) 


р + б-р -@- 44-9 


< Уве -е-ы 
Это есть кратчайшее разстояше двухъ данныхъ прямыхъ. 

458. Если надобно будеть уравнене общаго перпендикуляра ММ, 
то нужно черезъ каждую изъ данныхъ прямыхъ АВ, СО провести плос- 
кость перпендикулярную къ плоскости Р; эти дв$ плоскости, пересзка- 
ясь, опредълять прямую ММ. ‘Плоскость (2—92—4)—й (у—62—9)=0, 
проведенная черезъ прямую АВ, будетъ перпендикулярна къ плоскости Р, 
выражаемой уравнешемъ (23), если удовлетворяется услов!е (& 437) 


(6 —6') -НА (а — а”) — (а — Аб) (а6! — аб’) о: 
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отсюда опредфляемъ величину ®, и искомая плоскость выразится урав- 
нешемъ 


(9) @— а) в—ш—в-- 6 — ь’) (у — 91 — 9) 
-Е (46'’ — 64’) [6 (1 —р) —а(9— 49] =0. 


Плоскость, проведенная черезъ прямую СО, перпендикулярно къ 
плоско сти Р, точно также выражается уравнешемъ 


(26) (“-де-а-р+ фи -—9 
+ (6 — Ба) [6 вв) -“и—9)=0 


Такимъ образомъ оба. уравнении (25) и (26) выражаютъ т перпенди- 
куляръ ММ. 


Шар ъ. 


459. Такъ какъ поверхность шара есть геометрическое мъсто точекъ, 
отстоящихъ отъ центра на постоянную величину равную ращусу, то 
она выразится относительно прямоугольныхъ координатъ уравнешемъ 


2 2 у 
(2 — а) + (и — 6) - (#— с) =. 
Если къ уравненшю шара присоединимъ уравнене плоскости, то по- 
лучимъ уравнеше лини пересфчешя, т. е. кругъ въ пространствЪ. 


ПРИМЪРЫ. 


1. Ланы три прямоугольныя оси координатъ и точка на каждой изъ осей; найти 
ВЪ Функци координатъ трехъ точекъ: 1) координаты центра круга, описаннаго около 
треугольника, который вершинами имфетъь три точки; 2) координаты центра круга, 
вписаннаго въ тотъ же треугольникъ. 

2. Дано коническое сфчеше, найти въ пространствЪ геометрическое мъето такихъ 
точекъ. чтобы разстояне каждой изъ нихъ отъ какой-нибудь точки коническаго с$- 
чения было радгональная хункщя координатъ коническаго сфчения. 

Разстоян1е есть также рац!ональная Функщя координатъ искомой точки. 

Если двф опредфленныя точки геометрическаго м$фста соединимъ съ какою-нибудь 
точкою коническаго сЪфчен!я, то сумма или разность разстоявй будетъ постоянная. 

3. Локазать, что если черезъ каждое изъ реберъ треграннаго угла и бисектрису 
противоположной плоскости проведемъ плоскость, то полученныя такимъ образомъ три 
плоскости пересъкутся по одной и той же прямой. 

4. Данъ трегранный уголъ и прямая, проходящая черезъ его вершину; черезъ опре- 
пъленную прямую и каждое ребро проводимъ плоскость, которая дфлитъ противопо- 

ложную плоскость на`два угла; доказать, что произведеше синусовъ трехъ несмеж- 
. ныхъ отрзковъ равно произведен!ю трехъ другихъ. (Обратно). 
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5. Данъ трегранный уголъ; черезъ вершину проводимъ какую- нибудь Плоскость, 
которая на каждой плоскости опред$ляетъ два отр$зка; доказать, что произведене си- 
нусовъ трехъ несмежныхъ отр$зковъ равно пройзведев1ю трехъ другихъ съ обратнымъ 


знакомъ. (Обратно). 

6. Найти площадь треугольника въ ункцш координатъ вершинъ, предполагая оси 
прямоугольными. | 

1. Найти объемъ тетраэдра, одна изъ вершинъ котораго находится въ начал коор- 
цинатъ, въ Функции координатъ трехъ другихъ вершинъ. 
° 8. Доказать, что три прямыя, соединяющия средины противоположныхъ сторонъ 
тетраэдра, проходятъ черезъ одну и ту же точку. 

9. Найти уравнене плоскости, проведенной черезъ точку оси х-овъ перпендику- 
зярно къ этой оси, предполагая оси косоугольными. 

10. Шесть плоскостей круговъ пересчен!я четырехь шаровъ, взятыя по двЪ, пе- 
ресфкаются въ одной точкФ. 


ГЛАВА ТУ. 
Происхожден1е поверхностей. 


460. Поверхность иногда опредъляютъ по свойству общему каждой 
ея точкЪ; въ этомъ случа уравнеше поверхности мы получимъ, пере- 
водя аналитически это свойетво. Но вообще поверхность опредфаяютъ 
движенемъ лини въ пространетвъ. 

Цуеть 
К (5, 9, 2, а) =0, Е, (х, чу, 2; а) = 0 


будутъ уравненя лини, содержания произвольный параметръ © если а 
будемъ измфнять непрерывно, то линшя будеть двигаться въ простран- 
‘ств и образуетъ поверхность. Уравнене этой поверхности мы поду- 
чимъ, исключивъ параметръ @ изъ двухъ уравнений движущейся ли- 


нм (6 98). 


Положимъ, что уравнен!я движущейся лини. 
К (%, у, 2, а, 6) = 0, Е, (2, у, 2, а,.6) =0 


содержатъ два произвольные параметра а и 6, удовлятворяюния уравне- 
тю 9 (а; 6) =0. Въ этомъ случа только одинъ изъ этихъ параметровл 
будетъ произвольный, и линя при движеви образуетъ также поверх-` 
ность, уравненше которой получимъ, исключивъ два произвольные пара- 
метра @ и 6 изъ трехъ предъидущихъ уравненй. 
Вообще, если два уравнешя движущейся лини содержатъ # пере- 
мфнныхЪ параметровъ, которые должны ‘удовлетворять  — 1 условямъ, 
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то эта лишя образуетъ поверхность, уравнеше которой получимъ, исклю- 
ЧИВЪ: 7 принении параметровъ изъ двухъ уравневй лини и 7'— 1 
условий. | 

Движущаяся линя, которая образуетъ поверхность, называется обра- 
зующею. Движеше образующей обыкновенно опредфляется такъ, чтобы 
она скользила по опредфленнымъ неподвижнымъ линямъ, которыя назы- 
ваются управляющими. 
Пусть 

Л (№9, 2) =0, Л, (%, у, 2) =0 


будутъ уравнен!я управляющей; чтобы образующая пересвкала управляю- 
щую, необходимо, чтобы четыре уравнения ЭТИхЪ ДВуУХхЪ 4инНй удовлетво- 
ряливь однфми и т$ми же величинами у, 5, 2; слБдовательно если изъ 
этихъ четырехъ уравнен!й ИСКЛЮЧИМЪ %, 9,2, то получимъ условное урав- 
менше между параметрами а, 6, ..., которые содержатъ уравнен1я` образую- 
щей. Каждая управляющая опредфляетъ также условное уравнеше между 
перем$нными параметрами. Такимъ образомъ, когда уравнения образующей 
содержитъ я перемвнныхъ параметровъ, эта движущаяся лия должна 
перемъщаться по  — |] управляющимъ. | | 

Прямолинейными поверхностями называются поверхности, образуе- 
мыя движешемъ прамой лиши. Такъ какъ общее уравнене прямой лини 
содержитъ четыре перемф$нныхЪ параметра, `то для опредфлен1я движения 
прямой лини надобно имфть три управляюнция. | | 

Прямолинейныя поверхности раздъляются на два болыше порядка: по- 
верхности разгибапляся и поверхности неразгибаюцияся; поверхность 
называется разгибающейся тогда, когда вс ея образующия суть каеа- 
тельныя къ одной и той же кривой, называемой ребромь возврата по- 
верхности. Между всфми разгибающими поверхностями мы займемся по- 
верхностями_ цилиндрическими и поверхностями коническими; потомъ 
мы представимъ нЪсколько примфровъ поверхностей прямыхъ неразгибаю- 
щихся. 


Жилиндричесв я шоверхностн. 


} 


461. Цилиндрическою поверхностёю называется поверхность, обра- 
зуемая прямою, которая двигается, оставаясь постоянно параллельной. са- 
мой себъ. 


29* 
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Образующая выразится уравнешями 


д —аё- р, ч=62-4, 


въ которыхъ & и 6 суть постоянные параметры, р и 4 перемънные па- 
раметры. Движене образующей опредфляется т®мъ, чтобы она пере- 
м5фщалась по данной управляющей; отсюда находимъ условное урав- 
неше о (р, 9) = 0 между двумя перемёнными параметрами р ид. Урав- 
нене поверхности мы получимъ, исключивъ эти два параметра ивъ двухъ 
уравнен1й образующей и условнаго уравнения; если въ этомъ посл6днемъ 
фри 4 замБнимъ ихъ величинами х — 42, у — 02, найденными изъ двухъ 
первыхъ, то получимъ уравнеше цилиндрической поверхности = 


1 ф (2 — а, у — 02) —=0. 
469. Вообще образующую можно выразить двумя уравнен1ями 


ах -- бу - 2 @==а, а’з -- у с'#--а'=В, 


въ которыхъ только два параметра хи В произвольны; въ самомъ дфлЪ, такъ 
какъ эти уравнеюшя суть уравнен!я плоскости, которая перем$ щается парал- 
лельно самой себЪ, то прямая пересъченя сохраняетъ также то же направае- 
не. Оба параметра х и В связаны условнымъ уравнешемъ ф («, В) = 0; 
Исключивъ оба ее х И В, получимъ уравнеше цилиндрической по- 
_верхности ’\ 


(2) (аа у“ + а, а’в 4+ Му + с + 4) =0. 


Наоборотъ, всякое уравнене вида (2) можетъ выражать только одну ци- 
линдрическую поверхность. Дъйствительно, если положимъ 


аз -|- бу се а=, аз уе 4’ =8; 


тогда данное уравнене будетъ о(х, В) = 0; веякой системЪ дъйстви- 
тельныхъ величинъ хи В, удовлетворяющихъ этому уравненйо, соотвфт- 
ствуетъ прямая, имъющая опредъленное направлен!е; совокупность этихъ 
прямыхъ образуеть цилиндрическую поверхность. = 

Такимъ образомъ, общее уравнеме цилиндрическихь ` поверхностей 
есть какое-нибудь уравненме между двумя мноючленами первой сте- 
пени относительно х, у, 7 

_ Можетъ случиться, что уравнеше ф(я, В = 0) допускаетъ только ко- 
нечное число дъиствительныхъ р шений; ВЪ этомъ случа уравнене (2) 
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выражаетъ мнимый цилиндръ съ опредфленнымъ числомъ дЪйствительныхъ 
прямыхъ. ва 
463. Положимъ, что управляющая поверхности есть. Фиг. 979. 
плоская кривая, расположенная въ плоскости ХОУ , = 
(физ. 219), и пусть х (<, у) = 0 будетъ уравнение этой ыы А 


кривой, относительно осей ОХ и ОУ; сл5дъ С обра- К 
зующей СН / р 


х = аа р, у= 62-4, Г 


/ 

на плоскости ХОУ координатами имъетъ х = р, у= 0; и 

такъ какъ этотъь слфдъ долженъ принадяежать управ- | ^о = 
ляющей, то отсюда мы получимъ условное уравнене 

ф (р, 9) =0, и цилиндрическая поверхность выразится ря с 
уравненшемъ +(х—92, у—62)=0. Очевидно, что если’ 

плоская управляющая будетъ алгебраическая и т-го 

порядка, то цилиндрическая поверхность будетъ также алгебраическая и 7-ГО порядка. 


| — 
` - 


Коническ1я моверхности. 


464. Коническою повертностйю называется поверхность, образуемая 
прямою, ‘которая обращается около неподвижной точки. Означимъ черезъ 
7, У 2 координаты неподвижной точки, т. е. вершины конуса. Тогда 
уравненмя образующей будутъ вида 


и = — 


© — № У — у р 
д—д  ?* 2-4 я 


г аи 6 суть два параметра. Движеше образующей опредфлится ТЬМЪ, 
что она должна двигаться по данной управляющей; отсюда получимъ услов- 
ное уравнеше ф (а, 6) = 0 между двумя перемвнными параметрами а и 6. 
Исключивъ @ и, изъ этого уравнешя и двухъ уравнен образующей, 
получимъ уравнеше конической ловерхности 


хх —х ее 
то ыы 
Это уравнеше однородно относительно трехъ разностей х — ж,, у — у,, 
& — 2. 

Обратно, всякое однородное уравневе относительно трехъ разностей 
 —*, 9 —\, 2—2 можетъ выражать только одну коническую по- 
верхность. Въ самомъ ДЪЛБ, это уравнеше можно представить въ вид$ (3); 
если потомъ положимъ 
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тогда данное уравнен!е обратится въ ф (а, 6) — 0; каждой систем$ дЪЙ- 
ствительныхЪ величинъ д и 6, удовлетворяющихъ этому уравненю, со- 
отвтствуетъ прямая, проходящая черезъ неподвижную точку (х., Ч, 20); 
совокупность этихъ прямыхъ образуетъ коническую поверхность. 

Если уравнеше х (а, 6) —= 0 будетъ имЪфть только ограниченное число 
дЪйствительныхъ рёшен!й, то получимъ мнимый конусъ съ опредфленнымъ 
числомъ дЪйствительныхъ прямыхъ. Если уравнене не будетъ имЪть ни- 
какого дфйствительнаго рЪшевшя, то конусъ будетъ имЪть только одну 
дъйствительную точку, его вершину. | 

Если начало координатъ перенесемъ въ вершину конуса, то уравнене 
конической поверхности приведется къ виду 4 


« к ево 


Это уравнеше однородно относительно трехъ координатъ х, у, 2. 

Коническая поверхность есть разгибающаяся; ребра возврата приво- 
дятся къ одной точкЪ, вершин. Цилиндрическая поверхность есть также 
_разгибающаяся поверхность; ее можно разсматривать какъ предзлъ кони- 
‘ческой поверхности, вершина которой удаляется въ безконечность. 


а 


Фиг. 980. _ 465. Разсмотримъ случай, когда управляющая бу- 
детъ плоская кривая. Возьмемъ вершину конуса за 

РА начало координатъ, и положимъ, что плоскость ХОУ 

с У параллельна плоскости кривой (физ. 280). Пусть 2 = с, 






ф (т, у) = 0 будутъ уравнеюмшя управляющей; х = а2, 

у = 62 уравненя образующей; ‘такъ какъ слфдъ обра- 

зующей на плоскости управляющей координатами 

имфетъ 2 = с, д = ас, у = 6с, то, чтобы эта точка @ 

Хх принадлежала управляющей, надобно, чтобы удовлетво- 

р. рялось условное уравневе ф (ас, дс) = 0. Исключивъ а 

р и.б изъ этого уравнешя и уравнений образующей, по- 
х лучимъ уравнене конической поверхности 


2 эл _ | 
(ее )=0 


Очевидно, если плоская управляющая будетъ алгебраическая и т-го порядка, то коми- 
ческая поверхность будетъ также алгебраическая и 7-го порядка. 
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Жонообразныя поверхности. —\` 


466. Конообразною поверхностю называется поверхность, образуемая 
прямою, которая двигается, оставаясь параллельной одной и той же пло- 
скости, которая называется уйравляющею плоскостю, и скользя по не- 
подвижной прямой, называемой осью конообразной поверхности, и по 
какой-нибудь второй управляющей. 

Возьмемъ прямолинейную управляющую за ось 2 и положимъ, что плос- 
кость ХОУ. параллельна управляющей плоскости. Тогда образующая вы- 
разится уравненями вида 


— 


инсеианокь - олннын 
—— + 


3 (<> 


Управляющая дастъ уеловное уравнене- о›(«, В) == О между двумя пере- 
мёнными параметрами м и В. _ Поэтому рее конообразной поверх- 
ности будетъ 


(5) — Е 3: в Ф (2, г) = 0. 


Исключая {илиндровъ, прямодинейныя поверхности, им$юция управ- 
ляющую плоскость, суть поверхности неразгибаюцияея. Дъйствительно, 
мы сказали, что разгибающаяся поверхность образуется движущеюся пря- 
мою, касающеюся данной кривой; проекщя образующей на какую-нибудь 
плоскость, очевидно, останется касательною къ проекщи ребра возврата; но 
если образующая будетъ параллельна данной -плоскости, то ея проекцая 
на плоскость, перпендикулярную къ управляющей плоскости, будетъ парал-_ 
лельна ей самой и, елфдовательно, не будетъ касательною къ кривой. Ис- 
ключеше составляетъ ТОлько а поверхность. 


467. Положимъ, что ось ОЙ конообразной поверхности перпендикулярна къ управ- 
ляющей плоскости (фиг. 281) и управляющая будетъ кругъ, расположенный въ плос- 
кости, перпендикулярной управляющей плоскости, Проведемъ ось ОХ черезъ центръ С 
круга и возьмемъ плоскость УОЙ параллельно плоскости круга; тогда уравнения этого 
круга будутъ вида х=а, у*-- 2?=1°. Чтобы образующая СН опиралась на кругъ, на- 
добно, чтобы параметры х и В уловлетворяли услов!ю 4°6° -- «? = т?. Слёдовательно, 
коноида. выражается уравненемъ четвертой степени 25° -- а“ — 735? = 0. Если по- 
верхность пересфчемъ плоскост!ю, параллельною управляющей плоскости, то, очевидно, 
получимъ дв$ образующя СН, @Н'; уголъ этихъ двухъ образующихъ уменьшается 
по м5рЪ того, какъ а плоскость поднимается; наконецъ, коноида оканчивается 
ребромъ ОВ. 


392 КНИГА У, ГЛАВА ТУ. 


Перес$чемъ поверхность плоскостю ЕКЕ’, параллельною плоскости круга; урав- 
нене плоскости есть х = а!; кривая 


Фиг. 281. . - перес$ченя 2’32? -- 4%]? — а! = 0 

есть эллипсъ, полуось УК котораго 

| 7 4 постоянно равна т, а другая ось ЕЕ! 
ь Е 3 уменьшается до нуля, когда сфкущая 


ый ГАН" плоскость приближается къ оси ко- 
—2—> 
рой Ноихы. . 


Какъ второй приифръ конообраз- 
ной поверхности разсмотримъ по- 
верхность, образуемую прямою. кото- 

Е рая двигается, оставаясь параллельною 

д основан!ю прямаго круговаго цилинд- 

а ра и опираясь на ось цилиндра и на 
улиткообразную линю, начерченную 
на цизиндрф. за ось 2 возьмемъ ось. 

хи. цилиндра, за оси д иу два взаимно 
перпендикулярные д!аметра круга 0с- 

нован!я,, и изъ которыхъ одна, ось х, пересфкаетъ улиткообразную линтю. Образую- 
щая поверхности проектируется на плоскость основав!я по направлен! параллель-. 
наго радшуса, который съ осью х собтавляетъ перемфнный уголъ 0. Если черезъ 1 на- 
зовемъ ходъ улиткообразной лини, то координаты точки улиткообразной лини будутъ 





| 0 
= 7003 9, у = тт 0, 2=15-; 


эти три уравневшя съ четырьмя перемфнными 9, х, у, #2 можно разсматривать, какъ 
уравненя, выражающ!я улиткообразную линю. Уравнен!я образующей есть 


0 
2 =й 


9 
о-? СЫ 1202 9. 


Искяючивъ 9, получимъ уравнене улиткообразной поверхности, имф$ющей управляю- 
щую плоскость 


р у ` 
2 — — аге 1апй —. 
27 т 


Это уравнене въ соединени съ уравнешемъ цилиндра 24° -{ у‘=.” выражаетъь 
также улиткообразную лин!ю. 


Шоверхности вращевйя. 


` 


463. Поверхностю вращенвя называется поверхность, образуемая 
_обращетемъ лини около неподвижной оси, съ которой она неизмЪняемо 
соединена. Каждая точка М образующей описываетъ кругъ, плоскость 
котораго перпендикулярна къ оси, и центръ котораго есть подошва Р пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ точки М на ось (4%. 282). Круги описы- 
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ваемые различными точками образующей, называются параллелями по- 
верхности. Сченмя, сдфланныя плоскостями, 
проходящими черезъ ось, равны между собой; Фиг. 282. 
это суть мерифаны поверхности. За образую- - и 
щую поверхности обыкновенно выбираютъ ме- бе 
рифамчальную кривую. К 
Цоверхность вращен1я можно также раземат- \' 
ривать, какъ поверхность, образуемую движе- ор" Бы Е. 
ннемъ круга, имфющаго перемённый ралуеъ и — Д-Р 
центръ котораго описываетъ прямую плоскость, 
которая остается .перпендикулярною къ этой т 
прямой и которая пересфкаетъ данную образую- 
щую. Возьмемъ сперва ось вращеня за ось 2, — 
предполагая координаты прямоугольными; тогда параллель поверхности 
выразится уравнен1ями вида И: 


ау = Може Б. 


Выразивъ, что’ этотъ кругъ перес$каетъ данную образующую, получимъ 
условное уравнеше ф (х, 2) —= О между двумя перемвнными параметрами 
«.и В. Исключивъ « и В изъ этого уравнешя и двухъ уравненйЙ парал- 
лели, получимъ уравнене 


(6) 9 (Из у’, 2) =0, 


_ поверхности вращения. 


— = р И, 
= т 
—. 


469. Найдемъ, наприм$ръ, уравнев!е поверхности, образуемой прямою АВ, обра- 
щающеюся около оси ОЙ (фиг. 283). Возьмемъ ось вращен1я 
°за ось 2, общий перпендикуляръ къ оси и прямой АВ въ одномъ и 
изъ его положен! за ось у, а перпендикуляръ къ плоскости 
УОЛ за ось т. Тогда прямая АВ въ этомъ частномъ положе- 
ши выразится уравненями 


в/в, 
и 





л^ т _й 
ся 
\ 


/—= а, х = то, 


гдЪ а есть кратчайшее разстояше ОА, 2 — тангенсъ угла 7ОВ!, 
‘образуемаго осью 07 съ прямою ОВ”, параллельною АВ. Чтобы 
параллельный кругъ 4? -+ 1? =”, 2 = В пересЪкалея съ прямою 
АВ, надобно удовлетворить условному уравнен!ю а? -{ 7т*® = 0, 
которое получимъ, исключивъ 5, у, 2. изъ уравненй прямой 
и уравнен!й круга; искаючивъ два перем$нные параметра «. 
и В изъ условнаго. уравненя и пре круга› получимъ уравнене поверхности 
вращен!я 
40? + 3? — т? = аз. 
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Если въ этомъ уравнени сдфлаемь у=0, то получимъ слфдъ поверхности на 
плоскость ХО; это будетъ гипербола 2х — 7727 = а, поперечная ось ОО которой на-_ 
правлена по ОХ и которая асимитотами имфетъ прямыя ОВ’ и ОС’, одинаково накло- 
ненныя съ той и другой стороны къ 07. Поэтому можно разематривать, что эта по- 
верхность образуется мерижанальною гиперболою, обращающеюся около ея мнимой 
оси. Вотъ почему она называется зиперболоидом5 вращен!я объ одной полости. 

Такъ какъ предъидущее уравнене содержитъ угловой коеффищентъ 2% только въ 
квадрат$, то очевидно, что эта же поверхность образуется двумя прямыми АВ и АС, 
перпендикулярными къ ОА и одинаково наклоненными съ той и другой стороны къ 
прямой АЙ’, параллельной 07. 


470. Разсмотримъ частный случай, когда образующая будетъ мери- 
дланальная кривая. Эта кривая, которая, положимъ, помъщена въ плос-. 
кости ХОЙ, выражается уравненями у = 0, ф (х, 2) =0. Если исклю- 
ЧИМЪ 2, у, 2 изъ этихъ двухъ уравненй и уравнешя параллели =” -- 9? 
— 2”, 2 ==, то получимъ условное уравнеше ф(х, 8) —= 0. Сльдова- 
тельно, поверхность вращеня выразится уравненшемъ | 


(1) $ (У =" у», 2) =0, 
‚которое получимъ, замфнивъ въ уравнении меридтанальной кривой х черезъ 
У Ну 


Наприм$5ръ, если мерид!анальная кривая будетъ гипербола 4 — 1122 —= а*, ТО ГИи- 
перболоидъ вращен!я объ одной полости выразится уравнентемъ 2” -{- у* — 72° = а”. 

Какъ второй примфръ, разсмотримъ кольцо, т. е. поверхность, образуемую кру- 
гомъ, обращающимся около оси, которая находится въ его плоскости, но не прохо- 
дитъ черезъ центръ. Возьмемъ ось вращения за ось 2, а за ось х перпендикуляръ, опу- 
щенный изъ центра круга на ось; такъ какъ уравнен!е круга въ плоскости 412 есть 
(1 —@а)* {2 = '*, то уравнене поверхности будетъ 


< 


(Уз аи =”. 


‚_ @7Т. Положимъ теперь, что ось вращеня ОТ, проходитъ черезъ на- 
чало координатъ, но сама имфетъ какое-нибудь направлеше въ пространств$. 


Пусть ее. будутъ уравнешя этой прямой. Всякая параллель 

Фит. 284. _ поверхности опредфлится пересъчешемъ шара, опи- 
саннаго изъ начала координатъ, какъ центра, съ 
плоскостню, перпендикулярною къ оси; слБдовательно, 


этотъ кругъ выразится двумя уравневшями вида 
д у - 2 = 0, ах Е бу - с а = В. 


Выразивъ, что параллель пересЪкаетъ данную обра- 





©л 
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зующую, получимъ условное уравненше ф (=, В) —= ‚О между двумя пере- 
мфнными параметрами «и р. Исключивъ эти два параметра изъ услов- 
наро уравненя и дВухЪ уравнений круга, получимъ уравнеме поверхно- 
сти вращения: . 


(8) о иеЗЫЯ ^, а -{- бу а-я =0. 


Это есть уравнеше между многочленомъ второй степени 2? -{- у" р 2? и 
какимъ-нибудь многочленомъ первой степени. 

_ Обратно, всякое уравнеше этого вида выражаетъ повёрхность вра- 
щения около прямой, проходящей черезъ начало координатъ. ДЪйстви- 
тельно, разсмотримъ прямую ОШ, которая имфетъ уравнениями - = - = 


ПОЛОЖИМЪ 


пу АЕа, «++ +4=В 


тогда данное уравнеше (8) обратится ВЪ Ф (а, В) = 0. Каждой системз 


дъйствительныхъ величинъ хи 8, удовлетворяющихъ этому уравненю, 
соотвфтетвуетъ кругъ, опредфляемый пересвчешемъ шара, центръ кото- 
раго находится въ ‘началЪ координатъ, съ плоскостю, перпендикулярною 


къ прямой ОГ;; центръ круга будетъ находиться на прямой ОТ, и гео- 


метрическое м$сто круговъ образуетъ поверхность вращен!я около этой 
прямой. 

Положимъ, наконецъ, что ось вращешя не проходитъ черезъ начало. 
Возьмемъ неподвижную точку (2, У, ло) 1 на этой оси, уравневля которой 
тогда будутъ ' 


_ 2 4% 2% Я — № Е № ® — № 


а опа ф-т с 





Всякая паралдель поверхности опредълится пересЪчещемъ шара (х — 
-Е (У — 9) - (2 — 2,) — а, центръ котораго находится въ неподвиж- 
ной точкъ, съ плоскостю ах - 6 у {- 2 + 4 — В, перпендикудярною къ 
оси; слфдовательно, урн поверхности вращения будетъ вида 


(9) э(У@ — =) — д аа 9) =0. 


Касательная къ кривой; соприкасающая плоскость. 


472. Три координаты 1, у, & какой-нибудь точки М кривой можно 
разсматривать, какъ. хункщю одного и того же вспомогательнаго перем$н- 
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наго #, взятаго за независимое перемзнное. Назовемъ черезъ Дх, ЛУ, Аг 
измфнеюшя этихъ координатъ, когда перем$нному #{ дадимъ очень малое 
приращене ДЕ, т. е. когда отъ точки М переходимъ къ сосфдней точк® 
М, по этой же кривой; тогда свкущая ММ, выразится уравненями 


Х —х УХУ __ 7—2 





_ А А Да. 
Когда ДЕ приближается къ нулю, отношения т т 5. соотвзтственно 


будутъ имфть предфлами производныя 47’, 9’, 2’ отъ хункшй %; У, 2, 
взятыя по $. Отсюда слБдуетъ, что касательная въ точкф М выражается 
‚уравненями_ 








р! 1 7! 


473. Пусть МТ и М/Т, будуть касательныя КЪ неразгибающейся 
кривой въ двухъ сосфднихъ точкахъ Ми М, 
(физ. 285). Черезъ точку М проведемъ: пря- 
_м и" мую МЫ параллельно М,Т,; когда точка М, 
и; а будеть перемъщалься по кривой, прямая МН 

“ опишеть коническую поверхность; если точка 
М, будетъ безпредЪльно приближаться къ точкё М, то плоскость ТМН 
будетъ приближаться къ предфльному положеню, которое есть плоскость, 
касающаяся конической поверхности по ребру МТ; это предфльное поло- 
жене плоскости 'ГТМН называется соприкасающеюся плоскостю къ кри- 
_ вой въ точкф М. 

Легко найти уравнешме этой плоскости. `Означимъ черезъ А, м, у ко- 
синусы угловъ, которые образуетъ нормаль, проведенная къ плоскости 
ТМН, съ осями координатъ; такъ какъ эта нормаль ‘перпендикулярна КЪ 
двумъ р МТ и МН, то получимъ два уравненйя 


(2) Ми = 0, 
Х (д! - Да’) и 9’ ду) (#42) = 0; 


посл5днее можно зам$нить черезъ 


ы 
5 Ри г 9 =0 


Фиг. 285. 
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которое приводится къ 
(8) дат | ну" и" = 0, 


когда ДЁ приближается къ нулю, 2", У", 2" будутъ вторыя производныя 
отъ ФУНКЦ 42, У, 2, взятыя по #. Изъ уравнений (2) и (3) находимъ 


А № _ у 


а’! ИИ 51]! Г! а ©!!! 2’ АЖ 150” 7 


и уравнене ПНР плоскости будетъ 


(4) а" — 29") (Х — ®) Е (ат — и) (Х — у 
+ й у" — уз") (2—2 =0. 


Если кривая будетъ плоская, то соприкасающаяся плоскость въ каж- 
дой точкЪ будетъ самая плоскость кривой. 


Васательная плоскость. 
474. Разсмотримъ поверхность, выражаемую уравненемъ. 


9 Ум ьд=о. 


Возьмемъ на этой поверхности точку М, координаты которой суть #;, у, 2, 
и черезъ эту точку проведемъ на поверхности какую- — | 
нибудь кривую МА (физ. 286). Когда движущаяся. 
точка описываетъ эту кривую, то дв координаты 1 
и у будуть хункщями отъ 2, которыя должны удов- 
детворять уравненшо (5); ихъ производная 2’ и 9’ 
удовлетворяютъ уравнен!ю 


(6) Ш, УР, = 


Изъ. всего сказаннаго видимъ, что касательная, проведенная къ кривой МА. 
выражается уравненемъ | 


ь-\ 


Фиг. 286. 














(7). ь —- 


Когда кривая МА, проведенная на поверхности черезъ точку М, изм$- 
няется, об Фхункщи хи У также измфняются, какъ и ихъ производныя. 
Геометрическое мЪсто касательныхъ, проведенныхъ ко всЪмъ кривымъ, 
проведевнымъ на поверхности, мы получимъ, исключивъ два перемфнные 
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параметра 2! иу! изъ уравнения (7) касательной и условнаго уравнешя (6). 
Оно выразится уравневшемъ. 


9 ба. +у-Ул, + @-ал,= 


Эта плоскость называется касательною плоскости къ поверхности 
въ точк$ М. 

Нормаль къ поверхности въ точкф М есть перпендикуляръ, прове- 
денный изъ точки М на плоскость, касающуюся. поверхности въ этой 
точк$; если оси координатъ будуть прямоугольныя, то уравневя нор- 
мали будутъ 
(9) р Ом Е ЖЬЕ ии 

ре Лу. Г’ 

Мы доказали, что вообще касательныя къ различнымъ кривымъ, прове- 
деннымъ на поверхности черезъ точку М, лежатъ въ одной плоскости. 
Исключене составляетъ тотъ случай, когда три частныя производныя 
т мы ря въ точкБ М равны нулю, потому что тогда условное урав- 
нене (6) обратится въ тожество, и чтобы найти въ этомъ случа. ‚гео- 
метрическое мъето касательныхъ, надобно прибъгать къ боле сложному 
вычисленю. Подобнаго рода обстоятельство представляется въ вершин$ о 
конуса; касательныя къ различнымъ кривымъ, проведеннымъ на поверх- 
ности черезъ эту точку, будутъ ребра конуса, и геометрическое м%сто 
касательныхъ будетъ самый конусъ. Когда поверхность имфетъ одну точку 
такого рода, тогда геометрическое м$сто касательныхъ, проведенныхъ въ 
этой точкз, будетъ конусъ, но не плоскоеть. | 

_ 475. Раземотримъ въ частности поверхности втораго порядка; пусть 


(10) Г (%, у, 2) = А + АР АИ -- 2Вуг -Ё 2824 
+ 2Виху - 205 - 20’у- 207" Е = 0 _ 

будетъ уравнеше поверхности. Отсюда находимъ 
| _Д.=2 (Аз - Виу + В + 0), 

р. = 28 (В'л - А’у - Вё - С), 

Г, = (В + Ву -- А" 0"), 

ху’. У, =’, 
2 (Аз” - А о - 2 Ву: + 2 В’х 
2 В’ху - С + Су- С"2); 


_такъ какъ точка М находится на поверхности, то ея координаты удовле- 


` 
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творяютъ уравненю (10), поэтому предъидущее выражеше приведется къ 


— 2 (Са - Су - 07: + Е). 
Такимъ образомъ уравнеше (8) касательной плоскости будетъ 


(11)  (Ае- Ву В ©) Х- (В"а-ф А’у + В+ ©’) У 
+ (Вх -- Ву-- А" С") - (Се Су- С" Е) = 0. 


Замътимъ, что координаты точки прикосновен1я входятъ’вЪ это урав- 
нен1е только въ ‘первой степени. Это уравнеше можно написать такъ 


(12) (АХ + ВИУ + В б) 2 4 (ВХ + АУ ВЯ + Су 
+ (В’Х Е ВУ- А" - 0") «+ (СХ-ЕСУ- С"2 + Е) =0, 


отсюда видимъ, что оно не измфняется, когда буквы: 2, У, 2 замфнимъ 
чрезъ Х, У, ДИ. и 

Посмотримъ теперь, какъ проводятся касательныя плоскости къ по- 
верхности чрезъ данную точку Р, ненаходящуюся на поверхности, и 
которая координатами имФетъ х,, 9,, 2,. За неизвфетныя возьмемъ коор- 
динаты д, у, 2 одной изъ точекъ прикосновен!я М; эти координаты должны 
удовлетворять уравненю (10); съ другой еторовы касательная плоскость 
въ Точкф М должна проходить черезъ точку Р; поэтому координаты этой 


точки должны удовлетворять уравнению (11) или уравненю (12); такимъ 
образомъ нолучимъ 


(13) (Аж, -- Ву, -- В', - С) 2 -Е (Виж, + Ач, + Ва, + Су. 
+ (8'5, + Ву, + А", С") # - (Са, + Су, + С"2, + Е) =0. 


Геометрическое мъсто точки прикосновения есть плоская кривая, по ко- 
торой плоскость (18) пересъкаетъ поверхность втораго порядка. Раз- 
смотримъ конусъ, вершина котораго находится въ точкВ Р, а образующая 
его есть эта плоская кривая. Черезъ какую- нибудь точку М этой зини 
проходитъ ребро конуса, которое находится въ плоскости, касательной къ 
поверхности въ точкБ М; эта плоскость, въ которой находится также ка- 
сательная въ М, проведенная къ управляющей кривой, касается конуса по 
ребру РМ; сльдовательно, конусъ касается поверхности втораго порядка 
во всъхъ точкахъ управляющей кривой. 
_476. Покажемъ еще нЪсколько. свойствъ плоскости ‚ касающейся пря- 
молинейной поверхности. Пусть О и @, будутъ два сосъдн!я положения 
образующей, РР, перпендикуляръ общий къ этимъ двумъ прямымъ (4%. 887). 
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Чрезъ точку. Р проведемъ РН параллельно Р.С; плоско сть, прове- 
денная черезъ точку М` прямой С, перпендикулярно къ 

Фиг. 281. — этой прямой, образуетъ прямоугольный треугольникъ ММ; 

_ черезъ и назовемъ общ перпендикуляръ РР,, черезъ р 
 линю РМ, ф уголъ @РН, 0 уголъ, образуемый плоскост!ю 
СММ, съ плоскостю СРР,, которая перпендикулярна къ. 

плоскости ЯРН; такъ какъ уголь 0 есть дополнеше угла 


— ММ, то. 





мо. __ еле? о 245% 
М.9 Т - т ф ( 


Когда образующая С, неопредБленно приближается къ ©, 
точка Р приближается къ предфльному положению 1, ко- 
торое называется 4ентральною точкою на образующей (у. Прямая РР, 
приближается къ предЪльному направленю 12, которое перпендикулярно къ 
предзльному положен!ю плоскости ЯРН. Такимъ образомъ, плоскость СРР, 
будетъ касательною въ 1, а плоскость СММ, касательною въ М. Еели черезъ 


ее не 


= 


/ 


‘< 





” | ‚ т О. 
К назовемъ предфлъ отношения <, То предъидущее уравнен1е получить видъ 


х ие 
(14) {ато 0 — у. 
Изъ этого уравнения мы выводимъ н$>которыя замфчательныя слдетия. 
Когда точка М перемщается по прямой С, р измфняетея отъ — со до 


-- <, @ изм5няется отъ — 5 40 -- 5; касательная плоскость поворачи- 


вается на два прямые угла’около прямой С всегда въ одномъ направ- 
лени. Всякая плоскость, проведенная черезъ прямую С’, есть касательная 
въ точк$ этой прямой и только въ одной точкЪ. 

_ Представимъ себз другую прямолинейную вон имзющую съ 
первой общую образующую (+. Такъ какъ центральная точка имъетъ на 
прямой С} другое положеше, и прямая ТТ, другое наиравлене, то каса- 
тельная плоскость ВЪ Точк$ М опредфляется уравнентями 


*, бо 
(15) (ара (9 — 0.) = Е 
Рьшивъ два уравнения (14) и (15) съ двумя неизвестными ри 0, полу- 
чимъ точки образующей (Ст, въ которыхъ двЪ новерхности имфютъ общую 
касательную плоскость. Исключивъ 9, получимъ уравнен!е второй степени 
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относительно р; отсюда заключаемъ, что двз поверхности имзютъ общую 
касательную плоскость въ двухъ точкахъ на общей образующей. Если бы 
онф имфли одну касательную плоскость ‘въ трехъ точкахъ, то уравнеше 
второй степени обратилось бы въ тожество, и касательная плоскость была 
бы одна и та же въ каждой точкЪ; въ такомъ случаф говорятъ, что двф 
поверхности сливаются по направленю общей образующей. 

477. До сихъ поръ мы допускали, что центральная точка Г суще- 
ствуетъ на каждой образующей; отсюда легко можно вычислетшемъ опре- 
дЪлить положеше, и это въ то же время докажетъ существоване этой 
точки. Движущуюся образующую С можно выразить уравнениями вида 


(16) д = а-р, у —= 62-9, 


въ которыхъ четыре параметра а, 6, р, 4 суть Фхункщи одного и того 


же перемвннаго & производныя которыхъ мы означимъ 4’, 6", р’, 4". 
Цусть 


1 — а12 -- р,, ибо: 
будутъ уравневшя сосфдней образующей С,. Тогда уравнене плоскости 
С.Р,Р по уравнешю (26) $ 458, будетъ. 
(аа — @) (х — а:2 — р) (6, == 6) (у — 5,2 — 4:) 
-- (ба а аб) [6, (х — 1) — а! (у ЕК 41) рее, 


Это уравнеше въ соединеши съ двумя уравнен1ями (16) опредфляетъ 
точку Р; отсюда. 


‚ — — @-@ р-р + 6, — В 9, —9 + (46, — 6%) [4' 4. -Ф-В @,—Р). 
(а, — а) + (6, — 6)* - (46, — 6а,}* 


Назовемъ черезъ Ла, Дб, Др, Дд приращентя четырехъ параметровъ, когда # 
получаетъь приращевше ДЛЕ т. е. когда отъ образующей С переходимъ къ 
образующей (у,; тогда предъидущая Формула получить видъ 


Да Др; Дб До Де Да Да _ 
сор И ДИ Е -Н (а ДА а ЗУ, 


+58) 


или, когда Д{ приближается къ нулю, 


— 5,52) 





0) де ий р 
ть ао + (а6" — фа’)? | 
Брго и БукЕ. ГеЕОМЕТРЯ. 
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Такъ какъ знаменатель не равенъ нулю, то координата 2, точки 1 имфетъ 
конечную величину. Это уравнеше въ соединены съ двумя урав- 
нен!ями 


2, = а2, р, 9, = 62 +9 


опредъляетъ геометрическое мЪфсто точки [ или линю яересъченя пря- 
молинейной поверхности. 
Изъ формулы (24) $ 451 находимъ 


обе. ТА 
Пт —— р м ме» 
№ Уа! Ч - (а6' — ба!) 
Что же касается угла о, то мы получимъ 
аа! - 65’ 1 


(аи + (6, — 2)*-Е (а, - да, 
Чит Е, 





608 9— эт 





а Им. 


ДЕ: а? -|- 9 1 


Такимъ образомъ получимъ величину К 


(бр' — @'4') (а ЕТ 
( — 
418) 0! -- 6! -- (&6’ — бар 


478. До сихъ поръ мы предполагали, что величина К не равна 
нулю; она будетъ равна“нулю, еслй 


р’ маг 0, 


Такъ какъ уголь 0 постоянно равенъ = 5» ТО ВЪ этомъ случаз касательная 


плоскость. въ М совпадаетъ съ предъльнымъ положенемъ плоскости ОРН 
и остается та же вдоль всей образующей С. 


/ 1 
Если положимъ =. = — #, то предъидущая Формула (17) приве- 
дется къ 2, — —\%, и мы получимъь р!’ —= — а'2,, 9’ = — 6". 


Найдемъ касательную къ лини пересЪчен!я;” взявъ частныя произ- 
ВОДНЫЯ ОТЪ 


25 —= @2 р, 9, = 62, ГО, 
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получимъ 
2’ — а. та р’ —= 92, 
пе: / / с а р 
у: —02'. ГЛ Ч — 6*,, 


отсюда видно, что образующая (+ есть касательная къ лиши пересфчен!я въ 
точк$ [:; касательная плоскость къ прямолинейной поверхности вдоль 
образующей или предълъ плоскости ОРН есть соприкасающаяся плоскость 
къ кривой въ точк$ Г. СлБдовательно, прямолинейная поверхность принадле- 
житъ къ классу разгибающихся поверхностей. 

Обратно. Разсмотримъ поверхность, образуемую прямою, которая 
остается касательною къ данной неразгибающейея кривой. Означимъ че- 
резъ 2, у, 2, координаты какой-нибудь точки этой кривой, и 2, примемъ 
за независимое перемЪнное. Тогда уравненя образующей будутъ 


—=я я’, (2—2) 
4 — 4% у’. (2 — 2). 
Отсюда 
а 65, 6 —Ущ: р = то —— 2090) Ч — У, — У ‹2о› 


и взявъ производныя, получимъ о. 


} 


а’ А", 6! — Я р’ $ Ж" 2, 9 =— —9'2о- 


Такъ какъ услов1е 


6'р’ — @а'49’ = 0, _ 


удовлетворяется, то касательная плоскость будетъ одна и та же вдоль 
образующей. Такимъ образомъ характеръ разгибающихся поверхностей 
есть 6'р’— @'9’ —= 0 нуль. 

Для опредъленя разгибающейся поверхности достаточно двухъ управ- 
ДЯЮЩИХЪ. 


ПРИМЪРЫ. 


1. Ось конуса вращен!я проходитъ черезъ начало координатъ и образуетъ съ осями 
Углы «, В, у; уголъ конуса равенъ 9; найти уравнеше и 
Найти услов!я, чтобы уравнене второй степени 


А" -- А’у*-- А’’2 - 2Ву2 -- 2В!2х + ЭВ" ту = 0 


выражало конусъ вращения. 

2. Данъ сжатый эллипсоидъ вращен!я (поверхность, которая образуется враще- 
_в1емъ эллипса около его малой оси); доказать, что копусъ, образуемый прамою, кото- 
рая вращается около Фокуса одного изъ мерид!авальныхъ эллипсовъ, опираясь на с%- 


26* 
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чен!е, сдЪланное ва поверхности плоскост1ю, проходящею черезъ управляющую, соот- 
въ$тствующую этому фокусу, есть конусъ вращения. 

3. Данъ удлиненный эллипсойдъ вращеня (поверхность, которая образуется вра- 
щен!емъ эллипса около его большей оси); доказать, что конусъ, вершина котораго на- 
ходится въ одномъ изъ Фокусовъ меридганальныхъ с$чен!й и основан!емъ имъетъ какое- 
нибудь плоское сфчеше, есть конусъ вращения. 

_ 4. Доказать, что одинъ изъ Фокусовъ проекщи плоскаго сфчешя прямаго круго- 
ваго конуса на плоскость, перпевдикулярную къ оси, проведенной черезъ вершину 
конуса, есть вершина конуса, а соотв5тствующая директриса есть прямая перес$че- 
ня двухъ плоскостей. 

5. Доказать. что сумма реберъ, которыя опираются на концы д!аметра эллипса, 
есть величина постоянная, когда плоское сфчеше ‘прямаго круговаго конуса есть 
ЭЛлИПСЪ. | 

б. Доказать, что пзоскость, касательная къ позукругу и проходящая черезъ центръ, 
порес$каетъ поверхность по двумъ кругамъ. 

Шаръ, котораго больший кругъ есть кругъ, касающийся двухъ круговъ, образую- 
щухъ одинъ изъ меридавовъ полукруга, перес$каетъ полукругъ по двумъ кругамъ. 

“. Найти с5чене прямой съ цилиндромъ, описаннымъ около полукруга. 

8. Доказать, что шесть реберъ двухъ трегранниковъ, имфющихъ одну вершину, 
принадзежатъ одному конусу втораго порядка. 

9. Дана конообразная поверхность, ось которой перпендикулярна къ. управляю- 
щей плоскости и которая огибаетъ шаръ; найти проекщи кривой прикосновеня на 
управляющую плоскость и на плоскость, проведенную черезъ ось и центръ шара. 

10. Лапа система праямоугольныхъ осей, полукругь имфетъ мервдавомъ въ пло- 
скосты 2О0Х кругъ, пентръ котораго находится на оси ОХ. Эта ось пересЪкаетъ кругъ 
въ точк$ А, центр новаго круга, который равенъ первому, и находится въ плоско- 
сти, параллельной 20У; прямая, которая остается параллельною плоскости ХОУ, опи 
сываетъ конообразную поверхность, опираясь на этотъ второй кругъ и на ось 02. 
Найти проекцию кривой пересЪчен!я двухъ поверхностей на плоскости ХОУ. 

11. Положимъ, что плоскость втораго круга предъидущей задачи ваматывается на 
цоливдръ, описанный около полукруга, и образующ!я котораго параллельны оси полу- 
круга, и кривую управляющую конообразной поверхности зам$намъ кривою, въ ко- 
торой послЪ наматывав!я плоскости есть кругъ. Найти проекцию линш пересЪчения 
новой конообразной поверхности и полукруга (спирали Архимеда) на плоскость ХОУ, 

12. Если двЪ прямолинейныя поверхности, описанныя прямыми, которыя дви- 
гаются, оставаясь параллельно одной и той же плоскости, имъютъ общую образую- 
щую, то вообще существуетъ точка на этой нрямой, въ которой обЪ поверхности 
пуфють одву касательную плоскость; опредЪлить эту точку. Ёсли 06$ поверхности 
нм$ю7ъ одну и ту же касательную плоскость въ двухъ точкахъ общей образующей, 
то он пересзкаются вдоль этой прямой. 

13. Центрь шара находится въ начал координатъ, которыя положимъ прамо- 
угольными; ось ОХ пересЪкаетъ шаръ въ точкЪ А; въ плоскости ХОУ на ОА, какъ на 
даметрЪ, опашемъ кругъ, который служитъ основавемъ цилиндру, ребро котораго 
паразлельно 07. Найти: 1) проекщи ва три плоскости координатъ кривой пересЪчения 
цилиндра съ шаромъ; 2) уравнене ковуса, управляющая котораго есть эта кривая, а 
вершина точки А; этотъ конусъ есть конусъ вращения; 3) сл$ды на плоскости коор- 
динатъ, касательныхъ къ кривой. 
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ГЛАВА У. 
О подобти. 


479. Опредфлене соотвътстяя и п0добя для Фигуръ трехъ измъ- 
рев! таково же, какъ для Фигуръ двухъ измфренй (кн. Г\, гл. У). Въ 


геометрли на плоскости, если не будемъ обращать вниманя на положене 
системъ, обратное соотв тетв!е не дастъ другихъ ‘Фигуръ, какъ пря- 


мое соотвфтств!е; то же самое для Фигуръ въ пространствз. Раземот- 
римъ первую систему точекъ А, В, (,..., и, взявъ произвольно центръ 
подоб1я, построимъ систему А’, В’, С’... прямо соотв$тственную и систему 
А" ВУ, (0..., обратно соотвЪтственную съ тёмъ же отношенемъ подобя 


К; эти дв системы симетричны другъ другу относительно точки О. Ойъ 


будутъ симметричны другъ. другу относительно какой-нибудь плоскости, 
проведенной черезъ центръ подобля, когда повернемъ одну изъ нихъ на 
180° около периендикуляра, проведеннаго черезъ точку О къ этой плоско- 
_ сти. Отсюда слёдуетъ, что системы, обратно соотв$тственныя данной си- 
стемъ, симетричны прямо соотвфтственнымъ системамъ. 

Извфстно (\ 381), что прямая соотвфтственною имфетъ прямую парал- 
лельную. Разсмотримъ плоскость Ри въ этой плоскости рядъ прямыхъ 
параллельныхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку М; каждая изъ 
нихЪъ соотвфтственною будетъ имть прямую параллельную, проходящую 
черезъ точку М”, соотв5тственную М. Отсюда заключаемъ, что соотвът- 
ственная филура плоскости есть параллельная плоскость. 


Если плоскость Р проходить черезъ центръ подоб1я, то соотв$тетвен- 


ная ей будетъ она сама. 

Такъ какъ дв плоскости соотвътственными имЪфютъ дв параллельныя 
плоскости, то уюл5 0вуль плоскостей равенз лу. соотвътственныхть 
плоскостей. ых А. | 

Такъ какъ сЪкущля, которыя соединяютъ двЪ сходственныя точки двухъ 
какихъ-нибудь соотвЪтственныхъ кривыхъ, постоянно параллельны, то от- 
сюда заключаемъ, что касательныя в5 соотвътственныхь точках па- 
фаллельны. р... 


Ксли на двухъ сходственныхъ поверхностяхъ начертимъ два ряда’ 


сходственныхъ лин!й, которыя всЪ проходятъ черезъ дв сходственныя 
точки Ми М’, то сходственныя кривыя ‘будутъ имЪть въ точкахъ М и 


И 
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М!’ касательныя параллельныя; сл$довательно касательныя вз двутв. сход- 
ственныхь точках двутз соотвьтственныхь поверхностей параллельны. 

Если черезь 06% опредъленныя точки проведемь параллельные ра- 
дбусы и вз постоянном отношении К, то составимз деть соотвътственныя 
системы; доказательство то же, какъ и въ & 388. Отсюда слъдуетз, что 
двъь системы, соотвътственныя третьей, соотвътственны между 
собою; когда соотвЪтствя одинаковы и двЪ системы построены въ 
томъ же отношении подобя, можно ихъ наложить. Такимъ образомъ с5 
одним только центромь подобя, измъняя отношете Ё отз 0 90 сю, 
получимз всъ системы, соотвътственныя данной системь. Въ частномъ 
случа$, если данная система находится въ плоскости, то внъшне центры 
подоб1я плоскости не даютъ другихъ системъ, какъ центры заключаюцтеея 
въ плоскости. 

480. Шесть центров подобя четырех системз соотвътетвенныхь 
20 двъ находятся в5 одной и той же плоскости. Пусть А, А!, АМ, 
А"’ будутъ четыре данныя’ системы; черезъ три центра подобя О’, О", 
О"’ системъь Аи А’, Аи А’, Аи!” проведемъ плоскость Р; такъ какъ 
эта плоскость проходитъ черезъ точку О’, то она соотв$тственна сама себЪ 
въ системахъ А. и А!; она также сходственна въ системахъ А и А!,; сл5- 
довательно, плоскость Р сходствевна сама себЪ въ системахъ А’ и АИ; 
слфдовательно она проходитъ черезъ ихъ центръ подоб1я. То же разсуж- 
ден!е. прилагается къ А’и А”’ А" и А!'. 

Если двъ физуры, имъюиия центрз, прямо соотвътственны, то онъ 
таке обратно соотвътственны, и наоборот5. Доказательство то же, какъ 
въ $ 390. Отсюда елфдуетъ, что если четыре разсматриваемыя системы 
въ предъидущей теорем имзютъ центры, то получимъ шесть точекъ въ 
одной и той же плоскости, принимая или шесть центровъ прямаго подобля, 
или приличнымъ образомъ три. центра прамаго подойя и три центра 
обратнаго подобя. 

&81. Так какз отношете площадей двух соотвътственныхь мно- 
зоольниковь равно К”, то очевидно, что отношеше площадей двух 
соотвътственныхь мнозозранниковз, а слъдовательно, отношете пло- 
щадей двухь какитхз-нибудь соотвотственныхь поверхностей равно Е?. 

Если изъ двухъ сходственныхъ вершинъ двухъ соотвЪтственныхъ тре- 
гранниковъ опустимъ перпендикуляры на противоположныя ‘стороны, то 
эти перпендикуляры суть двз сходственныя прямыя, отношентемъ онЪ 
имфютъ К. Такъ какъ отношене оснований есть А?, то отсюда слфдуетъ, что 
отнощене обземовь двухь соотвътственныхь тетраэдровз равно Ё?. Эта 
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послфдняя теорема прилагается къ двумъ многогранникамъ и точно также 
къ двумъ какимъ-нибудь соотвЪтственнымъ.: т$ламъ. 

482. Фигура называется подобною данной фигурЪ, если лосредствомъ_ 
приличнаго перемвщеня она можетъ совпадать съ одною изъ Фигуръ, 
прямо соотвфтственныхъ данной Фигур$. Изъ $ 479 слфдуетъ, что, прини- 
мая произвольно центръ: подобйя и построивъ помощю центра различныя 
соотвфтетвенныя поверхности, которыя соотвфтетвуютъ величинамъ К, за- 
ключающимся между О и с, получимъ всф поверхности, подобныя. данной 
поверхности. 


Примьре Г. Данная поверхность есть шаръ. Возьмемъ центръ шара О за центръ 
полоб!я; такъ какъ ралтусъ ОА постоянный, то радгусъ ОА’ будетъ точно также по- 
стоянный; поверхность, подобная шару, есть друюй шарзё, который можетбё интьть 
какой-нибудь рад#сё. 

Примър5 П. Данная поверхность есть конусъ. Вершину возьмемъ за центръ 00- 
доб1я, двЪ сходственныя точки будутъ находиться на одной и той же образующей ко- 
нуса. Единственная физура, подобная конусу, ‘есть самё конусс. 

Примьр5 ПП. Поверхность есть цилиндръ. Возьмемъ произвольную точку О за 
центръ подоб!я и на данномъ цилиндр» начертимъ произвольную кривую С, которую 
возьмемъ за управляющую цилиндра. Кривой С соотв$тствуетъ соотвзтственная кри- 
вая С’ и каждой образующей перваго цилиндра прямая параллельная, проходящая черезъ 
точку, сходственную точкЪ, въ которой кривая С. перес$кается первою образующею. 
Такимъ образомъ, два цилиндра будутё соотвътетвенны, козда они имъют5 управляю- 
шили деть соотвътственныя кривыя и козда итз образуюиая параллельны. 

Разсмотримъ два соотвЪтетвенные цилиндра, центръ подоб!я которыхъ есть точка 0; 
если черезъ эту точку проведемъ лишю ОО’, параллельную образующимъ двухъ п©- 
верхностей, то всякая точка этой прямой будетъ также центръ подоб!я двухъ поверх- 
ностей. Отсюда сл$дуетъ, что съчен!е двухъ соотв$тственныхъ цилиндровъ одною и тою 
же плоскостю суть соотвфтетвенныя кривыя, которыя центромъ подоб!я имфютъ точку, 
въ которой плоскость пересфкаетъ прямую 00’. Такъ какъ сЪченя цилиндра парал- 
чельными плоскостями равны, то с5чевия двухъ соотвЪтственныхъ цизиихровь парал- 
лельными плоскостями соотвзтетвенны. 


483. Съчешя поверхности вторало порядка. параллельными плоско- 
стями суть соотвътственныя кривыя. Общее уравнеше поверхностей 
втораго порядка есть 


(1). Аа? -- А’у? - А" -- 2Вуг -- Ве + ЭВ"у 
+ 202 + 2Су + 20": + Р=0; 


проекщю пересъченя этой поверхности и плоскости 


(2) ах -- бу —- сё = [, 


на плоскость ХОУ мы получимъ, исключивъ изъ уравненй (1) и (а) пе- 
ремфныое 2. Гакъ какъ въ уравнени, полученномъ такимъ образомъ, коех- 
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Фищенты членовъ второй степени ‘независимы отъ & то отсюда заклю- 
чаемъ, что когда { измфняется, а, 6, с остаются опредъленными, т. е. 
когда плоскость перемфщается параллельно самой себЪ, то проекщи соот- 
вфтственны. Проектированные цилиндры, управляющ!я которыхъ суть 
соотвфтетвенныя кривыя, пересфкаются двумя параллельными плоскостями 
по направлен1ю соотв тственныхъ кривыхъ. Когда эти кривыя суть гипер- 
болы, одна можетъ быть соотвЪтетвенною сопряженной другой (\ 396). 


КНИГА ШЕСТАЯ, 


НШоверхности втораго порлдка. 


ТЛАВА [. 
Центръ и д4аметральныя плоскости. 


484. Общее уравнене второй степени съ тремя перемвнными х, у, 2 
иметъ видъ. 


(1) Ах” | А’у? - А"? -- 2Вуг -Ё ЭВ’2х + ЭВ" 
-Е 20 Е 20С'у - 20" ЕК = 0; 


это уравневе содержитъ десять членовъ или девять произвольныхъ пара- 
метровъ. Первую часть мы будемъ означать У (х, у, 2). Способъ, кото- 
рый мы употребляли въ Геометрли на плоскости при изучеши ливй вто- 
раго порядка, можно бы было употребить для изелФдованя различныхъ 
видовъ геометрическаго мЪста, опредфляемаго этимъ урэвненемъ; но такъ 
какъ здфсь надобно будетъ разсматривать большое число случаевъ, то та- 
кое изслдоваше будетъ долго и затруднительно. Сначала мы займемся 
упрощевемъ уравненля (1) и потомъ будемъ только разематривать приве- 
_денныя уравнешя. Это упрощене основывается на свойствз центра и 
лламетральныхъ илоскостей, которыя мы теперь раземотримъ. 


Жентръ. 


485. Точка [ будетъ центромъ поверхности, когда всЪ точки поверхно- 
сти расположены симетрично по дв относительно этой точки. Такъ. какъ 
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прямая линя пересзкаетъ поверхность втораго порядка только въ двухъ 
точкахъ, то, чтобы точка +] была центромъ поверхности, необходимо, 
чтобы вс5 хорды, проведенныя черезъь эту точку, пересъкались по- 
поламъ. | 

Если начало координатъ будетъ центромъ поверхности втораго порядка, 
то уравневн!е поверхности не будетъ содержать членовъ первой степени. 
Въ самомъ дфлъ, уравнене прямой, проведенной черезъ начало координатъ, 
имфетъ видъ 


(2) З ‹ х — 2, 9 = 72. 


Координаты 2 точекъ пересфчемя поверхности съ прямой опредфляются 
уравнентемъ р = 


(3) (Ат? -|-- Ат? -- АИ -- 2Вп -- 2В’т +- 2В"тт) 2* 
2 (Ст От -Н 0") Е =0, 


которое получимъ, исключивъ хи 9 изъ уравнений (1) и (2). Если начало 
координатъ будетъ центромъ, то корни уравнемя (5) будутъ равны и 
имЪть противоположные знаки, а для этого необходимо, чтобы коефФи- 
щенть Ст - С’л С” былъ нуль; такъ какъ это должно быть спра- 
ведливо для безконечнаго числа величинъ 72 и п, взятыхъ ь произвольно, то 
необходимо, чтобы ОТДлЛЬНо 


б=0, С’=0, 0"—0. 


Обратное заключеше тоже справедливо. | 

486. Такимъ образомъ, чтобы опредзлить центръ поверхности вто-. 
раго порядка, переносимъ начало координатъ въ точку [ пространства, 
координаты которой мы означимъ черезъ а, 6, с, и смотримъ, возможно ли’ 
эти величины выбрать такъ, чтобы новое уравнеше не содержало чле- 
новъ первой степени’ относительно новыхъ координатъ. 

Если оси перемфстимъ параллельно имъ самимъ, то хормулы преобра-. 
зованя будуть х—= а-Ё т’, 9 —=б-у’ з а—е- г’ ; внеся эти величины 
въ уравнеше (1) и отбросивъ знаки, получимъ. 


(4) Аа? -Е А -Н А” -+ 2Ву2 -- 2В’2х - 2В"ху` 
ол. Бо ча, Бо 2Р, (и, д ЕР (ав) —=0. 


Такимъ образомъ координаты центра опредъляются уравненями 


аа 6, = 0, ТР (а, 6, 6) — 0, т (а, 6, с) —0: 
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раздфливъ на 2 и замфнивъ буквы. а, 6,.с черезъ х, у, 2, получимъ 


Ва, [Ах — Ву | ВС =0 
(5) Ви Ау Ва +- 0 =0 
В'2-- Ву + А"г-- С"—= 0. 


_Такимъ образомъ, чтобы опредфлить координаты центра, надобно 
приравнять нулю частныя производныл, взятыя относительно пеуе- 
мъннылхь х, у, 2 0т5 первой части уравнетя поверхности. 

487. Если х, у, 2 мы будемъ разсматривать какъ координаты пере- 
мЪнной точки, то каждое изъ уравнений (5) будетъ опредфлять плоскость; 
_ центръ поверхности будетъ точка общая тремъ плоскостямъ. ЗДЪеь Мо-- 
тутъ представиться нЪсколько случаевъ. 

1. Когда три плоскости пересфкаются въ одной точкЪ; въ такомъ 
случа$ поверхность будетъ имЪть только одинъ центръ. 

2. Когда три плоскости пересфкаются по двЪ по прямымъ параллель- 
вымъ, или дв изъ нихъ по крайней мЪр$ф параллельны; въ этомъ слу-. 
ча$ три ‘плоскости не будутъ имть общей точки, и поверхность не 
будетъ имЪть центра. | 

9. Если три плоскости пересфкаются по одной и той же прямой или: 
сливаются въ одну, то вс точки прямой или плоскости будутъ центрами 


поверхности. 
Рьшивъ уравнен1я (5), получимъ величину общаго знаменателя Ш, 
6) — ГО = АА’АИ — АВ? — А’В® — А"? Виз —- ЭВВ’ВИ. 


Если О. не равно нулю, то уравнене будетъ удовлетворяться системою. 
конечныхъ величинъ и притомъ одною; слЪдовательно, поверхность будетъ: 
имфть только одинъ центръ. Если О равно нулю, то это покажетъ или 
невозможность, или неопред$ленность: слъдовательно, поверхность не бу- 
детъ имфть центра или будетъ имЪть ихъ безконечное число. 
#88. Положимъ, что всБ точки прямой СС’ (физ. 288) будуть. 
Фиг. 988. центры. Если точку М поверхности соединимъ съ, 
_№—  какою-нибудь точкою Т прямой СС’ и эту лин про- 
_ _ Должимъ на величину МГ, равную МТ, то точка № 
—®  будетъ принадлежать поверхности; соединяя такимъ 
образомъ точку М со всфми точками СС’, получимъ. 
2 прямую ММ’ параллельную СС’. Если теперь точку 
м - М соединимъ со всЪми точками лиши ОС”, то поду- 
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чимъ точно также вторую прямую ММ’, параллельную ММ!. Слвдо- 
вательно, поверхность составляется изъ прямыхъ, параллельныхъ СС’ и 
расположенныхъ по дв въ одной плоскости съ этой прамой и на равномъ. 
‘разстояни по обЪ стороны; это есть цилиндръ, ось котораго есть СС’, 
и такъ какъ слфдъ цилиндра на плоскость, непараллельную ребрамъ, 
есть кривая втораго порядка, центръ которой лежитъ на оси, то цилиндръ 
будетъ эллиптичесюй или гиперболичесяй. 

Предъидущее разсуждене показываетъ, что въ разематриваемомъ. 
нами случаз уравнеше (1) не можетъ выражать другихъ кривыхъ по- 
верхностей, какъ только эллиптичесюме или гиперболичесме цилиндры; . но: 
можетъ случиться, что это уравнете будетъ выражать одну прямую или 
дв$ плоскости, и наконецъ что оно не будетъ имфть ини 
ръшенй. 

Подобнымъ образомъ, въ томъ случа К когда всф точки плоскости бу- 
дутъ центрами, докажемъ, что уравнене (1) выражаетъ или двЪ парал- 
лельныя плоскости или одну плоскость, или оно не имфетъ дъйствитель- 
ныхъ рЪфшенй. Е ` 

489. Когда поверхность имфетъ центръ ТГ, координаты котораго суть. 

‚ 6, с, то, перенеся оси параллельно имъ самимъ въ и точку, уравне- 
не (1) получить видъ 


(1) Аз -- А | А" -- 2Вуё - 2В'х + Ви не К = 0, 
г постоянное Е, равно 


ая — Аа? + А’? - Аис? - 286с ы 2В’са — 2В"аБ 
-Е 2Са - 2('5 + 2С'е + Е. -. 
Числа а, 6, с удовлетворяютъ уравненю (5), т. е. что 
Аа + В" + Ве + 6—0, 
Ва -- А’ + Ве 0! —=0, 
В’а - ВБ - А”с-- ("— 0 


Если. каждое изъ этихъ уравненй умножимт соотв тетвенно на а, 6, с 
и сложимъ, то получимъ 


Аа? -|- А '6?- Атс* + 2Вфе -- овечий НЕ Са + С’Ь-Н Сс —= 
Саздовательно, величина Е, будетъ 


Е —Е+ Са С + Сис: 
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эту величину мы получимъ, 7рида6з кз прежнему постоянному члену 
половину величинз, которыя получают. члены первой степени, кода 
65 нихз х, у, # замънимз координатами центра. 

Если новый постоянный членъ К, будетъ равенъ нулю, то уравнеше. 
(т, будучи одвородно относительно 2, у, 2, выразитъ конусъ, вершина 
котораго находится въ начал координатъ ({ 464); однако же геометри- 
ческое мъсто можетъ выражать или двз плоскости, или одну прямую, или 
одну точку. 

490. Мы видЪли, что касательныя къ различнымъ кривымъ, проведен- 
нымъ на поверхности черезъ одну точку, находятся въ одной плоскости, 
исключая только того случая, когда координаты точки прикосновентя обра- 
щаютъ въ нуль въ одно время вс три частныя производныя, взятыя 
относительно 2, у, 5 отъ первой части уравненя. Въ поверхностяхъ же 
втораго порядка такая точка есть центръ поверхности; такъ какъ эта 
точка находится также на поверхности, то, перенеся въ нее начало коор- 
динатъ, постоянное К, булетъ нуль; такимъ образомъ для поверхностей 
втораго порядка исключенте составляетъ конусъ, когда точка будетъ вер- 
шиноЮ. 


Жаметральныя плоскости. 


491. Прямая ливтя пересЪкаетъ поверхность втораго порядка только въ 
двухъ точкахъ; поверхность, которая раздфляетъ пополамъ параллельныя 
хорды, называется д1аметральною поверхност!ю. | 

Пусть 7% и п будутъ постоянные параметры, которые опредфляютъ 
направлен!я хордъ; перенесемъ оси параллельно имъ самимъ въ какую- 
нибудь точку пространства, которая координатами имФетъ а, 6 с; тогда урав- 
неше (1) получитъ видъ (4). Тогда прямая, проведенная черезъ новое начало 
въ данномъ направлени, выразится уравнешемъ 1 == 702, У =2. Замфнивъ 
въ уравневши (4) х черезъ 72, у черезъ 2, получимъ уравненше, опре- 
дъляющее координаты 2 точекъ пересфчен!я прямой съ поверхност!ю 


(8) _ (Ат? - Ат? -- А" + 2Вп - Вт -- ЭВ) 
ту’. пу + Л =, 6 9=0 


Чтобы точка (а, 6, с) была срединою хорды, проведенной. черезъ эту 
точку въ данномъ направлени, надобно, чтобы корни предъидущаго 
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уравиен!я были равны и имфли противоположные знаки, а это требуетъ, 
чтобы координаты а, 6, с удовлетворяли уравненю 


тр. + ить +. =0- 
Такъ какъ это уравнен!е удовлетворяется координатами средней точки одной 
какой-нибудь изъ разсматриваемыхъ хордъ, то оно выражаетъ искомое 
геометрическое мъЪсто. Замънивъ въ этомъ уравневши а, 6, с черезъ х, 
/, 2, ПОолучимъ 


(9) тр» (2, 9, 2) + т’, (в, у, Л” (% 9, 2 =0, 


такъ какъ оно первой степени, оно выражаетъ плоскость. 
Такимъ образомъ в5 ловерхностялё вторалю порядка, какое бы ни 

было направлевще х0р0х, Яаметральная поверхность есть плоскость. 
492. Если параметры 7% и я удовлетворяютъ уравнен!ю 


Ат? —- А’т’ -- А" 2Вв - 2В'т Е 2В"тм = 0, 


то уравнене (8) будетъ первой степени, т. е. каждая прямая, параллель- 
ная данному направленю, пересъкаетъ поверхность только въ одной 
точк$. Въ этомъ случаЪ плоскость, выражаемая уравнешемъ (9), будетъ 
геометрическое мъсто такихъ точекъ, что прямыя, проведенныя черезъ 
каждую изъ нихъ параллельно данному направлешю, не будутъ пересъкать 
поверхность или  будутъ расположены на поверхности. 

Уравнеше (9) удовлетворяется при всзхъ величинахъ 2 и 7 величи- 
нами 42, У, 2, которыя въ то же время удовлетворяють уравненямъ 
опредзЗляющимъ ценвтръ 


Л. = 0, 1, =0, }', = 0. 
Отсюда слфдуетъ, что вс5 д!аметральныя плоскости проходятъ черезъ 
центръ поверхности, если она имфетъ одинъ центръ, или’черезъ геометри- 
ческое мЪсто центровъ, если она имфетъ ихъ безконечное число. 
493. Если поверхность не имфетъ центра, то три плоскости, опре- 
дЪляемыя уравненти (5), будуть параллельны, или прямая пересъчения 


двухъ изъ нихъ будетъ параллельна третьей. Въ первомъ случа$ мы 
имфемъ. 


Д’== а’, р, Л, = ВР’, - 4, 


гв а, В, р, 4 означаютъ постоянныя; тогда уравнене (9) обратится въ 


(ат, -- В® +1) Р.- тр | па = 0; 


Г 
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при всъхъ величинахъ 72 и 7 оно выражаетъ плоскости, параллельныя 
между собою. Во второмъ случаЪ, если плоскости, опредфляемыя двумя 
уравнен!ями }, —=0, /!, = 0, переезкаются по прямой параллельной 
плоскости }!, = 0, и такъ какъ общее уравнене плоскостей, рек 
щихъ черезъ прямую пересзченя двухъ первыхъ, есть оу", + ВР’, = 0, 
то мы получимъ 


— 9)”. -- В ', 


гд$ а, В, 7’ суть постоянныя; сл$ловательно, уравнеше (9) получитъ видь 


(т 9 7. ®ЕВЛ,-т=0; 


это уравнеше выражаетъ плоскости, параллельныя прямой пересъченя 
двухъ плоскостей 


= тео, 


Такимъ образомъ, даметральныя плоскости поверхностей, не импю- 
цихз центра, параллельны одной и той же прямой или вирАоНен 
между собою. з ь 
_ _ 494. Разсмотримъ направлеше, которому соотвЪтствуетъ д1аметральная 

плоскость. Если за ось 2 возьмемъ одну изъ хордъ, за оси х и у двЪ друмия, 

находяпияся въ д1аметральной плоскости, то уравнеше поверхности для 
всякой системы произвольныхъ величинф перемфнныхъ 1 и у должно 
удовлетворяться двумя равными и имфющими противоположные знаки ве- 
личинами 2; слБдовательно, оно будетъ им$ть видъ 


РА ЕЛ, (<, 9) = 0, 


гдЪ Г, (2,9) означаетъь хункщю двухъ перем$нныхъ хи 9, степень ко- 
торыхъ не превышаетъ 9. Перемъстимъ оси ди У въ плоскости ХОУ, 
сохраняя прежнее направлене оси 2; такое преобразоваше мы сдфлаемъ 
помощю Формулъ Геометри на плоскости. Если Фхункщя 7, (5, у) будетъ 
второй степени, то, какъ мы видзли (кн. Ш, гл. ЦП), можно выбрать 
новыя оси ОХ, ОУ безконечно разнообразно, такъ чтобы эта Фхункщя 
имфлЛа одинъ изъ ВИДОВЪ 


Ма" -- Му Е,, №" - Ох, Му +Е,; 


тогда уравнеше новерхности приведется КЪ ОДНОМУ ИЗЪ ВИДОВЪ 
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() Мэ- № -- РР-НЕ, = 0, 
(1) Му’ | РР -{ 62 =0, 
(Ш) №- РЕ, =0. 


Если Функщя {” будетъ первой степени, то’ посредствомъ подобнаго пе- 
ремвщен!я мы ее приведемъ къ виду Ох, и уравнеше поверхности будетъ 


(ГУ) Рг + 6х =0. 


Наконецъ, если Функщя }’ будетъ постоянная, то уравнение новерхности 


будетъ 
(У) РЕ, =0. 


495. Въ предъидущемъ буквы М, М, Р, © означаютъ постоянныя, 
которыя не равны нулю, а Е, постоянное, которое можетъ быть равно 
нулю. Поэтому, если корни уравненя (Ш) будутъ дЪиствительные, то 
оно выразитъ эллиптичесюй или гиперболичесюй цилиндръ, прямую, или 
двз пересъкаюцияся плоскости. Уравнеше (1\) выражаетъ параболичесвй 
зилиндръ. Вели корни уравнен!я (У будутъ дЪйствительные, то оно вы- 
разитъ дв параллельныя плоскости или одну плоскость. Такимъ обра- 
зомъ видно, что, если не будемъ обращать вниманя на цилиндры, то 
уравненя втораго порядка можно различными способами привести ‘къ 
одному изъ видовъ (Г) и (11). 2 4 ыы 
_ Разсмотримъ уравнеше (Г); приравнявъ нулю частныя его производныя, 
получимъ три уравненя, которыя имФфютъ одно. ршеше; слфдовательно, 
поверхность имфетъ одинъ центръ, начало коорлинатъ. Каждая изъ пло- 
скостей координатъ есть даметральная плоскость хордъ параллельныхъ 
‚ пересвченю двухъ другихъ; въ слфдетве этого свойства он называются 
сопряженными д1аметральными плоскостями. р 

Уравнене (11) выражаетъ поверхности, не имфюция центра, потому 
что уравнеше /”, —= О приводится къ ©) —=0. Плоскость ХОЙ раздЪляетъ 
пополамъ хорды, параллельныя ОУ, а плоскость ХОУ хорды, параллель- 
ныя (07; лиши, параллельныя ОХ, пересъкаютъ поверхность только въ 
одной ТОЧКБ и вЪ этомъ случа$ не будетъ соотвЪтствующей д!аметраль- 
ной плоскости. 


Жаметры. 


496. Мы видъли, что сфчешя, сдьтанныя на поверхности втораго 
порядка параллельными плоскостями, суть сходственныя кривыя (6 483); 
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если эти кривыя будутъ имЪть центръ, то геометрическое мъсто центровъ 
называется заметромз. 
СЪкущая плоскость выражается уравнешемъ 


(10) — ах —|-- ву с2 = | 


въ которомъ а, 6, с означаютъ.постоянныя, а { перемзнный параметръ; 
если въ уравнеши поверхности Т (х, 4, 2’) = 0, замзвимъ д его ве- 
ЛИчИНоЮ 
(11) | в = ый, 

найденною изъ уравнемя плоскости, то получимъ уравнеше проекции 
кривой пересЪчен!я на плоскость ху. Чтобы опредфлить центръ кривой 
проекщи, надобно приравнять нулю производныя, взятыя относительно хи 
у. Но эти производныя можно найти, не дфлая внесения; для этого доста- 
точно къ Функщи РЁ (5, у, 2) приложить теорему сложныхъ Функщй, 
разсматривая 2 какъ хункшю двухъ перемънныхъ д и 9, опредфляемую 
ФОрмулою (11); такимъ образомъ получимъ два уравненя 


5 › 
(12) РЕ, = 0, — Л, =0. 


Если будемъ проектировать кривую на плоскость, то очевидно, что про- 
екця центра данной коивой совпадаетъ съ центромъ кривой проекции. 
Слвдовательно, уравненя (12) въ соединенти съ уравнешемъ плоскости 
опредъляетъ центръ кривой пересфченя. Такъ какъ уравневя (12) не 
содержать перемъннаго параметра [, то они выражаютъ геометрическое 
мъсто центровъ; такимъ образомъ д!аметръ есть прямая, выражаемая 
уравнен1ями_ 


Главиыя шлоскостн. 


497. Между даметральными плоскостями поверхности втораго по- 
рядка, надо отличать въ частности тв, которыя перпендикулярны къ хор- 
дамъ, которыя онЪ дЪлятъ пополамъ, это суть плоскости симетраи Фи- 
гуры; онф называются злавными плоскостями. Прежде мы предполагали, 
что оси координатъ были какмя-нибудь; при опредъленш главныхЪъ плоско- 
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стей мы будемъ предполагать оси прямоугольными. Если черезъ «, В, у 
означимъ косинусы угловъ, образуемыхъ даннымъ направлешемъ съ осями, 
то уравнен1я хордъ можно будетъ предетавить въ видЪ 

х—а чб 2-—с 


{1 В | 7 








гдЪ а, 6, с означаютъ координаты точки [ этой хорды, а х, у, 2 коор- 

динаты какой-нибудь точки этой же хорды. Буква р означаетъ разетояне 

первой точки отъ второй, которое надо принимать со знакомъ -|- или —, 

м по тому, берется ли оно въ данномъ направлени или въ обратном. 
Разстояне Т отъ точекъ перес$ченя кривой съ поверхност!ю опредз- 

лимъ изъ уравнен1я (4) { 486, замфнивъ въ немъ буквы х, 9, 2 черезъ 
р, Вр, 7; тогда получимъ 


(15) В ТК —0 


полагая для краткости 


| тЫ — Ао? -- А’В* |- А”,* — 2ВВу - 2В">В 
(16). Т= а), (а, 6, ©) ВХь (а, 6, о УР. (а, 6, с) 
| [к = 7 (а, б, ‚ ©) 
Если положимъ, что точка 1 неподвижна и если будемъ измфнять углы 
‚ В, 7, то уравнеше (15) можно разсматривать, какъ О по- 
ов въ полярныхъ координатахъ. Коеффищентъь Ю при р? зависитъ 
‘только отъ направленя радтуса вектора; постоянный членъ К зависитъ 
только отъ положешя точки [, а коеффищенть Т измфняется въ одно 
время съ направлешемъ радуса вектора и положенемъ точки Т. 
498. Уравненте дламетральной плоскости хордъ параллельныхъ направ- 
лен!ю (х, 6, 7), будетъ вида 


а. ВР, 1, = 0, 
то есть | ь 


(17) (Ая ВВ В) 2 (В"=- А8-- ВУуу 
-- В’« + ВВ А") 2 | Са СВЕ ("у = 0. 


Пусть А, м, у будутъ косинусы угловъ, которые. образуетъ съ осями 
координатъ нормаль, проведенная къ этой д1аметральной плоскости;-9 уголъ 


нормали. СЪ направлешемъ хордь; ры ПОЛУЧИМЪ 
Бро и БукЕе. ГЕОМЕТРТЯ. 24 


зе 


— 
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Ва. к и О | у 
Аа + В" + В'у` ВНа-- А’ Ву В’ + В8 + А" 
__ № ое т Ве м“ 3.2. со 9 
— (Аа -- ВВ ВУ) в (Ве... 8 


Чтобы д1аметральная плоскость была главною плоскостию, надобно, чтобы 
нормаль, проведенная къ плоскости, совпадала съ направленемъ хордъ; 
слБ5довательно, мы должны имЪть 


` Е ть 1 ® 
Аа -- ВИВ + В!'у —^ ВИе-+ АВ + В Ва ВАМ, 5’ 
тогда уравнеше (17) главной плоскости будетъ 
(19) $ (ме - Ву 12) + Са + 0/8 + Су = 0. 
499. Изъ уравнений (18) находимъ слБдуюпия уравненя 
А-В’, 0, 
(20) В" - (А'— 5)В -- Ву =0, 
В ВВ (А" — 5). =0; 
присоединивЪъ Къ НИМЪ 


(21) &? -|- 0 -- 5? = 1, 


(1 3) С Зы В 7 


10 


получимъ четыре уравнев1я съ четырьмя неизвестными. 

Такъ какъ три неизвЪстныя я, В, у не могутъ въ одно время рав- 
няться нулю, потому что сумма ихъ квадратовъ должна равняться еди- 
ницз, то одно изъ нихъ по крайней мЪр$, напримфръ у, не равно нулю. 
Чтобы ръшить эти уравнен1я, представимъ, что первыя части трехъ 
уравнен!й (20). раздълены на 7; тогда опредфлимъ изъ ‘двухъ первыхъ 


. 0 | . 
величины отношений —, ®; внеся ихъ въ третье; получимъ уравнене, со- 
| и 
держащее только вспомогательное неизвЪстное ю; зная эту величину и зная 


величины отношений к: >, опредзлимъ косинусы посредетвомъ уравне- 
ния (21). | 

Вместо того, чтобы д$иить на у, опредзлимъ изъ двухъ первыхъ 
уравнений (20) величины хи В и внесемъ въ третье, тогда получимъ 
уравнене вида О, у = 0; такъ какъ „о не равна нулю, То положЖимъ 
р, = 0; это есть уравнеше относительно 3. Но очевидно, что много- 
членъ ПО, есть ничто иное, какъ обиий знаменатель Формулъ рфшения 
уравнения (20), разсматриваемыхъ какъ система трехъ неизв$стныхЪ ©, 
В, у. Замфтимъ также, что этотъ многочленъ, можно составить изъ многочлена, 
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который мы означили черезь О ($ 487), замфнивъ въ немъ буквы А, 
А’А" черезь А— В, А’— В, А" —Ю. Такимъ образомъ уравнеше, 
опредБляющее неизв$стное ©, будетъ 


(22) (А-З (А’— 8) (А — (А-З В — А, — 8) В” 
— (А" — 8) В/* + ВВ’ВиИ = 0; 


если разложимъ многочленъ по степенямъ №, то увидимъ, что членъ не- 
зависящий отъ Э будетъ самое количество О. 

500. Если три коефФишента В, В’, В” не будутъ равны нулю, то 
получимъ уравнене боле удобнаго вида для разсмотрфн!я; сдЪълавъ исклю- 
чен!е другимъ образомъ: умножимъ уравнен!я. (20) соотв тственно на В, 
В’, В'' и произведеня вычтемъ по два; тогда получимъ 


(23) 8— АВ В/Ви] «— [(8 — А’) В'-- В"В] 
ь-“ = — А”) в" ВВ! 7. 
(. м @ В у 


ЧЕБЕЗХАНЕЕНЕдАЕЕ: 
дулин БЕ Е ЕЕ роже Еменининини С же: Есик. 
оскне-книнь” 


1 Е: | 1 1 
—АВ-+ВВ” (3-б А)В-ВИВ (3-—А”В”- ВВ! 


Если въ одно изъ т5хъ же уравненй, напримъръ въ первое, внесемъ 
вмфсто «, В, у пропорщональныя величины, то получимъ 


(А — >) И. В" В’ 
та _ Арт РМ "| РА Р// о А! 1} ре. — 5, 
($ — В - ВВ ($ — АВ Ч В”В Г ($3— А’) В” - ВВ! - 
ИЛИ 
"ВВ В””В в ВВ’ . 
($ — АВ--В/ВИ 1 (3 — АЮВ-Е ВИВ! * (8 — АВВ 0, 
ИЛИ | 
1 р 1 | 1 
о И Эра НЕ 
(24) 8-29 Г в В 8—5 ввв" — 0; 
означая черезъ а, , с. величины | 
ГВ | | ВВ! 
——=- , Ая — 
А ‚ А’ — = .- А В 


Разборъ уравнев!1я третьей стешеви. 


501. Разсмотримъ сперва болфе общий случай, когда ни одинъ изъ 


коеффищентовъ В, В’В! не ‘равенъ нулю. Возьмемъ уравнен1е относи- 
тельно № въ видв (24.). 
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Г. Положимъ, ‘что три величины а, 6, с будутъ различны и располо- 
жены по возрастающей величинз. Внесемъ въ первую часть уравнен!я 
(24) вмъсто’ В послФдовательно величины @ Е в, ф--:', с =", гл 

с’, &"”) означаютъ очень малыя положительныя величины. Отъ перваго 

‚сеня первый членъ уравнения будетъ имЪть очень большую числовую 


1 
3 Между тфмъ какъ друге члены будутъ имЪть конечныя 
ичины; слЪдовательно, многочленъ будетъ имЪть знакъ перваго члена. 
но также отъ втораго внесемя второй членъ будетъ имфть очень боль- 


ичину == 


1 
Ю величину ЕН Вт? между т$мъ какъ друге члены будутъ имЪФть ко- 


ныя величины; слЪловательно, многочленъ будетъ имфть знакъ втораго 
на. Точно также отъ третьяго члена многочленъ будетъ имфть знакъ 


1 
ГЬЯГО. члена == Вт 


При измвнени в отъ @-Р е до 6 —:’, первый членъ остается конеч- 
нымъ и ‘'изм$няется непрерывно; такъ какъ эти два числа даютъ результаты. 
съ обратными знаками, то между ними находится одинъ дзйствительный. 
корень уравненя; такимъ образомъ существуетъ  дЪйствительный ' корень. 
уравнетя, заключающийся между а и 6. Точно также увидимъ, что суще- 
ствуетъ второй корень между 6 и с. Существуетъ трети корень, кото- 
рый будетъ больше с или меныше @, смотря по тому, будетъ ли количество 
ВВ’В" положительное или отрицательное. Дъйствительно, когда для Ю 
дадимъ очень болыпую числовую величину, первая часть уравневя (24) 


я слЪдовательно, если количество ВВ’В" будетъ 
положительное, то первая часть при измъненм В отъ с =” до- © 
перемфнитъ знакъ, и сл$фдовательно, существуетъ дЪйствительный корень, 
который больше с; если количество ВВ’В" будетъ отрицательное, то 
первая часть, при измЪнени ю отъ — © до а—:, перем$нитъ знакъ; въ 
этомъ случав третей корень будетъ меньше а. 

Такимъ образомъ въ разсматриваемомъ случа уравнеше имфетъ три 
дъйствительные, неравные корня. Каждому изъ этихъ корней соотвЪт- 
ствуетъ одно, опредъленное направлене хордъ; дЪйствительно, если въ 
уравнении (23) замвнимъ в однимъ изъ корней, то такъ какъ величины, 
находящяся въ ‘трехъ скобкахъ, не равны нулю, получимъ для трехъ коси- 
нусовъ величины конечныя и опредзленныя. 

П. Положимъ, что двф изъ трехъ величинъ а, 6, с, напримфръ а и 
6 равны. Три корня` будуть также дЪйствительны и неравны; но одинъ 


приведется къ — 
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изъ нихъ будетъ равенъ 4. Дъйствительно, уравнение (24), предетавлен- 
ное въ ЦЗломъ видз, будетъ 


(25) _ Ви" (3—5) (3—0 В""В* (8—0) (8— а) 
+ В*В” ($ — а) (8—6) — ВВ'В" (8 — а) 8—5) (8—9=0. 


Если а—06, то первая часть раздфлится на Ю— а, и мы получимъ урав- 
нене второй степени = : 


Ви? (в + В”) ($ — с) + ВВ" (В — а) — ВЕ’В/ (8 в) (8 —6)=0. 


Такъ какъ, при величинахъ: ю, а и с, первая часть будетъ имзть вели- 
чины съ обратными знаками, то это уравнене имфетъ два дЪйствитель- 
ные корня, и одинъ заключается между @ и с. 

Если въ уравнени (93) замвнимъ 8 последовательно каждымъ кор- 
немъ уравнен1я второй степени, то ни одна изъ величинъ, заключаю- 
щихся въ трехъ скобкахъ, не обратится въ нуль, и каждый корень дастъ 
только одно опредъленное направлеше. Для перваго корня @ величины, за- 
ключающуяся въ двухъ первыхъ скобкахъ, равны нулю, но величина въ 
третьей скобкБ не равна нулю; отсюда слфдуетъ, у—==0. Чтобы по- 
вврить уравнеше (20), надобно, кром$ того, взять В’а -- ВВ =0, что, 
опредзлитъ также одно направлене, параллельное плоскости 2У. 

Ш. Наконецъ, если три величины а, 6, с будутъ равны, то два 
корня уравнения (25) будутъ равны а, а трей опредфлитея изъ уравне- 
ня первой степени 


(В Ви" | В"?В* ВВ") — ВВ" (3 — в) —0 


Этому простому корню соотвфтствуетъ одно направлете. Для двойнаго 
корня три уравненя (20) приведутся къ одному В'В!!«-В”ВВ-ЕВЗВ’У—= 
но здЪсь будетъ неопредъленность; вс направлен!я, параллельныя плоскости 
В'В"х +- В”Ву + ВВ’, =0, соотвзтствуютъ этому двойному. корню. 
502. Разсмотримъ теперь случай, когла три косит В, В’, В” 
равны нулю. | 
_ 1. Одинъ изъ коехфищентовъ, напримфръ В/, равенъ нулю. Тогда 
уравнене третьей степени (22) будетъ 


8—4 (8—1) В 4) — ВВ — ВА" = 


Пусть А < А’; внеся въ первую часть — ©, А, А’, + со, ПОЛУЧИМЪ 
результаты соотвЪтственно съ знаками —, , —, -Р; слъдовательно, 
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ег 
уравневе имфетъ три дъйствительные и неравные корня. Для каждаго 
изъ нихъ уравнен!я (20) даютъ опредъфленное направлеше, потому что 


Я 
ИЗЪ ДВУухЪ первыхъ находимъ конечныя величины для отношеши -, -. 


Ц. Два коеффищента, наприм5ръ В’и В” равны нулю. Тогда уравне- 
н!е третьей степени (22) будетъ 


В —№ 8—4) (В — А”) — В] =0 


это уравненте имзетъ. корень А и два дфйствительные и неравные корни, 
опредфляемые уравнешемъ второй степени. Если количество (А — А”) 
(А —А!") — В? не будетъ равно нулю, то ни одинъ изъ двухъ корней 
уравнен!я второй степени не будетъ равенъ А, и, сяъдовательно, три корня 
будутъ неравны. При 8 —А уравненя (20) приведутся къ 


(А —ЮВ- В =0, ВВ А" А) у=0 


которыя удовлетворяются только величинамъ В = 0, у = 0; откуда « ==1; 
что даетъ совершенно опредЗленное направлеше. Для каждаго изъ другихъ 
корней эти уравневя приведутся къ а = 0, (А’— 8) В-Ё Ву = 0, 
которыя также даютъ совершенно опредъленное направлеше. | 

Если (А — А’) (А — А”) — В* — 0, то такъ какъ одинъ изъ корней. 
уравнен!я второй степени равенъ А, уравнене имъетъ лвойной корень А. 
и простой корень. . Простому корвю соотвзтствуетъ опредфленное на- 
правлене; для двойнаго корня А уравневя (20) приводятся къ одному 


(А’— АВ Ву=-0, 
которое опредъляетъ вс5 направленя, параллельныя плоскости 


(А’—А)у-Р Вё = 0. 


=’ 


Ш. Если въ одно время три коехфищента В, `В" В" равны нулю, То 
уравнеше (22) приведется къ. 


_ 8 —^№ (3—4) А’) =0, 


которое корнями имъетъ А, А’, А". Когда эти три корна неравны, то 
изъ уравненй (20) видно, что этимъ корнемъ соотвзтствуютъ направленя, 
соотвтетвенно параллельныя каждой изъ трехъ осей координатъ. Если 
А —= А’, то этому двойному корню соотвфтетвуютъ направленя, па- 
раллельныя плоскости ху. Наконецъ, если -А — А’==А!/, то этому трой- 
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ному корню соотвфтствуютъ всЪ направленя въ пространств$; въ этомт 
случав произойдетъ неопредЪленность, потому что тогда уравненя (20) 
обратятся въ тожество. 

Такимъ образомъ, три корня уравненя третьей степени относительно 
5 всегда дъйствительны. ПШростому корню соотвьътствуеть опрет- 
ленное направлеще; двойному корню — всъ направлентя, параллельныя 
плоскости; тройному корню — всъ направлетя пространства. 

503. Пусть (х, В, 7), («, В’, у’) будутъ косинусы угловъ, образуемыхъ_ 
осями координатъ съ направлениями, соотвЪтствующими двумъ различнымъ 
корнямъ Ю и Ю'. По уравнению (20) получимъ_ 


Ах + ВВ + В/у —= ба, Аа’ 4 ВИ’. В’! == Во, 
ВИх-+ А/В - Ву = 56, В’ А/В’ Ву’ =’, 
| В/«-- ВВ - Ау"= Ву, В’ В’ -- А" — у 


Умноживъ первыя уравневя соотвЪтственно на «’, 0’, у’, вторыя на #, 
В, у и вычтя изъ суммы первыхъ сумму вторыхъ, получимъ 


(9—5) (хе Е ВВ’ 77) =0, 
или 
их’ ВВ" уу’ = 0. 
Слфдовательно, направлетя, соотвътствуюичия двум различным кор- 
ням, перпендикулярны между собою. 
Отсюда слздуетъ, что направления, соотвътетвуюция двойному корню, 
перпендикулярны къ направаленю, соотвзтствующему третьему корню. 


Число главикххь илоскостей. 


504. Д!аметральная плоскость хордъ параллельныхъ и [%. 
7 опредфляется уравнешемъ (19) & 498. 


5 (22 - Ву 72) -- (С СВО") =0. 
Такимъ образомъ, каждому направленю х0рд%, опредъляемому корнемь 
Ю, который не равень нулю, соотвьтствуеть злавная плоскость. 

Если корень № будетъ нуль, то главной плоскости не будетъ. Однако, 
если мы имфемъ Ох - С’В -- Су = 0, то уфавневя (19) обратятся въ 
тожество, и положене главной плоскости  будетъ неопредЪленно; тогда 
всякая плоскость, перпендикулярная къ направлению хордъ, будетъ главная 
плоскость; поверхность въ этомъ случаз. булетъ цидиняричесвая. Воли _ ко- 
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рень © будетъ нуль, то по уравненю_ (15) соотвётетвуюцщия прямыя пе- 
ресъкутъ поверхность только въ одной точкф. 

Замфтимъ, что уравнеше относительно 3 имъетъ по крайней мёръ 
ОДИНЪ корень, который не равенъ нулю; потому что три корня будутъ 
равны, если только В = В’ — В" — 0; тогда эти корни, будучи равны 
А, А’, А", не равны всЪ три нулямъ, безъ чего данное уравнеше нё 
будетъ второй степени. Это свойство уравнен{я (22) можно доказать нё- 
зависимо отъ изложенной теори. Въ самомъ дЪфлф, если бы три корня: 
были нули, то, приравнявЪъ нулю коефФищенты при 2? ию, получили-ли бы 


АА! -- А” — 0, АА! А’А Ч АА — В — В" — В"? — 0; 


если изъ квадрата перваго количества вычтемъ удвоенное второе, то 
получимъ 


А?-- А! НА! 28 28’? В"? —0; 


откуда А —= А! — А’! — В’ = В" —=В —0, и уравнеше боле не бу- 
детъ второй степени. Такимъ образомъ, всякая поверхность второй степени 
имфетъ ло крайней мЪрЪ одну главную плоскость. 

505. Мы видъли ($ 494), что уравнене второй степени, исключая ци-- 
линдра, можно’ привести къ одному изъ двухъ видовъ 


< МА МЕРА, = 0, (9 №" РА 9#=0 


первое относится къ поверхностямъ, имфющимъ одинъ центръ; второе 
къ поверхностямъ, которая не имфетъ центра. Если даметральная пло-_ 
скость, которая служила для приведен!я, будетъ главная плоскость, то, 
такъ какъ можно едфлать приведения выспия, взявъ въ главной плоскости 
дв$ прамуогольныя оси, уравнене поверхности приведется къ одному изт- 
двухъ видовъ (&) и (8) въ прямоугольныхъ координатахъ. 


ГЛАВА И. 
_Приведен1е уравнен!1я второй степени. 


Въ предъидущей главз мы видЪли, что уравнеше второй степени 
можно привести къ одному изъ простзишихъ видовъ 


Ма? -- №? Е РР Е, = 0, Му -- Рё -{- @5 =0, 
№ - РР--Е, —=0, РА Ох —=0, РАНЕ, = 0, 
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въ прямоугольныхъ координатахъ. Остается намъ показать, какимъ образомъ 
на практик дФлается это приведеше. _ 


Шервый случай. 0 = 0. 


506. Сперва переносимъ оси параллельно имъ самимъ въ центръ по- 
верхности; тогда уравнеше второй степени 


(1) _ А -- А’? А"? -- 2Вуё -- 28’ Е 2В"2у 
| 20% 20’ 20" Е = 0, 

обратится въ 
(2) А? -- Ау? -- А"? -- 2Ву: -- 28'25 -- 2ВИжу Е, = 0; 
коефхфищенты членовъ второй степени не измфняются и мы вычисляли по- 
стоянное Е, ($ 489). | _ | 

Сперва положимъ, что три корня уравнен!я третьей степени относи- 
тельно З различны и означимъ ихъ чёрезъ В, В/, 5"; пустъ (<, В, 7), 
(«', В', у’) («", В", у") будутъ косинусы угловъ, образуемыхъ съ осями 
направленшями, соотвЪтствующими этимъ тремъ корнямъ. Если перемфнимъ 
оси координатъ, принимая эти три направлешя за направленя новыхъ 
оси, то Формулы преобразован!я будутъ. 


| д — ож’ - ау’ а", 
(3 у Вай ВН Ви, 
де |: в — НУ! ав 
и уравнеше. поверхности приметъ видъ 
Му” -- Му? | Р2? + зн . == 0, 
потому что оно не должно содержать произведенй перемзнныхъ. Но 
М = Аг? -- А/В | АИ)? | 288,  2В'у«-ф 2В"о8, 


т.е. М—= 5 ($497). Подобнымъ разсужденемъ найдемъ № — 8’иР — 5". 
Такимъ образомъ въ этомъ случа приведенное уравнеше будетъ 


(уче Ва’? | Ву Ви Е, = 0. 


507. Легко увидЪть, что коеффищенты при произведени перемзн- 
ныхъ въ новомъ уравнени равны нулю. Возьмемъ напримфръ коехфищентъ 
2В, члена У’ 2’; мы имфемъ 
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В, = Алам! - А’В'В" - АИуу" -- В (у ур") 
ОВ’ (И ху") В" ("р В"). 


Если умножимъ об части каждаго уравненя 


—- В"! -- ей = Си, 
Ви! Ви = 98 
В! -- ВВ’ = А"у!'— Бу", 


соотвзтетвенно на «/”, В", у!" и потомъ сложимъ, то получимъ 
В; = 8’ (аи В" уу") 


Такъ. какъ оба направления (*х’, 0’, 7’,), (=!", |3", у") взаимно перпендику- 
ла, то заключаемъ, что В, =0. Точно также найдемъ, что В’, =В", = 0. 

_ 508. Если два корня уравнения третьей степени будутъ равны, то 
простому корню будетъ соотвфтствовать опредъленная главная плоскость, 
а двойному корню безконечное число хордъ, параллельныхъ этой плоскости. 
Если за новыя оси возьмемъ двз перпендикулярныя прямыя, расположен- 
ныя въ этой плоскости, и перпендикуляръ, проведенный къ плоскости, 
то можно будетъ приложить предъидуций р, и мы получимъ 
‘уравнеше 


о (2? у?) | 6/7 272 —- Е, — 0, 


которое выражаетъ поверхность вращения около оси ОЙ. Наконецъ, если 
три корня будутъ равны, то, взявъ какя-нибудь новыя прямоугольный. 
оси, уравнеше будетъ всегда 5 (2” + у Е Е, = 0; оно можетъ 
выражать только шаръ. 


‚Второй случаи. РО =0. 


509. Въ этомъ случа сперва перемфнаяютъ направлене осей, при- 
нимая за новыя оси направлен!я, соотвЪтетвующия корнямъ уравнения 
‘третьей степени, или, если корни этого уравнешя будутъ равны, одну 
изъ системъ въ безконечномъ числБ трехъ прямоугольныхъ направлений, 
онредфляемыхъ этими корнями. Мы докажемъ, подобно тому какъ док9- 
зали алгебраически въ предъидущемъ случа, что В, =В!, = В", = 0; 
коехфищенты квадратовъ перемвнныхь имфютЪ также величины 5, 5', ©’. 
Слфдовательно, если одинъ коревь $ будетъ пу и если за ось ОХ" 
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возьмемъ направлене, опредъляемое этимъ в то уравнен!е поверхно- 
ети ое 


о’ у 52 420, д’ 20, ‘у! ых НЕО. 
Величины коеффищентовъ суть 


С, = Си ("ВЕ С",, 
0’, =Са’ НО’ СИу/, 
Си, Са" С’Ви-- Сум. 
Перенеся оси параллельно имъ самимъ, приведен» предъидущее уравне- 
не къ виду д 
5/4? 8"? - 2С,х = 0, 
если (. не будетъ равно нулю; и къ вииу | 
2152 Е, —= 0, 
если С, будетъ нуль. Коеффищентъ С., который входитъ въ приведен- 
ное ‘уравнеше, есть коеффхищентъ, который соотвЪтствуетъ простому 
корню 8 = 0. _ г 
Если оба корня 3 и 8’ будуть равны нулю, то отъ перваго преобра- 
зованя уравнене будетъ 


Зи’ 20:2’ 20 у’ Е 9." Е —. 


Мы видфли, что для этого двойнаго корня ® = 0 уравнешя (20) $ 499 
приводятся къ одному уравненшю. Чтобы. опредълить одно изъ соотвзт- 
ствующихъ направленй, можно къ этому уравненю прибавить второе 
уравнение, взятое произвольно; мы возьмемъ 


С — (См -- С/В!'- С”, "— 0. 


Потомъ другое направлеше будетъ совершенно предфлено, точно также, 
какъ коеффищентъь С”. Положивъ’ это, перенесемъ оси параллельно имъ 
самимъ; тогда уравненте приведемъ къ виду 


_ 2? 20 т =). 
если С, будетъ отличаться отъ нуля; и если С, будетъ нуль, къ виду 
В'Р-ЕЕ, = 0. . з 
910. Замъчаше. Если два корня 5’ и и равны между собой, но 
не равнм нулю, то поверхность будетъ поверхностю вращеня. Если три 


коеффищента В, В’ В" не будутъ равны нулю, то, чтобы имЪфть двой- 
ной корень, услов1я будутъ ($ 501) 
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оз ЗМ С ров со ВВ! 
и 


а направлене оси опредфлится формулами 


жила. асБиилетдиикклытт 


и о Ао 
ВВ” ВВ ВВ’ 


Если только одинъ изъ коеффищентовъ В, В’, В" будетъ равенъ нулю, 
то Уравнеше относительно 8 никотда не будеть имЪть двойнаго корня. 
Если два ‘коеффитента В’, В” будутъ нули, то для двойнаго корня 
услов!е будетъ ($ 502) р 


(А — А) (А" — А) — В" =0, 


и мы получимъ 
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Эллипсоид ъ. 


511. Уравнене поверхностей втораго порядка, которыя имЪютЪ одинъ 
центръ, мы привели къ виду 


ай 1 8? 4 $72 = Н, 
отнеся поверхность къ ея тремъ главнымъ плоскостямъ. 

Положимъ сперва, что три корня имЪютъ одинъ знакъ, напримЪръ -. 
Если постоянный членъ Н будетъ отрицательный, то уравнеше не можетъ 
быть удовлетворено координатами ни какой точки простравства. Если 
постоянный членъ Н будетъ нуль, то уравнене ‘удовлетворится только 
при х = у === 0; оно выражаетъ только одну точку, начало коорди- 


натъ. Разсмотримъ наконецъ случай, когда Н есть величина положитель- 
ная, и положимъ | | 


= -н и 
Я — <, 6 = 


©? с — 5") 
тогда уравнеше будетъ 


и, 
и вы На=! 
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Координата 2 можетъ измняться только отъ — @ до -- а, Уоть — 6 
до-Е В, 2 отъ-— в дос. Отложимъ по оси 
д въ обЪ стороны ‘отъ начала координатъ лини 
ОА и ОА’, равныя а; по оси у лини ОВ и 
ОВ’, равныя 6; по оси 2 лини ОС и ОС’, 
равныя с (4.. 289). Вообразимъ себЪ черезъ 
точки Ди А’, ВиВ’, Си С’ плоскости со- 
отвфтственно параллельныя плоскостямъ У07° 
ЛОХ, ХОУ; тогда вся поверхность будетъ 
заключаться въ прямоугольномъ параллелепи- 
пед, составленномъ такимъ образомъ. Эта поверуность называется эллит- 
60%00м5. | 

512. Начало координатъ есть уентръ эллипсоида. Плоскости корди- 
натъ, которыя суть три злавныя плоскости эллипсоида, пересфкаютъ но- 
верхность по тремъ эллипсамь АВА’, ВСВ’, САС’, которые называются 
члавными съчевями эллинсоида. а 

Если поверхность пересвчемъ плоскостию параллельною. плоскости У07, 
то въ сфчеши получимъ эллипеъ _ 


Фиг. 289. 





а? 72 | 2? 


Ра = 


цевтръ котораго Г находится на оси %. Такъ какъ каждыя дв точки 
кривой симметричны относительно центра Г, 
то точки поверхности симетричны по двЪ от- 
носительно прямой ОХ, которая, слфдовательно 
есть ось поверхности. По м®рЪ того, какъ с$- 
кущая плоскость удаляется отъ главной пио- 
скости УОЙ, т. е. когда дж измВняется отъ 0 
до @, эллипеъ съчешя остается всегда по- _ 
добенъ эллипсу СВС’, но уменьшается до 
точки. То же самое будетъ съ сфченями параллельными каждымъ двумъ 
пругимъ главнымъ плоскостямъ. Такимъ образомъ эллипсоидъ имфетъ три 
оси, которыя суть перес$ченя главныхъ плоскостей по двЪ. Концы осей 
называются. вершинами ` эллипсоида. Если положимъ а> 6> с, то За 
будетъ большая ось, 9$ средняя, 2с малая. 

Пусть М будетъ какая-нибудь точка эллипсоида (физ. 290); черезъ 
эту точку и большую ось проведемъ плоскость; эта плоскость пересъ- 
каетъ поверхность по сомкнутой кривой втораго порядка, т. е. по эллипсу; 


Фиг. 290. 
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въ слфдетви симетрии оси этого эллипса суть прямая АА’ и даметръ ОО’, 
по которому с$кущая плоскость перес$каетъ главный эллипсъ СВС/В’. 
ралусъ ОП, заключающийся между двумя осями 6 и с этого главнаго 
эллипса, больше с; но съ другой стороны радгусъ ОМ заключается между ОБ 
и а: слфдовательно, этотъ радтусъ заключается между си а. Отсюда заклю- 
чаемъ, что наибольший радлусъ эллипсоида есть большая полуось ОА, 
наименыйй — малая полуось ОС. 


баметральвыя плоскости и даметрьх. 


513. Разсмотримъ рядъ хордъ параллельныхъ прямой 


© __ У м 


[. в У’ 
тогда соотвътствующая даметральная плоскость (\ 491) зырадито урав- 
ненемъ 


ев и. _ 
(2) | | (17 -- 2 с? г - 0. 


Обратно, всякая плоскость, проходящая черезъ центръ, есть даметральная 
плоскость; въ самомъ дфлЪ, пусть будетъ плоскость 


Ах -Е Ву | (2 =0;. 


эта плоскость совпадетъ съ предъидущею д!аметральною плоскост1ю, если 


у 


. о Г АО 
(3) о мВ — С° 





Таковы суть соотношевя, которыя существуютъ. между направлешемъ 
хордъ и направлешемъ сопряженной даметральной плоскости. Очевидно, 
что д1аметральная плоскость пересзкаетъ поверхность по сомкнутой кри- 
вой втораго порядка, т.е. по эллипсу. Каждая точка этого эллипса есть 
точка прикосновения прямой ‘параллельной хордамъ и касательной къ по- 
верхности; эти касательныя составляютъ цилиндр, касающийся эллипсоида 
по длинъ этаго эллипса и огибающей. 

514. Извьстно, что съченя, сдъланныя въ эллипсоидв параллельными 
плоскостями, суть лодобные эллипсы ($ 483). Пусть Аз -Н Ву - 02: =( 
будетъ уравнеше плоскости, въ которомъ А, В, С суть постоянные 
коехфищенты, [ перемвнный параметръ; тогда геометрическое мЪето 
центровъ этихъ эллипсовъ или даметръ будетъ прямая ($ 496) 
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д & 
(4) п 
проходящая черезъ центръ поверхности. 

Этотъ даметръ будетъ сопряженнымъ д1аметральной плоскости, парал- 

лельной сфкущимъ плоскостямъ, потому что коеффищенты прямой И п40- 
скости удовлетворяютъ уравненямъ (3). 
_ Обратно, всякая прямая, проходящая черезъ центръ, есть д1аметръ; 
дъйствительно, если проведемъ ламетральную плоскость, сопряженную 
этой прямой и параллельныя свкущя плоскости, то гоометраяеское мвето 
центровъ совпадетъ съ данною прямою. 

Въ этомъ случаБ уравнене касательной плоскости ($ 476) будетъ. 


(5) _ У, 57. В. 


Эта касательная плоскость брыный дламетральной плоскости сопря- 
женной д1аметру, который идетъ отъ центра къ точк$ прикосновеня; дЪй- 


| Хх в. 
ствительно, ТакъЪ кКакъЪ этотъ дламетръ уравнетями иметъ ви 2’ 


то ихъ коеффищенты и коеффищенты плоскости удовлетворяють уравне- 
н1ямъ (3). 


Сопряженные жаметрьх. 


515. Три маметра образуютъ систему сопряженных фаметровз, 
когда каждый изъ нихъ сопряженъ плоскости двухъ другихъ. Мы уже 
видфли, что существуетъ подобная система ь 
д1аметровъ ($ 494); проведемъ произвольно 
первый д1аметрь ОШ (фщ. 291) и раз-_ 
смотримъ сопряженную д1аметральвую плос- 
кость. ‘Эта плоскость пересзкаетъ эллип- 
соидъ по эллипеу; возьмемъ два каке-ни- 
будь сопряженные даметра ОЕ, ОЖ этого 
эллипса; тогда три д1аметра ОО, ОЕ, ОЕ | 
образуютъ систему сопряженныхъ д1аметровъ: дфйствительно, если за оси 
координатъ возьмемъ три прямыя ОШО, ОЕ, ОЕ и если черезъ а’, 6, с’ 
назовемь три радтуса ОР, ОЕ, ОЕ, то по & 494 уравнене эдлипсоида 
представится въ вид 


Фиг. 291. 





р! с! ых 
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Отсюда заключаемъ, что три оси координатъ образуютъ систему со- 
пряженныхъ даметровъ, или, что три плоскости координатъ образуютъ 
систему сопряженныхъ д1аметральныхъ плоскостей. 

Изъ этого уравненя видно, какимъ образомъ измвняются параллельныя 
съченя; если пересъчемъ поверхность плоскостио параллельною даме- 
тральной плоскости У'ОЙ!’, то получимъ эллипсъ 


| 12 ‘ [4 /% 
9 а че 


сходственный даметральному эллипсу ЕОГ и центръ котораго находится 
на даметрь ОШ въ точкь 3; этотъ эллипеъ уменышается по мЪрв того, 
какъ сБкущая плоскость отдаляется отъ д1аметральной плоскости; онъ об- 
ратится въ точку 0, когда сфкущая плоскость проходитъ черезъ эту 
точку, и тогда плоскость будетъ касаться поверхности; далёе плоскость 
не пересъкаетъ поверхность; другими словами, она пересзкаетъ его по 
мнимому эллипсу, центръ котораго дзйствительный и находится на про- 
должени ОП. То же самое будетъ съ другой стороны. 

516. Отыщемъ теперь соотношен!я, которыя существують между на- 
правленями трехъ сопряженныхъ д1аметровъ ОО, ОЕ, ОЕ. лай че- 
резъ «, В, у коеффишенты перваго даметра, черезъ «’, В’, у’ коеффи- 
щенты втораго, черезъ =”, ВМ, У" коехфищенты третьяго. Тогда урав- 
нен!е плоскости, сопряженной даметру ОО, будетъ - 


—. ыы —- ==> » —— 


#7 | ВУ | аб 
ет о 


_такъ какъ эта. плоскость заключаетъ д1аметрь ОЕ, то получимъ соотно- 
шен!е 


в 


ое! ВБ’ 
я Г 


'Такимъ образомъ получимъ три соотношен!я 








(5) 


которыя выражаютъ, что каждый даметръ есть сопряженный плоскости 


‘каются двЪ плоскости ЕОРЕ, Е’ОЕ’, ОН и ОН’ 


эллипсоидъ. 433: 


двухъ другихъ. Первое изъ этихъ соотношенй выражаетъ, что два д!а- 
метра ОО, ОЕ сопряжены между собой. 

517. Разсмотримъ двф системы сопряженныхъ д!аметровьъ ОПЕРЕ, 
ОР’Е’Е’ (фи. 292). Пусть ОС будетъ маметръ, по которому перес$- 
Фиг. 292. 
дламетры сопряженные ОС въ этихъ двухъ вау 
плоскостяхъ. Если, оставляя О), замфнимъ с0- = _ ним 
пряженные д1аметры ОЕ, ОГ двумя другими со- | 
пряженными дтамеграми ОС, ОН того же э4- 
липса, то сумма квадратовъ не изм5нится. Точно 
также если, оставляя ОГ’, замфнимъ два со- 
пряженные даметра ОЕ’, ОЕ’ двумя другими 
сопряженными даметрами О@, ОН’ того же эллипса, то сумма квад- 





 ратовъ не измЪФнится. Такимъ образомъ получимъ дв$ системы сонря- 


женныхъ даметровь ОСНО, ОбН”О’, которыя имъютъ общий даметръ 
ОС; двф ‘друмя, будучи расположены въ даметральной плоскости, сопря- 
женной О(у, принадлежать одному и тому же эллипсу; слдовательно, 
сумма квадратовъ будеть одна и та же. Такимъ образомъ сумма ива- 
дратовз трехз сопряженныхь ЯФаметровь есть величина постоянная, 
% сльдовательно, равна суммъ квадратов5 осей. 

Точно также докажемъ, что объем. параллелепипеда, построеннило на 
трехз сопряженныхь Яаметрахз, есть величина постоянная. Еели си- 
стему ОПЕГ замънимъ системою ООСН, то объемъ не измЪнитея, по- 
тому что два параллелепипеда имфютъ равновеликя основашя, параллело- 
граммы КОК, СОН, и одну и ту же высоту, перпендикуляръ, опущенный 
изъ точки О) на плоскость оснований. 


Юруговыл с Бченя. 


51$. Между плоскими сЪчен!ями эллипсоида особенно надо разсемо- 
трЪть круговыя сфченля. Положимъ, что даметраль- Фиг. 293. 
ная плоскость перес$каетъ эллипсоидъ по кругу (фз. 
293); пусть ОШ будетъ сопряженный дламетръ. Если 
въ плоскости круга возьмемъ проекцю ОШ, ОЕ 
и ламетрь ОГ, перпендикулярный къ ОЕ, то по- 
лучимъ систему трехъ сопряженныхъ даметровъ; но 
даметръь ОГ перпендикуляренъ къ сопряженной да- 


метральной плоскости ОЕ: слздовательно, эта плоскость есть главная 
Брго и Буке. ГЕОМЕТРИЯ. 23 
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илоскость, а ОГ есть одна изъ осей поверхности. Такимъ образомъ дла- 
метральныя плоскости, которыя пересфкаютъ эллипсоидъ по кругамъ, про- 
ходатъ черезъ одну изъ осей поверхности. Эта ось есть средняя ось ВВ’ 
эллипсоида: дЪйствительно, мы вид®ли ($ 512), что если съкущая плоскость 
проходитъ черезъ большую ось АА/, то обЪ оси. эллипса необходимо раз- 
личаются: то же самое будетъ, когда сфкущая плоскость проходитъ че- 
резъ малую ось СС”. 

Когда сЪкущая плоскость проходитъ черезъ среднюю ось ВВ’, об 
оси эллипса пересвченля будутъ ось ВВ’ и маметрь ОО’, по которому 
сфкущая плоскость пересфкаетъ главный эллипсъ 
АСА’ (фи. 294). Дэметрь ОО’, который из- 
мфняется отъь СС’ до АА’, можетъ быть ра- 
венъ ВВ’, и тогда свчене будетъ кругъ. Изъ 
точки О, какъ центра, радусомъ, равнымъ 6, и 
въ главной плоскости АСА ! опишемъ дугу круга, 
которая пересфчетъ главный эллипсъ въ Ри Е; 
проведемъ даметры ОР и ОЕ; тогда дв$ да- 
метральныя плоскости ВОО, ВОЕ пересвкутъ эллипсоидъ по кругамъ. 
Отсюда заключаемъ, что э4/1и7с0и05 сё тремя при осями 4мъет5 
9в% ряда крузовыхь стъченй. 

Если эллипсоидъ будетъ эллипсоидъ вращенйя, то обф плоскости вор, 
ВОЕ сольются съ главною плоскостю, перпендикулярною къ оси вращевня, 
т. е. съ экваторомъ поверхности. Въ этомъ случаз будетъ только одинъ 
рядъ круговыхъ сфченйй. 

О существованм круговыхъ с5чей можно судить по уравненю эл- 
липсоида, представленному въ видъ 


Е 27 ть бык й И Г\. 
а (ии) (ны) 


Фиг. 294. 





Т т 1 
Если черезъ = И -; означимъ положительныя количества ;, — 


1 т. ый 
_ р То уравневше будетъ 


т Е. ры = ( + 


Нересвчеше поверхности плоскостию — = - = % тд « есть произвольное 


постоянное, находится на шар$ 


ЭЛлИПСОидЪ. 435 


жи - =? /х 
ит ыы 
\.77% 


в 
такимъ образомъ получаемъ первый рядъ круговыхъ сфченмй. Плоскость 
ь > 


7 5 ' ® «» 
ых — @ опредфляетъ второй рядъ круговыхъ сфчевй. 


— 


Изъ предъидущаго уравнен!я видно, что квадратъ касательной, прове- 
денной изъ какой-нибудь точки эллипсоида къ шару 22 + 9? 2 — 65°, 
находится въ постоянномъ отношении съ произведенемъ разстоявй этой точки 


1 27 
отъ двухъ даметральныхъ плоскостей — —-—, — 0, которыя называются 
у: 2% 


крузовыми плоскостями. 


№ асательная плоскость. 


_ 919. Уравнеше касательной плоскости, проведенной къ эллипсоиду ВЪ 
точкф (5’, 4, 2!) есть 


2! 


= и =, ыы 


Это уравненше можно представить въ другомъ видЪ, который очень полезно 
знать. Представимъ касательную плоскость уравненемъ 


эр | Ву -{- 72 =1, 


гдв я, В, у суть косинусы угловъ, которые нормаль, проведенная къ пло- 
скости, образуетъ съ осями, а { разстоян1е плоскости отъ начала коорди- 
натъ. Сравнивъ эти два уравненмя, получимъ соотношеня 





ка У 
А ое, од ть 
р: е а. ба — @ ие 7 Вт И ата? -- 6288 -Р су? 


опред$ливъ величину [, уравнене касательной плоскости будетъ 


(6) хх —- 69 -- 75 — У да? —- 626? -- 6?5?. 
Для примфра разсмотримъ три касательныя плоскости, перпендикулярныя | 
между собой 


му = Усе трея роз, 
хе Бу уз = У аа? -- ЗВ" зу”, 
ато ВИ уе У аль" -свуи, 


Ро" 
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гдБ девять косинусовъ удовлетворяютъ соотношенямъ & 421. Возвысивъ 
эти уравненя въ квадратъ и сложивъ, получимъ уравнене 


ИУ ЕечЬ о 


откуда заключаемъ, что зеометрическое мъото вершинз треранниковь 
_прямоуюльныхе, вписанныхе в5 эллитсоид5, есть шеарб. 


ГЛАВА ТУ. 
Гиперболоиды. 


Разсмотримъ теперь случай, когда три корня уравненя относительно 
5 не имзютъ одинаковыхъ знаковъ; положимъ, напримЪръ, что два корня 
5 и 5’ будутъ положительны, а третй отрицательный. 


№ онусъ. 


520. Если постоянный членъ Н будетъ нуль, то уравнеше 
в ву НЮ’? —= 0, 


будучи однородно относительно х, У, 2, выразитъ конусъ ($ 464). Если 
ПОлОЖИМЪ х 
— 5! 


{а10° х — ие ап В — и". 


то уравнеше будетъ вида 








(1) у У 0 
+9023 х Г 18105 В 
Главная плоскость ХО пересЪкаетъ поверхность по двумъ прямымъ 
ОА, ОА’, образующимъ съ О уголъ равный <; главная плоскость УОЙ 
по двумъ прямымъ ОВ, ОВ’, образующимъь съ ОЙ уголь равный В 
(физ. 295). Главная плоскость ХОУ переефкаетъ поверхность только въ 
одной точкф. Всякая плоскость, параллельная плоскости ХОУ, даетъ въ 
съченши эллипсъ АВА’, уравнеше котораго есть. 


2" 1 у — 2" 
О ТУ, ! 
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этотъ эллипсъ, центръ котораго Г находится на оси О, неопредвленно 
увеличивается, по м$фрф того какъ сЪкущая плос- 
кость отдаляется отъ вершины. Такимъ образомъ можно 
разсматривать, что конусъ образуется прямой, кото- 
рая вращается около точки О, перемфщаясь по эл- 
липсу АВА’. Положивъ, что № боле Ю’, а слБдо- 
вательно, х менЪе 2, увидимъ, что уголъ, составляе- 
мый образующею ОМ съ осью ОЙ, измъняется отъ 
& до В. Конусъ состоитъ изъ двухъ равныхъ поло- 
стей, расположенныхъ по 06$ стороны вершины. 
Такъ какъ уравнеше конусовъ втораго порядка при- 
водится къ виду (1), то отсюда слфлуетъ, что всякой конусъ втораго 
порядка можно разсматривать, какъ прямой конусъ съ эллиптическимъ осно- 
вашемъ. Плоскости, перпендикулярныя къ каждымъ двумъ другимъ осямъ 
ОХ и ОУ, пересъкаютъ конусъ по гиперболамъ, центры которыхъ нахо- 
дятся на этихъ осяхъ. Три оси координатъ суть оси конуса; одна, ОЙ, 
находится внутри конуса, дв друпя снаружи. Относительно каждой 
изъ этихъ осей кэкая-нибудя точка конуса имфетъ ей симетричную на 
другой полости; относительно первой оси точка иметь ей симетричную 
на той же полости. 
Если 8 = 98', или х — 8, то конусъ будетъ конусомъ вращения око.10 
прямой 07. 


Фиг. 295. 





Гиперболовдь объ одной полости. 


521. Положимъ, что постоянный членъ Н есть величина положи- 


тельная и 
—\/н Но лы И 
@== а 6 — уе. с = а 


тогда уравнене поверхности будетъ имЪть видъ 
17? $ 23 
(2) 5Гы яз =1. 


Главная плоскость ХОУХ пересъкаетъ поверхность по эллипсу АВА’ 
(физ. 296); главная плоскость ХОЙ по гиперболь, поперечная ось кото- 
рой есть АА’, а 07, мнимая; главная плоскость УО7, пересъкаетъ поверх- 
ность точно также по гиперболв, поперечная ось которой есть ВВ’, аОЙ 
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мнимая ось. Если пересфчемъ поверхность плоскостями, параллельными 
плоскости ХОУ, то получимъ подобные эллипсы 
2 2 2 
ВЕНЕ 

центры которыхъ находятся на ОЙ; эти эллипеы неопредвленно увеличи- 

| ваются, по м5рЪ того какъ сфкущая плоскость от- 
даляется отъ главной плоскости въ 06$ стороны; 
наименьытий эллипсъ АВА!, опредвляемый главною 
плоскостю, называется зоржевымз эллитсомз. От- 
сюда видно, что поверхность состоитъ изъ одной 
непрерывной полости, которая простирается неопре- 
ДБленно, расширяясь болфе и боле съ каждой сто- 
роны плоскости горжеваго эллипса. Новерхность эта 
называется %7ерболоидом5 0б5 одной полости. . 

Плоскости, параллельныя плоскости ХОЙ, пере- 
съкаютъ поверхность по подобнымъ гиперболамъ, 
центры которыхъ находятся на ОУ; точно также 
плоскости, параллельныя УОЙ, пересъкаютъ по- 
верхность по подобнымъ гиперболамъ, центры которыхъ находятся на 
ОХ. Отсюда сл$дуетъ, что гиперболоидъ объ одной полости имФетъ три 
оси; двз дЪйствительныя АА’и ВВ’ и одну мнимую ОЙ. ДвЪ дЬйстви- 
тельныя оси суть оси горжеваго эллипса; мнимая ось (0 находится внутри 
поверхности. . 

Если дв дфйствительныя оси будутъ равны, то с5чешя, параллель- 
ныя плоскости ХОУ, будутъ круги, а поверхность будетъ поверхностью 


вращеня; она образуется гиперболою, которая вращается около ея мни- 
мой оси 0Й. 


Фиг. 296. 








Гишерболондь © двухъ полостяхъ. 


522. Разсмотримъ наконецъ случай, когда постоянный членъ Н бу- 
детъ величина отрицательная; если положимъ 


—_® /-Я «ИН о _щ/Щв. 
= У = У 5, ‹=Уз; 


то уравнене будетъ имЪъть видъ 


с? 


(3) пи 1. 
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Двз главныя плоскости ХОЙ, УОЙ пересзкаютъ поверхность по гипер- 
боламъ, поперечная ось сс’ которыхъ равна “2с и 
имфетъ направлеше по оси ОЙ (фи. 297). Глав- 
ная плоскость ХОУ нё пересъкаетъ поверхность. 
СЪчене, сд$ланное плоскостю, параллельною плос- 
кости ХОУ, есть эллипсъ 


Фиг. 291. 





но этотъ элаипсъ будетъ дЪйствительный только тогда, 
когда абсолютная величина 2 будетъ больше с; по- 
этому, если черезъ каждую изъ точекъ С и С’ про- 
ведемъ плоскость, параллельную плоскости ХОУ, то 
мы не получимъ никакой точки геометрическаго м$- 
ста, расположеннаго между этими двумя плоско- 
стями. Если сфкущая плоскость будетъ удаляться 
отъ точки С, то эллипсъ, который быль прежде точкою, будетъ неопре- 
дъленно увеличиваться; и точно также съ другой стороны отъ точки С’. 
Отсюда видно, что поверхность состоитъ изъ двухъ безконечныхъ поло- 
стей, раздЪъленныхъ между собой; эта поверхность называется 9%пербо- 
л0и00м5 0 двухь полостяхь. Поверхность имзетъ три оси: одну дЪйетви- 
тельную СОСТ и двЪ мнимыя ОХ и ОУ. | 

Если двБ мнимыя оси 2а и 26 будутъ равны, то поверхность будетъ 
поверхность вращеня; она происходить отъ обращеня гиперболы около 
ея понеречной оси СС'. 





Асимитотичееый конусъ. 


523. Гиперболоиды называются сопряженными, когда они имЪютъ 
одинъ и тотъ же центръ и однЪ$ и ТБ же оси по величин и направле- 
ню, и когда дфйствительныя оси одного гиперболоида будутъ мнимыми 
осями другаго. Ясно, что уравнене | 


| 
< 


— ==] 


ый 
8 г 6* с? 
выражаетъ два сопряженные гиперболоида. Сфкущая плоскость, проведен- 
ная черезъ ось ОЙ, пересфкаетъ эти двЪз поверхности по гиперболамъ; 


поперечная ось гиперболы, расположенной на гиперболоидь о двухъ по- 
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лостяхъ, есть лия СС’; гипербола, расположенная на гиперболоидф объ 
‘одной полости, имъетъ поперечною осью даметръ, по. 
которому сзкущая плоскость пересъкаетъ горжевый 
эллипеъ. Пусть у — 72 будетъ уравнен{е сфкущей 
плоскости; тогда уравнене 


Фиг. 298. 


2 3-8 $ 
а 
х которое получается отъ исключенмя у, опредълитъ 
| проекщи кривыхъ пересфченя на плоскость ХОЙ: 
+ ИГ эти кривыя проекщи суть сопряженныя гиперболы, 
| | общия асимптоты которыхъ суть дв$ прямыя, выра- 
а жаемыя уравненемъ 





д тт? 22 | 
ры 94—50. 
а 0 С >. 
Если къ этому уравненю прибавимъ уравнеме сЪкущей плоскости 
/ — тх, то получимъ ‘асимптоты `гиперболъ въ пространств. Предета- 
вимъ дфйствительно, что сЪкущая плоскость обращается около оси ОЙ, 
тогда эти асимптоты опишутъ конусъ, который мы будемъ называть асимя- 
тотическимь конусом5 гиперболоидовъ. Исключивъ перемЪнный ‘пара- 
_метръ т изъ двухъ предъидущихъ уравнен!й, получимъ уравнеше этого 
конуса | у п 
а 2 3] 22 
а 0. 
Такимъ образомъ, два сопряженные гиперболоида имЪютъ одинъ и тотъ же 
‘асимптотическй конусъ. Гиперболоидъ о двухъ полостяхъ расположенъ вну- 
три конуса; гиперболоидъ объ одной полости снаружи (4%. 298). 
Вообще асимптотичесюй конусъ есть геометрическое мЪсто асимптотъ 
вс5хъ гиперболъ, получаемыхъ въ сфчении въ двухъ поверхностей плос- 
костями, проходящими черезъ центръ. Дъйствительно, пусть 2 —=7тх пу 
будетъ уравневе сфкущей плоскости; тогда кривыя пересвчешя будутъ 
имфть проекщями на плоскость ХОУ 
2 о 2 
2 у __ (их -- пу) ет: 
а. р? с? ) 
асимптоты выразятся уравненемъ 


РУ _ (по -* 
РН: 0, 
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вметв съ уравнешемъ сзкущей плоскости. Изъ этихъ двухъ уравненй 
можно въ одно время исключить два перемённые параметра тип, и мы 
бы асимптотическй конусъ 

У 

"о ОО 
Замфтимъ, что если гипербола будетъ отнесена къ ея осямъ и если въ 
уравнени - отбросимъ постоянный членъ, то получимъ асимптотический ко- 
нусъ; а если перем$нимъ знакъ у этого постояннаго члена, то получимъ 
сопряженный гиперболоидъ. Изъ хормулъ преобразован!я координатъ видно, 
что это же свойство будетъ имЪть м$сто и въ томъ случаз, когда поверх- 


ность будетъ отнесена къ какимъ-нибудь осямъ координатъ, проходящимъ 
черезъ центръ. | 


Шлоск1я сБчзежщя. 


524. Разсмотримъ поверхности, выражаемыя уравненемъ’. 


а в. 
(4) Ра — в = А 
въ которомъ А означаетъ произвольный параметръ. Если этому параметру 
дадимъ величины = 1 или 0, то получимъ два сопряженные гипербо- 
лоида и ихъ асимптотический конусъ. Если эти поверхности пересъчемъ 
одною и тою же плоскост!ю 


Ах -- Ву-- (2 = 
то уравнене проекшй кривыхъ пересфчен!я на плоскость ХОУ будетъ 


242? У _ Ч А2- ВУ* _.. 
6 Е 
такъ какъ параметръ Х входитъ только въ постоянный членъ, то отсюда 
слфдуетъ, что проекци кривыхъ, а сл$довательно, кривыя въ простран- 
ствЪ подобны; потому что это суть сфчешя подобныхъ цилиндровъ парал- 
лельными плоскостями (; 482); кромЪ того, онф концентричны, если он 
имфютъ центръ; если это будутъ параболы, то он будутъ имфть одинъ 
и тотъ же параметръ, и, слфдовательно, будутъ равны. 

525. Отсюда сльдуетъ, что для опредвлешя рода сёчешя гипербо- 
лоида плоскостю Р, достаточно разсмотрфть сфчеше асимптотическаго ко- 
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нуса тою же плоскостю. КромЪ того извфетно, что параллельныя сЪчен!я 
подобны. | 

Черезъ центръ проведемъ въ точкЪ Р параллельную плоскость Р: здЪеь. 
надо различать три случая: 1) Если плоскость Р’ будетъ пересъкать ко- 
нусъ только въ одной точк®, то одна полость этого конуса будетъ рас- 
положена по одну сторону этой плоскости, другая по другую сторону; 
очевидно, что параллельная плоскость Р пересъчетъ всё прямыя одной и 
той же полости и, слБдовательно, опредълитъ на конус сомкнутую кри- 
вую, которая будетъ эллинсъ; сфченя, сдфланныя той же плоскостю въ 
гиперболоидахъ, будутъ также эллипсы. 2) Если плоскость Р” будетъ пе- 
ресфкать конусъ по двумъ прямымъ, то каждую изъ полостей она раздз- 
литъ на двЪ части, расположенныя по обф стороны этой плоскости; па- 
раллельная плоскость Р перес$четъ часть каждой полости, которая съ 
плоскостю Р находится по одну сторону плоскости Р'!, и, слБдовательно, 
пересфчетъ конусъ по двумъ отдфльвымъ вЪтвямъ, составляющимъ гипер- 
болу. Если образующая конуса будетъ приближаться къ одной изъ обра- 
зующихъ, находящихся въ плоскости Р’, то она будетъ параллельна плос- 
кости Р и точка пересфчен1я удалится въ безконечность; слЪдовательно, 
асимптоты гиперболы будутъ параллельны прямымъ, расположеннымъ въ 
плоскости Р’. 3) Наконецъ, если плоскость Р”’ будетъ касательная къ 
асимптотическому конусу, то одна изъ полостей будетъ расположена вся 
съ одной стороны этой плоскости, другая полость — еъ другой стороны, 
исключая ребро соприкосновения, которое находится въ плоскости. Въ 
этомъ случаЪ плоскость, параллельная Р, пересфчетъ только ту полость, 
которая находится съ плоскостю Р по одной сторонф плоскости Р’и 
перес$четъ ее по безконечной вЪтви, т. е. по параболъ. 


ШЦаметральныя плоскости и ЖДаметры. 


526. Если будемъ разематривать поверхности, выражаемыя уравне- 
шемъ (4), то д1аметральная плоскость, сопряженная прямой 


( } | р о @ В 7 
выразится уравнешемъ 

| | | о у 
м + в я Ни-и=0: 


Эта плоскость есть одна и та же въ двухъ гиперболоидахъ и въ асимп- 
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тотическомъ конусё; это можно было знать & р11011. Дъйствительно, раз- 
смотримъ сфкущую, которая пересфкаетъ конусъ въ двухъ точкахъ; плос- 
кость, проведенная черезъ эту свкущую и центръ, пересзкаетъ конусъ 
по асимптотамъ гиперболъ, опред$ляемыхъ этою плоскостю въ гипербо- 
лоидахъ; такъ какъ части этой сЪкущей, заключаюцяся между гипербо- 
лами и асимптотами, равны, то отсюда заключаемъ, что хорды имЪютъ 
одну и ту же средину. : 

527. Родъ съченя, опредфляемаго даметральною плоскостию, зависить 
отъ направленя хордъ. Черезъ центръ проведемъ линйо, параллельную 
хордамъ; если эта прямая будетъ находиться внутри асимптотическаго ко- 
нуса, то очевидно, что всякая сЪкущая пересчетъ об полости конуса и, 
слБдовательно, средина будетъ находиться между двумя полостями; такъ 
какъ всф точки даметральной плоскости находятся между двумя поло- 
стями, то она перес$каетъ конуСЪ Въ точкЪ. Такъ какъ гиперболоилъ объ 
одной полости находится снаружи асимптотическаго конуса, то онъ пере- 
сфкается дтаметральною плоскостю по дЪйствительному эллипеу; этотъ 
эллипсъ есть кривая соприкосновен!я цилиндра, образующия котораго па- 
раллельны сфкущимъ и который описанъ около гиперболоида; этотъ ци- 
линдръ находится внутри гиперболоида. Такъ какъ гиперболоидъ о двухъ 
полостяхъ находится внутри асимптотическаго конуса, то даметральная 
плоскость не пересъкаетъ поверхности; въ этомъ случав ни одна изъ с$- 
кущихъ не будетъ касательною, и мы не получимъ цилиндра, описаннаго 
около этого направления. 

Если прямая, проведенная черезъ центръ, будеть находиться внёо 
асимптотическаго конуса, то параллельная, пересЪкая конусъ, перес$четъ 
одну и ту же полость въ двухъ точкахъ и, слБдовательно, средина бу- 
детъ находиться внутри конуса; даметральная плоскость, находящаяся 
внутри конуса, пересъчетъ этотъ конусъ по двумъ прямымъ и, слЪдова- 
тельно, пересфчетъ гиперболоидъ по сопряженнымъ гиперболамъ. Каждая 
изъ этихъ гиперболъ будетъ кривая прикосновения описаннаго цилиндра, 
ребра котораго параллельны данному направленю. 

_ 6528. Есть случай, въ которомъ не бываетъ д1аметральной плоскости; 
это. будетъ тогда, когда прямая, проведенная черезъ центръ, будетъ при- 
надлежать асимптотическому конусу; въ этомъ случа всякая параллель- 
ная лин|я перес$каетъ поверхность только въ одной точк$ и средина 0у- 
детъ находиться въ безконечности. Однако, уравнеше (6) выражаетъ также 
плоскость, проходящую черезъ центръ; это есть предфльное положенте, 
къ которому приближается даметральная плоскость, когда прямая (5) бо- 
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ле и болдЪе приближается къ конусу. Уравнене касательной плоскости 
къ конусу въ точк$ (7, У, | есть 


Я, = 0) 


если точка прикосновеня будетъ принадлежать прямой (5), то это урав- 
ненше будетъ 


4.2. мы) 


- —- ИЗ и 


Это есть уравнене (6); такимъ образомъ, когда сЪкушия будутъ парал- 
лельны ребру асимптотическаго конуса, то плоскость (6) совпадетъ съ 
касательною плоскостию къ конусу, по паправленю этого ребра. 

529. Такъ какъ сЪчен1я, сдЪланныя въ гиперболоидахъ и въ асимп- 
тотическомъ конус одною и тою же плоскостю, концентричны, то гео- 
метрическое м5сто центровъ параллельныхъ с$ченйй будетъ одинаково 
какъ въ гиперболоидахъ, такъ и въ конус$; но очевидно, что въ сл5Бд- 
сти подоб1я въ конус это геометрическое мъето будетъ прямая, прохо- 
_дящая черезъ вершину конуса. 

Если съченя будутъ эллипсы, то геометрическое мъето центровъ или 
ламетръ, находясь внутри конуса, пересъчетъ гиперболоидъ о двухъ по- 
лостяхъ, но не пересъчетъ гиперболоидъ объ одной полости. Если сЪченя 
будутъ гиперболы, то даметръ, находясь внз конуса, пересЪчетъ, на- 
оборотъ, гиперболоидъ объ одной полости, но не перес$четъ гиперболоидъ 
о двухъ полостяхъ. Систему трехъ сопряженныхъ дламетровъ гиперболо- 
ида объ одной полости мы получимъ, взявъ какой-нибудь Маметръ и въ 
сопряженной д!аметральной плоскости два сопряженные даметра сфчемя. 
Очевидно, что два изъ этихъ трехъ сопряженных даметровъ ОШ, ОЕ 
всегда дъйствительны, а третий ОК — мнимый. ДЪйствительно, если пер- 
вый дламетръ будетъ дФйствительный, то д1аметральная плоскость, какъ 
было сказано ($ 521), пересЪчетъ поверхность по гипербол$, въ которой 
второй даметръ будетъ дъйствительный, третй мнимый. Если, наобо- 
ротъ, первый д!аметръ будетъ мнимый, то дламетральная плоскость пере- 
съчетъ поверхность по дфйствительному эллипсу, въ которомъ оба сопря- 
женные д1аметра будутъ дЪйствительные. Уравнен!е поверхности, отне- 
сенной КЪ ея сопряженнымъ д!аметрамъ, будетъ имЪТь видъ 


а? 1 8 с —— 


Два сопряженные гиперболоида, имъюце одинъ и тотъ же ламетръ дая 
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одного и того же ряда сЪкущихъ плоскостей, имфютъ однф и тБ же си- 
стемы сопряженныхъ дтаметровъ; только одинъ д1аметръ, дфйствительный 
въ одномъ гиперболоид$, будетъ мнимымъ въ другомъ, такъ что въ ги- 
перболоид$ о двухъ полостяхъ изъ трехъ сопряженныхъ дтаметровъ два 
всегда мнимые и одинъ дфйствительный. Чтобы составить системы сопря- 
женныхъ д1аметровъ, мы провели черезъ центръ первую прямую произ- 
вольно; но надобно, чтобы эта прямая не принадлежала асимптотическому 
конусу. | 

$30. Теперь легко дополнить сказанное о плоскихъ съченяхъ ВЪ ГИ- 
перболоидахъ. Вообразимъ, что поверхность отнесена къ системБ сопря- 
женныхъ д1аметральныхъ плоскостей, изъ которыхъ одна была бы парал- 
лельна сБкущей плоскости; тогда уравнение будетъ имЪть ВИДЪ 


% $ | $ 
и ВЧ. 
ат р!? | с 1? 
Раземотримъ сперва гиперболоидъ объ одной полости. Если сЗкущая плос- 
кость будетъ параллельна плоскости (ОЕ, то съчене будетъ эллинеъ 


т? 23 


с” 


у $ } 
РА — 
а! } = — ее 
всегда дфйствительный, центръ котораго находится на мнимомъ даметръ 
ОК и который неопредЪленно увеличивается, по мЪрЪ того, какъ сБкущая 
плоскость удаляется отъ дламетральной плоскости. Если сфкущая плос- 
кость будетъ параллельна плоскости ЕОЁ, то сЪчене будетъ гипербола. 


р. 

р!> 7 и а” ’ 
центръ которой находится на дЪйствительномъ д1аметрь ОР и асимптоты 
которой параллельны асимптотамъ гиперболы, опредФаяемой д1аметральною 
плоскостю 1 = 0; эта гипербола имфетъ также два сопряженные даметра 
соотвтственно параллельные ОЕ и ОГ. При измфнени х отъ 0 до а’, 
дЪйствительный д!аметръ становится параллельнымъ ОЁ и уменьшается 
отъ 6’ до 0; при д = а! гипербола обратится въ дв$ прямыя, проходя- 
пия черезъ точку О, а плоскость обратитея въ касательную къ поверх- 
ности въ точкф О. Когда х возрастаетъ отъ а’, дьйствительный д1аметръ 
будетъ наоборотъ параллелень ОЕ и уменьшается отъ нуль до безко- 
нечности; гипербола перемзнитъ расположене; прежде она была раеполо- 
жена въ углахъ асимптотъ, которыя заключаютъ даметръ ОЕ; теперь 
она пойдетъ въ углахъ дополнительныхъ. 
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531. Разсмотримъ теперь гиперболоидъ о двухъ полостахъ. Съчешя 
параллельныя плоскости ОЕ будутъ эллипсы. р 
2? У И _2* 1 
аа -- фе с. 
центры которыхъ находятся на дЪйствительномъ даметр ОК; при изм$- 
неши 2 отъ 0 до с’, эллипеъ будетъ мнимый; при 2 — с’, онъ обратится 
въ точку; если 2 возрастаетъ начиная отъ с’, то эллинсъ будетъ дЪйстви- 
тельный и неопредфленно увеличивается. Свчения, параллельныя плоскости 
ЕОЕ, суть ка 

. 


1] 2.5 2 
р’ сз = г. 2! 


=^ 


дъйствительный даметръ которыхъ всегда параллелень ОК и неопред$- 
ненно увеличивается. Эта гипербола имЪетъ всегда одинаковое раепо- 
ложеше. . по | 

532. До сихъ поръ мы говорили только объ эллиптическихъ и гипер- 
болическихъ сфченяхъ. Предъидущее преобразован1е не можетъ быть бо- 
л$е выполнено, когда сБкущая плоскость будетъ параллельна касательной 
плоскости, проведенной къ асимптотическому конусу; въ этомъ случа 
с$чеше будетъ парабола, равная той парабол$, которую опредФляетъ с$- 
кущая плоскость на асимптотическомъ конусЪ, и очевидно, что въ сл5дств!е 
подоб1я параметръ параболы, происходящей отъ пересъченя конуса плос- 
скостю, увеличивается пропорщюонально разстояню этой плоскости отъ 
центра. 
Чтобы опредфлить положене кривой, возьмемъ уравнене гиперболоида 
въ боле простомъ видф. Возьмемъ за ось у ребро, по которому каса- 
тельная плоскость’ къ асимптотическому конусу касается этого конуса 
(физ. 299); за ось 2 другое ребро асимптотическаго конуса, а за ось х 
дламетръ сопряженной плоскости УО{; тогда уравневше гиперболоидовъ 
будетъ имЪть вилъ. 


(9) _ Ал? + Ву = = 1; 


потому что оно не должно содержать члена первой степени и если сд$- 
лаемъ 2 = 0, то должны получить уравнене гиперболы, отнесенной къ. 
ея асимптотамъ. Можно всегда положить, что два постоянныя Аи В 
суть величины позожительныя. Поверхность будетъ гиперболоидъ объ 
одной полости или о двухъ полостяхъ, смотря по тому, будетъ ли вторая 
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часть положительная или отрицательная, потому что плоскость 2 —= 0 въ 
первомъ случа$ пересЪкаетъ поверхность, а во второмъ случа не пе- 
ресЪкаетъ. Счеше двухъ поверхностей плоскостю УОЙ суть сопря- 
женныя гиперболы. Уравнене асимптотическаго конуса есть 


Аз? -- Ву = 0; 


это уравневше показываетъ; что плоскости ХОУ и ХОД касаются конуса по 
ребрамъ ОУ и ОЙ. Если поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной полости, 
то она пересъкается плоскост!ю 2 — 0 по направлению двухъ прямыхъ АВ, 
А/В’ параллельныхъ ОУ (фид. 299); всякая параллельная плоскость 2=7 пе- 
ресъкаетъь поверхность по параболь Ал’ + Вуу = 1, Маметръ которой 
есть слъдъ СПО съкущей плоскости на плоскость УО7. Конець С этого 
эн принадлежитъ гипербол$ СН, СН’, по которой плоскость У0ОЙ 


Фиг. 299. | Фит. 300. 





Ни 


Г: 


перес$каетъ поверхность. Направлене даметра изм$няется съ знакомъ у. 
Съченя, сдланныя въ гиперболоид$ объ одной полости плоскостями 
2 — =Е 7, имфетъ расположене показанное на Фиг. 299. Если двЪ сЪку- 
ия плоскости приближаются къ плоскости ХОУ, то точки С и С” уда- 
ляются неопредфленно по двумъ вЪтвямъ гиперболы СС С’”С”’, и объ па- 
раболы приближаются къ системЪ двухъ параллельныхъ прямыхъь АВ; А’В.. 

Если поверхность будетъ:гиперболоидъ о двухъ полостяхъ, то плос- 
кость 2 —0 не пересъчетъ поверхность, и об параболы, опредъляемыя 
плоскостями 2 — == у, будутъ имфть расположене, показанное на Фиг. 
500. Если у приближается къ нулю, то обф параболы удаляются въ без- 
конечность. 
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Жруговыя сЕчешя. 


_ 533. Разсмотримъ сперва гиперболоидъ объ одной полости. Въ слБд- 
стые разсужденй, сдЪланныхъ относительно эллипсоида ($ 518), уви- 
димъ, что д1аметральная плоскость, которая пересЪкаетъ гиперболоидъ по 
кругу, должна проходить черезъ одну изъ дЬйствительныхъ осей поверх- 
ности. | 

Если плоскость ВОР (фи. 301), проведенная черезъ ось ОВ, бу- 
детъ перескать поверхность по эллипсу, то 





р одна изъ осей эллипса будетъь ОВ, другая бу- 
| ых деть слъдъ сфкущей плоскости на плоскость 
_  ХОЙ; но лишя ОО болъе ОА; чтобы ОП было 
\б равно ОВ, необходимо, чтобы ОВ было больше 
\ 


4 


В 


ОА. Такимъ образомъ, сБкущая плоскость прой- 
х  детъ черезъ наибольшую ось ОВ горжеваго эл- 

липса. Изъ точки О, какъ центра, радусомъ, 

равнымъ ОВ, опишемъ въ плоскости ХОЙ 

кругъ, который пересфчетъ гиперболу въ двухъ. 
точкахъ ПО, 0’; двЪ плоскости ВОО, ВОО’ пе- 
реезкутъ гиперболоидъ по двумъ кругамъ. 

Всякая плоскость, параллельная одной изъ этихъ плоскостей, перес$- 
четь данный гиперболоидъ, асимптотический конусъ и сопряженный гипербо- 
лоидъ по кругамъ. Если поверхность будетъ поверхность вращен!я, то оба 
ряда круговыхъ счен!й сольются и будутъ перпендикулярны къ оси вращешя. 

Какъ было уже замъчено относительно эллипса ($ 518), существова- 
не круговыхъ сфчешй можно видфть изъ самаго уравнемя. Разсмотримъ 
въ частности конусъ 


| 


хе У. 


1? 4/7 „2 к 
яч 
представимъ это уравнене въ видЪ 
не 5/1 1 В Е: 
(ина (а) 


| 1 1 = Ве 1 
означивъ черезъ —; и >; положительныя количества =; — И 1; | 


| 2 НН 5 
увидимъ, что плоскости лы И —- 


г 





— = @ даютъ два ряда кру- 
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говыхъ с5ченй; тогда уравнёне покажетъ, что произведеше синусовъ 


угловъ, образуемыхъ какимъ-нибуль ребромъ конуса съ двумя круговыми 
2; 22 
плоскостями —, — -, — О, есть величина постоянная. 

Черезъ центръ проведемъ плоскость, которая пересфчетъ конусъ по 
двумъ ребрамъ ОМ, ОМ’, а круговыя плоскости по двумъ прямымъ ОР, 
0©; означимъ черезъ х и В углы, образуемые ребромъ ОМ съ круговыми 
плоскостями, черезъ х’ и 8’ углы, образуемые ребромъ ОМ! съ т5ми же 
плоскостями; кромЪ того черезъ у и 6 назовемъ углы сфкущей плоскости 
съ круговыми плоскостами; тогда получимъ 


_ зта = эш МОР вш у, зт В = вт МО© зш д 
зш ©’ — зш М’ОР эшу, эт В’ — эт М’О© эт 9; 


изъ уравненя зШ а Эш В = зщ а’ т в! находимъ 
$11 МОР зт МОО = эт М” ОР т п м09. 


Отсюда видно, что углы МОР, М’0©О равны. - о: 

Такимъ образомъ, если съкущая плоскость, проведенная через 
центрз, пересъкаетз конус по двумз ребрамз, то эти ребра состав- 
ляют5 65 слъдами спкущей плоскости, на круювыя плоскости, рав- 
ные узлы. Если плоскость будетъ касательная, то ребро прикосновения 
составлаетъ равные углы СЪ слФдами касательной плоскости на круговыя 
плоскости. = РА | 

9534. Изъ предъидущаго слфдуетъ, что всяюй конусъ втораго порядка 
можно разсматривать двозкимъ образомъ, какъ 
наклонный конусъ ‘съ круговымъ основанемъ. 
Если будетъ данъ наклонный конусъ съ круго- 
вымъ основан1емъ, то легко доказать геометриче- 
ски существеване втораго ряда круговыхъ с$- 
ченй. Пусть ю будетъ вершина ваклоннаго ко-. 
нуса› имфющаго основашемъ кругъ АВ (физ. 
302); черезъ прямую №0, соединяющую вер-. 
шину съ центромъ О основан1я, проведемъ. плоскость _АЗВ перпендику- | 
лярную къ плоскости основан!я; такъ какъ всякая плоскость, параллельная. 
основанию, пересфкаетъ конусъ по кругу, даметръ котораго есть слёдЪ: 
свкущей плоскости на плоскость АКВ, то отсюда слБдуетъ, что эта’ 
плоскость АЗВ дьлитъь конусъ ва двБ симетричныя части; слЪдо- 


вательно, это есть главная плоскость, и‘система двухъь прямыхъ БА 
Бр0 и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. че 


_ Фиг. 309. 
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и ЭВ есть соотвётствующее главное сфчеше. Проведемъ въ главной пло- 
скости АЗВ линю В’А’ непараллельную АВ, т. е. такую, чтобы уголь 
ЗА 'В’ былъ равенъ ЮАЗВ; потомъ черезъ прямую А’В'’ проведемъ пло- 
скость, перпендикулярную къ главной плоскости АЗВ; тогда ефчене ко- 
нуса этою плоскостю будетъ кругъ В’НА’. Дъйствительно, черезъ ка- 
кую-нибудь точку Н кривой В’НА’ проведемъ плоскость, параллельную 
основан!ю; эта плоскость пересъкаетъ конусъ по кругу, а плоскость В”НА’ 
по линш НГ, перпендикулярной къ главному съченю. Въ кругБ6 ОНЕ 
мы имфемъ НГ —= ОГ. 1; съ другой стороны изъ подобныхъ треуголь- 
никовъ ОТВ’, ЕТА’ ваходимъ ОТ. Е —=В’Т.ТА/; сльдовательно, НТ?—В/ТТА’: 
поэтому точяа Н есть точка круга, описаннаго на В’А’, какъ на да- 
метрф. Съченя, параллельныя В’НА' называются непараллельными ос- 
нован1ямъ. 8 

Лин1я, двлящая уголъ АБВ пополамъ, есть внутренняя ось конуса; 
лин!я, дъаящая дополнительный уголъ пополамъ, есть вторая ось; пер- 
перпендикулаяръ, проведенный изъ вершины КЮ къ главной плоскости АБВ, 
есть третья ось. Такимъ образомъ мы опредфлимъ три оси и три главныя 


плоскости конуса. 


Шрямолинейвыя образуюния гиперболовда объ одной полости. 


535. Мы видфли ($ 427), что если прямая имфетъ боле двухъ то- 
чекъ на поверхности втораго порядка, то она вся находится на поверх- 
ности. Въ елдствые этого понятно, что нельзя помфстить на эллипсоидъь 
часть дьйствительной прямой, какъ бы она ни была мала; дЪйствительно, 
если эта часть’ прямой имфла бы только три обиия точки съ поверхно- 
стю, то неопредЪленная прямая была бы расположена вся на поверхно- 
сти, и очевидно, что неопредзленная прямая не можетъ принадлежать 
ограниченной поверхности, какъ эллипсоидъ. Невозможно также пом$- 
стить прямую на гиперболоид$ о двухъ полостяхъ; замфтимъ прежде, что 
эта прямая не можетъ быть перпендикулярна къ дьйствительной оси, 
такъ какъ всЪ съченя, перпендикулярныя къ этой прямой, суть эллипсы; 
ноэтому прямая будетъ идти отъ одной полости къ другой, и средняя часть 
не будетъ принадлежать поверхности. Въ гиперболоидв объ одной полости, 
такой невозможности не существуетъ. При изучени плоскихъ съченй ($ 530} 
мы видфли, что если сЪкущая плоскость, проведенная черезъ точку по- 
верхности, будетъ параллельна д1аметральной плоскости, сопряженной да- 
‘метру, проходящему черезъ эту точку, то сБчеше будетъ двЪ прямыя. 
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“Отсюда слБдуетъ, что черезъ всякую точку поверхности проходятъ двф 
прямыя, расположенныя вс$ на поверхности. Мы разсмотримъ свойства 
прямыхъ, расположенныхъ на гиперболойдв объ бдной Шюло0сти; но прежде. 
мы докажемъ основную теорему. : 

536. Пусть М будетъ какая-нибудь точка поверхности; за ось 1 возь- 
мемъ даметръ, который проходитъ черезъ эту точку; за оси У и 2 два 
сопряженные д1аметра соотвзтетвующаго даметральнаго сЪчешя; тогда 
уравнеше гиперболоида одеть вида | ру | 

з а 
яНи-я=ь 

Если поверхность пересфчемъ плоскосто. х — а!, то получимъ дв 

зрямыя 





Такимъ образомъ, через всякую точку М поверхности проходяте 
0% прямыя, расположенныя на поверхности. 

Мы замвтили ($ 490), что касательныя ко всфмъ кривымъ, проведен- 
нымъ черезъь одну точку на повёрхностй второй степени, находятся въ 
одной и той же плоскости; исключеше составляетъ вершина конуса. 
Чёрёзъ точку М проходятъ дВЪ прямыя, находящияся на поверхности; по- 
этому плоскость этихъ двухъ прямыхъ есть касательная плоскость: Че- 
резъ точку М невозможно провести третью прямую, которая находилась 
бы на поверхности; потому что эта прямая заключалась бы также въ ка- 
сательной плоскости д — а ‚ а эта плоскость пересЪкаетъ поверхность 
только по двумъ прямым. 

ЗамЪтимъ также, чтс поверхность пересъкается касательною плоско- 
стю; одна часть находится съ одной стороны этой плоскости, другая съ 
другой. ’ № 

537. Нринимая ту же систему координатъ, уравнене асимптотиче- 
скаго конуса будетъ 

22° И 5 
ое ЗОВ О. 


если конусъ пересъчемъ плоскостю х == 0, то получимъ два ребра 


ыы. 


р’? с! 


‚29% 
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Эти два ребра соотвфтетвенно параллельны двумъ прамымъ, опредъ- 
ляемымъ плоскостю 1 = а’ на поверхности гиперболоида. 

Такимъ образомъ, ирямыя, расположенныя на зитерболоидъь, соот-. 
вътственно параллельны ребрам асимптотическало конуса. 

Если поверхность пересъчемъ плоскостю у = — @”, то получимъ двЪ 
прямыя, параллельныя предъидущимъ лин!ямъ; такимъ образомъ прямыя, 
которыя проходятъ черезъ дв точки М и М’, симметричныя относительно. 
центра, соотвЪтственно параллельны менлу собой и т5мъ же ребрамъ 
асимптотическаго конуса. 

538. Мы покажемъ, что п прямыя, расположенныя на гиперболондь, 
можно раздфлить на два ряда, изъ которыхъ каж- 
дый составляетъ всю поверхность. Это раздфле- 
не и положеше прямыхъ удобно опредфляютЪъ съ. 
помощю горжеваго эллипса. 

Такъ какъ черезъ каждую точку поверхно- 
сти проходятъ дв$ прямыя, то ясно, что черезъ. 
каждую точку О) горжеваго эллипса проходятъ. 
дв прямыя ОС, ОН  расположенныя на по- 
верхности (0. 303). 

Если, принимая за ось & мнимую ось поверхности, за ось х возьмемъ 
даметрь ОШ горжеваго эллипса, а за ось у сопряженный даметръ ОЕ, 
то НЫ гиперболоида. будетъ 


Фиг. 303. 





т? | 2% 
а ы? г ©? 


— 





Плоскость 2 = а”, проведенная черезъ точку О) параллельно плоско- 
сти ОЕ, имъетъ слБдомъ на плоскости горжеваго эллипса касательную 
КЪ этому эллипсу; эта плоскость пересфкаетъ гиперболоидъ по двумъ 
прямымъ 

а: К 
Ь/з ©! " 
которыя проектируются на плоскость горжеваго эллипса по касательной ЮГ. 
Такимъ образомъ, всякая касательная, проведенная кз зоржевому эллитсу, 
есть проекия двуть прямых, расположенныхь на итерболоидть. 
 `Уравнеше асимптотическато конуса есть 
2? 4/7 йг 
с 


9 
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плоскостно 2 == О онъ пересЪкается по двумъ прямымъ и ОН, урав- 
нев!я которыхъ суть 

и 

р? с? тЫ ; 
и которыя соотвЪтствеяно иараллельны двумъ прямымъ ОС, ОН, распо- 
ложеннымъ на гиперболоидЪ. Такъ какъ обЪ оси кординатъь ОЕ, 07, перпен- 
дикулярны, то изъ предъидущаго слфдуетъ, что прямыя ОС, ОН состав- 
ляютъ съ плоскостио горжеваго эллипса или съ линею, проведенною черезъ 
точку О параллельно оси ОЙ, равные углы; если р у назовемъ этотъ 
посл двЙ уголъ, то в 

р! 


у ——. 


539. Представимъ себЪ, что точка 0 двигается по горжевому эллипсу 
въ направлени АВ; тогда всз прямыя, внфшн!я части которыхъ надъ 
плоскостшю горжеваго эллипса составляютъ съ касательными, взятыми по 
направленшю движеня, острые углы, образуютъ первую систему; вс т% 
прямыя, внвшымя части которыхъ составляютъ съ этою же кэсательною 
тупые углы, ’образуютъ вторую систему. Такимъ образомъ прямая Оо. 
принадлежитъ первой системЪз, прямая. ОН второй. Ясно, что эти ДВЪ 
системы, по нашему опредъленю, содержатъ вс прямыя, расноложенныя 
на поверхности. Замътимъ прежде, что какая-нибудь прямая, находя- 
щаяся на поверхности, не параллельна плоскости горжеваго эллипса; потому 
что сВченя, параллельныя этой плоскости, суть эллипсы; сл5довательно, эта’ 
прямая пересфчетъь плоскость въ точкь Ш эллипса; но черезъ точку 0 
проходятъ только двЪ прямыя ОО, РН, изъ которыхъ одна’ принадае- 
житъ первой систем, . другая второй; а. разсматриваемая 
прямая совпадетъ съ одной изъ этихъ двухъ прямыхъ. от 


Если въ то же время, какъ точка Г) двигается по эллипеу, уголъ у 
| о 


будетъ изм$няться по Формул6 1а15 у — -, то прямая Об посл Бдова- 
тельно совпадаеть съ прямыми первой системы, прямая НР совсЪфми 
прямыми второй системы. Очевидно, что каждая изъ нихъ образуетъ цф- 
лую поверхность гиперболоида. Такимъ образомъ гиперболоидъ объ одной 
полости есть прямолинейная поверхность, которая можетъ быть образована 
двоякимъ движешемь прямой лини. Вотъ почему прямыа каждой системы 
называются ирямолинейными, обоазующими гиперболоида. 

Разсмотримъ измфнен!е угла у. Этотъ уголь имфетъ наименьшую ве- 
личину тогда, когда прямая проходитъ черезъ одинъ изъ концевъ ‚В боль- 
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шей оси горжеваго эллипса; наибольшая же величина его будетъ тогда, 
когда эта прямая проходитъ черезъ одинъ изъ концевъ А малой оси. 
При перемьщени точки О отъ В кь А, уголь у возрастаетъ отъ наи- 
меньшей его величины до наибольшей; потомъ этотъ уголь уменьшается и 
снова увеличивается ит. д. Если а — 6, т.е. если горжевой эллипсъ будетъ. 
кругъ, то уголъ у будетъ постоянный и каждая изъ двухъ прямыхъ ОС, 
ОН, обращаясь около ОЙ, образуетъ поверхность; это есть гиперболоидъ. 
вращеня объ одной полости, который мы уже разсматривали, какъ при- 
мфръ поверхностей вращения (6 469). 

540. Такъ какъ каждая изъ движущихся прямыхъ образуетъ полную. 
поверхность, то очевидно, что одна изз двух 
прямыхь, которыя проходят через5 какую- 
нибудь точку поверхности, принадлежит5. 
к® первой системъ образующих; дрлая 
к Оруюй системъ. Впрочемъ, въ этомъ 
легко убфдиться, построивъ эти дв$ прямыя по- 
мою горжеваго эллипса. Пусть М будетъ 
точка поверхности, которая, положимъ, нахо- 
дится надъ плоскостию горжеваго эллипса (49. 
304); эта точка проектируется на эту плоскость 
о ВЪ ТОчк$ 27 внЪ эллипса; черезъ точку 78 про- 


Фиг. 304. 





ведемъ касательныя 20, тЕ къ эллипсу; черезъ 
точку прикосновешя 0) первой касасательной про- 
ведемъ прямую ОС первой системы и черезъ 
точку прикосновеня Е второй касательной прямую ЕГ, второй системы. 
Проектирующия плоскости @От, 1.Е ит этихъ двухъ прямыхъ пересвкаются 
по прямой ММ” перпендикулярной къ плоскости. горжеваго эллипса; этотъ 
перпендикуляръ, возставленый изъ точки 2, пересфкаетъ поверхность въ 
двухъ точкахъ, изъ которыхъ одна есть точка, нахолящаяся надъ плоско- 
стю эллипса, другая есть симметричная точка М”, находящаяся подъ. 
поверхностю. Прямая ПС, образующая съ О острый уголъ, пересз- 
каеть внфшнюю часть М нрямой ММ’ и проходить черезъ точку М, 
потому что эта внфшняя часть пересъкаетъ поверхность только въ одной 
точк®. Точно также прямая ЕТ., образующая съ продолжешемъ т Е ту- 
пой уголъ, или ‘съ Ет острый уголъ, пересфкаетъь вншнюю часть %М 
той же прямой въ той же точкф М. Такимъ образомъ черезъ точку М 
проходятъ двф прямыя МО, МЕ, изъ которыхъ одна принадлежитъ пер- 
вой системъ, другая второй. | 


№7 
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541. Мы видзли ($ 558), что прямолинейныя образуюцщия поверх- 
ности проектируются на плоскость горжеваго эллипса по касательнымъ 
къ этому эллипсу. То же самое свойство имфетъ м$ето относительно каж- 
дой изъ главныхъ плоскостей. | | 

Разсмотримъ главную плоскость ОСА, проведенную черезъ мнимую 
ось О(т и черезъ одну изъ осей ОА горжеваго = Фиг. 305. 
эллипса (4. 305). По предъидущему докажемъ, 
что касательная МР, въ точкь М къ главной 
гиперболь есть проекшя двухъ прямыхъ МО, 
МП’ расположенныхъ на поверхности. Если 
точка М удаляется по гиперболЪ въ безконеч- 
ность, то касательная О,М приближается къ. 
асимптот5 ОН,; эта асимптота есть проекцая 
двухъ прямыхъ ВН, ВН’, проходящихъ черезъ 
концы другой оси горжеваго эллипса. Другая 
ассимитота ОС, есть проекщя прямыхъ ВС, 
В’С’, проходящихъ черезъ эти точки. 

542. Прямолинейныя образуюция гиперболоида имфютъ нЪкоторыя 
другя замЪчательныя свойства, которыя мы докажемъ. Пусть Оо, ЕЦ 
(физ. 306) будутъ двБ образуюция различныхъ системъ; эти прямыя 
проектируются на плоскость горжеваго эллипса по касательнымъ Вт, Ея 
къ этому эллипсу; вообще обЪ касательныя пересфкаются ВЪ ТОЧКЪ 7, а 
объ проектируюция плоскости пересфкаютея по прямой ММ’, перпенди- 
кулярной къ плоскости эллипса. Какъ было сказано выше, обЪ прямыя 
ОС, ЕГ, принадлежания къ различнымъ систе-_ 
мамъ, пересвкаютъ перпендикуляръ ММ? съ од- 
ной стороны плоскости горжеваго эллипса, а сл$- 
довательно пересзкаются въ точкф М, въ кото- 
рой этотъ перпендикуляръ пересъкаетъ поверх- 
ность. Такимъ образомъ вообще двз образую- 
ия различныхъ системъ пересъкаются. — 

Можетъ случиться, что проекщи двухъ пря- 
мыхъ будутъ параллельны; это будетъ тогда, 
когда об прямыя, какъ напримфръ Фа, О’Н,, 
проходатъ черезъ двЪ д1аметрально противопо- 
ложныя точки О) и О’ горжеваго эллипса. Въ 
этомъ случаф .обЪ проектируюция плоскости параллельны: параллельная 
плоскость, проведенная черезъ центръ, пересъчеть конусъ по двумъ 





Фиг. 306: 





456 КНИГА УТ, ГЛАВА 1У. 


ребрамъ ОС,, ОН,; очевидно, что объ образующая ОС, О’Н/’, парал- 
лельны олному и тому же ребру ОС, асимптотическаго косинуса, а сдф- 
довательно, параллельны между собой. Отеюда заключаемъ, +20 06% обра- 
зуюиия различныхь системе ине или параллельны, т.е. всегда 
находятся вз одной пласкости. 

543. Разсмотримъ теперь двЪ образуюция О@<, ЕК одной и той же 
системы. Проектирующия плоскости этихъ двухъ прямыхъ пересфкаются 
но прямой ММ’, перпендикулярной къ плоскости. горжеваго эллииса. Пря- 
мая ОС, образующая съ своею проекшею Ги острый уголъ, пересз- 
каетъ прямую ММ’ надъ плоскостю горжеваго эллипса; прямая ЕК, 

образующая съ продолжешемъ тЁ острый оуголъ, пересъкаеть эту же 
прямую подъ плоскостио; плоскость ОММ’, содержащая первую прямую 
Р@ и точку М’ второй, не содержитъ этой второй прямой; такимъ обра- 
зомъ, объ прямыя не находятся въ одной и той же плоскости. 

Можетъ случиться, что проекщи будутъ параллельны. Пусть ОС, 0’С/ 
будуть двф прамыя одной и той же системы, проходяпия черезъ дв 
дламетрально противоположныя точки горжеваго эллипса; эти дв прямыя 
соотвфтетвенно параллельны двумъ ребрамъ ОСЧ,, ОН; асимптотическаго 
конуса; плоскость СПО)’, содержащая первую прямую и точку Г’ 
второй не содержитъ этой второй прямой; такимъ образомъ, объ прямыя 
не находатся въ одной и той же плоскости. Отсюда заключаемът, что 06% 
‘образуюция одной и той же системы никозда ‘не находятся в5 одной 
и той же плоскости. 

544. Каждое ребро ОС}, асимптотическаго конуса параллельно двумъ 
образующимъ ОС, О’Н’ различныхъ системъ; мы получимъ ихъ слъдую-_ 
щимъ образомъ. Пусть ОЕ будеть слъдъ плоскости ОС, на плоскость 
горжеваго эллипса; проведемъ д!аметрь ОШ” сопряженный ОКЕ; такъ какъ 
касательныя въ точкахъ Ои О’ иараллельны ОЕ, то касательныя плоскости 
рН, С’О’Н’ въ этихъ точкахъ параллельны плоскости (ОСт,, которая 
пересвкаетъ конусъ по двумъ ребрамь ОС,, ОН,; об образующя Об 
О'Н! различныхъ системъ параллельны ОС’; двЪ друпя образующая ОН, 
‚®РУО“ параллельны ОН,. Невозможно, чтобы третья образующая гипер- 
болоила. была параллельна ребру ОС; потому что, если бы три образуюция 
гиперболоида были параллельны одному и тому же ребру конуса, то двЪ 
принадлежали бы одной и той же системЪ и были бы параллельны между 
собой, — чего не можетъ быть. | 

Такъ какъ ламетръ ОО есть сопряженный плоскости ОК или С. ОН,, 
то извфстно ($ 532), что плоскость ДОС” касается конуса по ребру ОС! 
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Такимъ образомъ, плоскость двухъ параллельныхъ образующих ОС, Б/Н, 
касается асимптотическаго конуса. 

Замфтимъ еще, что три образующия одной и той же системы не мо- 
гутъ быть параллельны одной и той же плоскости; дфйствительно, про- 
ведя черезъ центръ лиши, параллельныя этимъ образующимъ, получимъ 
три различныя ребра асимптотическаго конуса, расположенвыя въ одной и 
той же плоскости, — что невозможно. 

545. Помошию предъидущаго мы можемъ различать двЪ системы 
образующихъ другимъ способомъ. Пусть ОН будетъ какая-нибудь прямая, 
находящаяся на поверхности; всЪ прямыя, какъ напримвръ ОС ЕК. 
которыя пересфкаютъ эту данную прямую, съ прямою О’С’, которая ей 
параллельна, составляютъ одну изъ системъ, напримфръ, первую систему. 
Вс друпмя составляютъ вторую систему. 

546. Мы знаемъ, что для опредфленя движеня прямой лини нужно. 
три управляюция- (6 460). Возьмемъ за управляюция три опредфленныя 
прямыя А, В, С, принадлежация второй систем$, и положимъ, что дви- 
жущаяся прямая скользитъ по этимъ тремъ управляющимъ; если черезъ 
какую-нибудь точку М прямой А и черезъ каждую изъ прямыхъ Ви С 
проведемъ плоскость, то перезЪчене этихъ двухъ плоскостей опредФлитъ 
положене движущейся прямой, которая проходитъ черезъ, эту точку; 
`’ движущаяся прямая, совпадая такимъ образомъ послфдовательно съ всЪми 
прямыми первой системы, образуетъ гиперболоидъ объ одной полости. 
Точно также движущаяся прямая, скользя по тремъ даннымъ прямымъ, 
принадлежащимъ къ первой систем, образуетъ гиперболоидъ. 

547. Мы докажемъ на оборотъ, что движущаяся прямая, и пе- 
ремфщается по какимъ-нибудь тремъ 
опредъленнымъ прямымъ, не парал- 
лельнымъ одной и той же плоскости, 
образуетъ гиперболоидъ. Пусть АБВ, 
СО, ЕЁ будутъ три данныя управ- 
ляющя. Если черезъ каждую изъ. 
нихъ проведемъ плоскость параллельно 
одной изъ двухъ другихъ, то полу- 
чимъ шесть плоскостей, которыя обра-_ 
зуютъ параллелепипедъ. За начало 
координатъ возьмемъ центръ паралле- 
лепипеда, а за оси координатъ возь- 
мемъ лини, параллельныя ребрамъ, величины которыхъ означимъ черезъ 


Фиг. 30т. 
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2а, 2, 9. Уравненя трехъ управаяющихъ, какъ онф представлены на 
Фиг. 301, суть 
аи бы а 

Ав =— 6 ср {#=—%6 ук] 

ТЕХ | | 

Прямую ММ, переськающую дв прямыя АВ, СО, можно разсмат- 
ривать какъ пересфчеше двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена 


черезъ прямую АЗ, другая черезъ прямую С): эти дв плоскости вы- 
ражаются уравненями вида 


а— с — ^ (у- 6) = 0, 
(9) с — ^' (< — а) =0, 


гд$ Ли А" означаютъ произвольные параметры. Такъ какъ прямая ММ 
должна пересзкать третью управляющую ЕК, то отсюда находимъ со- 
отношеше между двумя параметрами А и 1" 


(9) №№ =0. 


Исключивъ изъ уравнений (8) и (9) два параметра Л и А", получимъ урав- 
ненте поверхности, образуемой прямою ММ 


(10) а] и фед + су -- а6с = 0. 


Геометрическое мЪсто есть поверхность. втораго порялка,- имфющая’ 
только одинъ центръ; это не есть конусъ, потому’ что ‘она не проходитъ- 
черезъ центръ; слфдовательно, это есть гиперболоидъ объ одной полости. 

Такъ какъ три управляющуя принадлежатъ поверхности, то три оси 
координатъ, которыя имъ параллельны, суть ребра асимптотическаго ко- 
нуса. ЗамЪтимъ, что три ребра АС, ОЕ, ВЕ, которыя въ параллелепи- 
педф параллельны и противоположны директрисамъ, принадлежать также“ 
поверхности; напримЪфръ, прямая АС, которая перес$каетъ об директрисы 
АВ и СТ и которая параллельна ЕЕ, есть частное положене образую- 
щей и, сльдовательно, принадлежитъ поверхности. Отсюда слфдуетъ, что 
параллельныя грани АВЕ, СЛЕ параллелепипеда касаются поверхности 
въ точкахъ В и Г и точно также друмя. Три управляюцпия и три про- 
ТИВОПОлОЖНЫЯ ребра | составляютъ неразгибающийся ‘шестиугольникъ 
АСРЕЕВА, расположенный на поверхности. 

548. Данъ гиперболоидъ объ одной полости; пусть АВи ср будутъ 
дв каюя-нибудь прямыя одной и той же системы (физ. 304); А непо- 


ГИПЕРБОЛОИ ДЫ. 459 


движная точка, взятая произвольно на первой прямой; С соотвЪтствующая 
точка второй, т. е. точка, въ которой эта вторая прямая пересзкается 
движущеюся образующей второй системы, при переходь черезъ точку А. 
Помощию прямой ЕЕ первой системы, которая параллельна АС, можно 
составить параллелепипедъ, который разсматривали прежде. Движущаяся 
прямая въ одномъ изъ своихъ положенй пересъкаетъ дв$ друмя вепо- 
движныя въ точкахьъ Ми № на этихъ двухъ прямыхъ она описываетъ, 
начиная отъ ея первоначальнаго положешя АС, лини АМ и СМ, кото- 
рыя мы означимъ черезъ хи В, принимая ихъ со знакомъ -, когда он$. 
откладываются по направлен!ямъ АЗ или ОО, и со знакомъ —, когда он$- 
откладываются по противоположнымъ направленямъ. Если будемъ проек- 
тировать прямую ММР ва плоскость АВЕ параллельно прямой ЕЕ, то 
проекщя лини СМ будетъ ея величина по направленю АМ’. Взявъ за оси 
координатъ прямыя АВ и АП’ и выразивъ, что движущаяса прямая ММ” 
обращается около неподвижной точки Е, получимъ уравнене 


(11) Зе = о 

Обратно, если движущаяся прямая ММ описываеть на двухъ непо- 
движныхъ прямыхъ АВ, СО, начиная ‘отъ первоначальнаго положения, 
лини, удовлетворяющая уравневню (11), то эта прямая образуетъ гипер- 
болоидъ объ одной полости. Дъйствительно, пусть АС будетъ первона- 
чальное положене образующей; черезъ точку А проведемъ линю АО” 
параллельно прямой СТ), составимъ параллелограммъ АО)’ЕВ, стороны ко- 
тораго АВ и АО’ равны 2а и 26, и черезъ точку Е проведемъ лин!ю 
КЕ параллельно прямой АС. Если АВ и АП’ возьмемъ за оси координатъ 
въ плоскости параллелограмма, то уравнеше (11) будетъ выражать, что 
прямая ММ’, которая есть проекшя прямой ММ на плоскость параллело- 
грамма» параллельно АС, постоянно проходитъ черезъ точку К; слЬдова- 
тельно, прямая ММ пересъкаеть прямую ЕЕ. Эта прямая, перемъщаясь 
по тремъ даннымъ прямымъ АЗ, СУ, ЕЕ, образуетъ гиперболоидъ объ 
ОДНОЙ `ПОлОСТИ. 

Изъ сказаннаго въ $ 310 видно, что уравнене (11) выражаетъ, что. 
точки М и М составлаютъ на двухъ прямыхъ АВ и СЛ два гомограеи- 
ческ1я дБленя. Очевидно & рг10т1, что движущаяся образующая ММ ги- 
перболоида опредЪъляетъ на двухъ неподвижныхъ прямыхъ АВ, СО дру- 
гой системы два гомографическмя дЪлен1а, потому что точк$ М одной изъ 
прямыхъ еоотвфтствуетъ только одна точка М другой системы. 
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549. Мы сказали, что гиперболоидъ объ одной полости имфетъ двЪ 
системы прямолинейныхъ образующихъ. Изъ уравнен1я поверхности легко 
вывести уравнен1я этихъ двухъ системъ прямыхъ. ДъЪйствительно, урав- 
неше. гиперболоида, ‘отнесеннаго къ его осямъ, есть 


2) 7? 3 
а 
такъ какъ каждая часть есть разность двухъ квадратовъ, то это уравне- 
не можно ВЫХ ‚На производителей первой. РН такимъ образомъ 


Получимъ 


 (-9049-0-90+5 


Раземотримъ два уравнешя первой степени 


о а+:) Н+@-9 


въ которыхъ ^ есть произвольный параметръ. Эти уравнешя для каждой 
величины Х выражаютъ прямую. Но если эти два уравнемя умвожимъ 
почленно, то получимъ уравнеше (12); отсюда слЪдуетъ, что уравнения 
(^) выражаютъ систему прямыхъ,. расположенныхъ на поверхности 

Если соединить иначе производители, то получимъ два друмя урав- 
нения первой степени 


НЯ Е и ва ме 
и (1), Че (1—0) 


которыя содержатъ произвольный параметръ м и которыя выражаютъ. 
вторую систему прямыхъ, расположенныхъ на поверхности. 
Параметрамъ Л и и можно дать величины нуль и безконечность. Ёсли 


толожимъ А — › То уравненте (^) будутъ вида 


-9-9="(+2.-(+0=0-2 


потомъ въ этихъ уравненахъ сдфлаемъ 7 == 0 или п = 0. 

Такъ какъ поверхность есть геометрическое место прямыхъ (^), то 
очевидно, что черезъ всякую точку поверхности проходитъ прямая этой си- 
стемы. Чтобы опредфлить прямую, проходящую черезъ точку М, коорди- 
наты которой суть х’, у’, 2’, то въ уравненяхъ (\) замзнимъ <, 9, 2 чрезъ 
х’, У’, 2’ и изъ каждаго изъ нихъ опредфлимъ величину ^. Точно также 
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черезъ каждую точку поверхности проходитъ прямая второй системы. Эти 
дв$ прямыя различны; дфйствительно, для того, чтобы. прямыя, выражае- 
мыя уравненями (%) и (№), были однё и ТБ же, надобно, чтобы 


а - 
: 


при всякой величин х, т. е. чтобы въ одно время =>, = ——, 
№ 


что невозможно; отсюда ‘сл5дуетъ, что’ уравневля (Л) и (и) выражаютъ 
вс прямыя, расположенныя на гиперболоидв съ одной полости. 
550. Лини, проведенныя черезъ центръ АВЕ прямымъ (^), 


выражаются уравнен!ями 


(13) 


< |< 
|“ 
|| 
>, 
> [8 
<] < 
— 
[ = 
| 
> | ы 
218 


р? р Ри а?` 


Линши, проведенныя черезъ. центръ рей прямымъ - ‚ (в), выра- 
жаются уравнен!ями 
в р ан 
(14) те ета 
исключивъ изъ нихъ параметръ и, получимъ также уравнене асимптоти- 
ческаго конуса. Сверхъ того очевидно, что двз системы параллельныхъ 


> 1 
лини совпадаютъ; въ самомъ дЪлБ, если  дадимъ величину ——_, то 


уравнен!я (14) будутъ одинаковы съ уравнешями (13). Такимъ образомъ 
прамыя той и другой системы соотвЪтственно параллельны ребрамъ асим- 
птотическаго конуса. >" -- 

551. Теперь мы покажемъ, что прямыя, выражаемыя уравненями (^), 
составляютъ одну изъ системъ, которыя мы опредФляли’ прежде геометри- 
чески помощю горжеваго эллипса, и прямыя, выражаемыя уравнен!ями 
(=), составляютъ вторую’ систему. Для этого достаточно доказать, что вс 
прямыя первой группы пересъкаетъ опредфленную прямую второй группы, 
исключая одной, которая ей параллельна. Разсмотримъ двЪ прямыя, выра- 
жаемыя уравневшями (1) и (и), когда для Л и р. дадимъ какя-нибудь вели- 
чины; разсматривая эти четыре, уравненя какъ совмфстныя, получимъ 
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точку пересъченя этихъ двухъ прямыхъ; сравнивая первое уравнеше съ. 
четвертымъ, второе съ третьимъ, получимъ два уравненя 


х. ЖА х 4 в: >, х 
(1) =„(1—=), а-#)=#(1+=), 
которыя приводятся къ одному, 


ыы 1 — Ам 
и — 9 1 -- 2 


Если знаменатель 1 -|- м не будетъ равенъ нулю, но для 2, у, 2 полу- 
чимъ конечныя величины, удовлетворяюпия четыремъ уравненямъ; слБлова- 
тельно, дв прямыя пересвкутся. Если 1 -- Аи = 0, то лини (13) и (14), 
проведенныя черезъ центръ параллельно этимъ двумъ прямымъ, совпадутъ, 
й слБдовательно прямыя будутъ параллельны. 


Фбиий способъ нахожденя прямых, расположенныхтъ на поверхности. 


о 6552. Нахожденше прямолинейныхъ образующихъ поверхностей втораго 
порядка можно связать еъ общимъ способомъ, опредфляющимъ прямыя, 
расположенныя на алгебраической поверхности 7-го порядка. Нусть 


| — «2 + р. 
у — В= -{- 4, 


будутъ уравнешя прямой; если въ уравневи поверхности замфнимъ 7 из 
ихъ величинами, то получимъ уравнеше 272-ой степени относительно д, 
которое опред ляетъ т точекъ пересъчен!я прямой съ поверхностно. Чтобы 
прямая была расположена вся на поверхности, надобно, чтобы это урав- 
_нен!е обратилось въ тожество; отсюда находимъ 7 -- 1 соотношений между 
четырьмя параметрами «, В, р, 9. Вообще невозможно прямую помъетить 
на алгебраической поверхности, степень которой болЪе третьей; поверхности 
третьей степени имфютъ вообще конечное число прямыхъ, а поверхности 
втораго порядка безконечное число. Такимъ образомъ, вс5 поверхности 
втораго порядка можно разсматривать съ точки зр$н!я чисто аналитической 
какъ прямолинейныя поверхности съ дЪйствительными или мнимыми обра- 
зующими. А 
Нриложимъ этотъь ‘способъ къ гиперболоиду объ одной полости. 


2? зу? 22 © 
Ре 
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арх по & есть 
г. а, . Е С 
(ы-+ —=)2 РИ + 5—1) =0. 
и мы получимъ три условныя уравнения” 
сс? с?8% Ни р" 49° Е: 
[Наина 


(15) | 


а? 


СВ __ 
а = 0. 
Четыре параметра прямой можно выразить поередствомъ одного и тогоже 
вспомогательнаго перемфннаго. Уравненя (15) показываютъ, что четыре 


(2 св 
величины И р, 4 суть косинусы угловъ, образуемыхъ ВЪ ПЛОСКОСТИ 


двумя директрисами, перпендикулярными между собой, съ двумя прямо- 
угольными осями; по этому положимъ | т ть 24 


си | св . 

а 3 НВ 

= =) ыы #=5) 
и в — 8Ш |Ф= 5), 


гдЪ ф есть произвольный уголъ. ий образомъ. Рю дв$ системы 
прямыхъ 


2 а 
Те зш $ р —Е 608 5. 


< 


Подобное же вычислеше прилагается къ эллипсоиду и гиперболоилу о двухъ 
полостяхЪ; но тогда прямыя будутъ мнимыя. Замфтимьъ, что чрезъ каж- 
дую точку поверхноети проходатъ дв прямыя, плоскость кеторыхъ, всегда 
дъйствительная, есть касательная. 


ГЛАВА У. 
Параболоиды. 


Поверхности. втораго порядка, неимзющия центра, выражаются урав- 
ненемъ | "3 


(1) р и + 3"а {- Р2=0. 
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`Этотъ второй классъ подраздвляется на два рода, смотря потому будутъ 
ли имфть коехфищенты 9’, 5” одинаковые знаки или разные. 


Эллиитичесвй параболондл,. 


553. Разсмотримъ случай, когда оба корня $! и 8" имъютъ одинъ 


и тоть же знакъ, наприм5ръ --. Можно предположить Р’ отрицательнымъ; 
если положимъ | 


Р Е Я 
а ИМ 
то уравненше будетъ 
(® к оВИЫ 
) <= р Га и 


Поверхность проходитъ черезъ начало координатъ; сЪчен;я, сдфланныя 
все °: главными плоскостями УОХ, ОХ, суть 
дв$ параболы Ри ©), которыя общею осью 
имфютъ прямую ОХ (4%. 308). 

_  Пересъчемъ поверхность плоскостями, 
 перпендикулярными къ прямой ОХ. При 
х = 0, сфчене будетъ точка О; давая 
для 2 величины положительныя, больиия 
и болышя, получимъ подобные эллипеы, 
центръ которыхъ находится на прямой ОХ 
И которые неопред$ленно увеличиваются. 
Паоскости, находяшияся слЪва плоскости УО, не пересЪкаютъ поверх- 
ности. Такимъ образомъ поверхность состоитъ изъ неопредфленной полости, 
которая расположена вся справа плоскости УО; эта поверхность назы- 
вается эллиитическимь параболоидомз. Прямая ОХ. есть ось поверхности; 
точка О вершина. Съчения, сдфланныя плоскостями, параллельными глав- 
ной плоскости ХОУ, суть параболы, равныя парабол Р, центры кото- 
рыхъ находятся на парабол5 ©, а оси параллельны ОХ. Отсюда видно, 
что поверхность можно разсматривать, какъ образуемую параболою Р, 
которая перемфщается параллельно самой себЪ, а вершина ея описываетъ 
параболу (©. Точно также съчен!я, сдъланныя плоскостями параллельными 
главной плоскости ХОЙ,, суть параболы, равныя параболЪ ©), и поверхность 
можно разсматривать какъ образуемую параболою (), которая перемф- 

щается параллельно самой себЪ, авершина ея описываеть параболу Р. 
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554. Съчен!я поверхности, сдЪланныя плоскостями 


Ах -- Ву -- 02 =1. 


непараллельными оси, суть эллипсы, ‘проекщи которыхъ на плоскость 
УОЙ имрютъ уравненями я 


__ 21 — Ву — 02) 


2 
риа в. А. 


Очевидно, что эти проекши суть подобные между собой эллипсы, какое 
бы ни было направленте сБкущей плоскости. . 

_Если съкущая плоскость Ву -- (2 = { будетъ параллельна оси пара- 
‘болоида, то сЪчеше, проекшя котораго на плоскость ХОУ выражается 








уравнешемъ : 
ее ыы 
рот ата 2 


будетъ парабола, ОСЬ которой параллельна оси параболоида. Такъ какъ. 
 параметръ этой параболы независитъ отъ [, то ясно, что плоскости, па- 
раллельныя оси, пересъкаютъ поверхность по равнымъ параболамъ. 

Разсмотримъ въ частности случай, когда р = 9; тогда уравнеше по- 
верхности будетъ /* —-2? = #рхж; сБченя, сдланныя плоскостями, перпен- 
дикуларными оси ОХ, суть круги; слфдовательно, это есть поверх- 
ность вращеня; она образуется параболою Р, которая обращается около ея 
оси ОХ. Свчевшя, сдБланныя плоскостями, непараллельными оси, суть эл- 
липсы, проекщи которыхъ на плоскость УОЙ суть круги. Съчешя, ед$- 
ланныя плоскостями, паралаельными оси, суть равныя параболы. 


Даметральныя плоскести п даметры. 


- 
.‹ м 


555. Даметральная плоскость, сопряжевная прямой 


х у _ 2 


Бринк 
—=—=*-<? 


с в 9 


выражается уравнешемъ ($ 491) 


61 р. 
это есть плоскость, параллельная оси. Эта плоскость перес$каетъ поверх- 
ность по параболв; эта парабола есть кривая соприкосновешя параболоида 


Бр1о и БукЕ. ГЕОМЕТРИЯ. 30 
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$. 


и описаннаго цилиндра, обрузующия котораго параллельны хордамъ. 0б- 
ратно, всякая плоскость, параллельная оси, есть даметральная плоскость. 

Если прямыя будутъ параллельны оси, то каждая изъ нихъ пересфчеть 
поверхность только въ одной точькЪ, и д1аметральной плоскости болфе не 
будетъ; она удаляется въ безконечность. — 

Геометрическое мЪсто центра съченмя, сдБланнаго плоскости Аз--Ву 
+ 02==Ь въ которомъ [ есть перемвнный параметру выражается урав- 
ненемъ ($ 496) 

(4) Е ее т ай = 





это есть прямая, параллельная оси. Другими словами, проекши параллель- 
ныхъ сфченй на плоскости УОЙ суть подобные концентричные эалипсы. 
Обратно, всякая прямая, параллельная оси, есть д!аметръ. 

556. Возьмемъ за начало координатъ какую-нибудь точку М поверхно- 
сти; за ось х дмаметръ, проходяций черезъ эту точку, а за плоскость ху 
какую-нибудь плоскость, проведенную черезъ прямую МХ. Эта плоскость 
‚ перес$каетъ поверхность по параболЪ: за ось у мы возьмемъ касательную 
къ параболВ въ точкБ М, а за ось 2 линю, проведенную черезъ точку 
М, параллельно сопряженному направленю плоскости ХМУ. Такъ какъ 
уравнене поверхности не содержитъ члена первой степени относительно 
2, И такъ какъ, при 2 = 0, оно должно выражать параболу, отнесенную 
_ КЪ Маметру и къ касательной, проведенной къ концу, то оно приметъ 
ВИДЪ а 

х 2 
о ры 
оба параметра р’ и 9’ будутъ имЪть одинъ знакъ, напримёръ —, безъ 
того, чтобы сфченя, сдБланныя какими-нибудь плоскостями, были гипер- 
болы. Отсюда видно, что плоскость ХМ есть сопряженная направае- 
ню МУ. Свчен!я, сдБланныя плоскости УМЯ, плоскостями параллельными, 
суть эллипсы, отнесенные къ двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ. 

Можно получить другимъ способомъ оси координатъ, къ которымъ мы 
относили поверхность. Разсмотримъ какую-нибудь плоскость, непараллель- 
ную оси параболоида; эта плоскость пересвкаетъ поверхность по эллипсу; 
чрезъ центръ эллипса проведемъ линио, параллельную оси, до пересъче- 
ня съ поверхностью, и черезъ эту точку проведемъ лини, параллельныя 
двумъ сопряженнымъ даметрамъ эллипса; тогда уравнене поверхности 

приведется къ предъидущему виду. 
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Круговыл съчен!я. 


997. Разсмотримъ рядъ параллельныхъ ‘плоскостей, перес5кающихъ 


поверхность по кругамъ, центры ЭТИХЪ круговъ | 


находятся на прямой лини; плоскость, прове- р р ыы 
денная чрезъ этотъ дламетръ, перпендикулярно г 

къ плоскостямъ ‘круговъ, раздвляетъ каждый изъ и 
этихъ круговъ на дв симметричныя части; сл$- И 
довательно, это есть главная плоскость. Такимъ,. | 2 
образомъ плоскости круговыхъ сфчев!й перпен- И о х 


дикулярны къ одной изъ главныхъ плоскостей. 

Черезь вершину О (физ. 309) проведемъ ) 
плоскость УОХ’, перпендикулярно къ главной т 
плоскости ХОЙ; назовемъ чрезъ 9 уголь Х'ОХ и найдемъ уравнеше 
кривой пересфченя, относительно двухъ осей ОХ’ и ОХ, расположенныхъ 
въ ея плоскости. Пусть 2, У, 2 будутъ координаты точки М сфкущей 
плоскости, относительно осей ОХ, ОУ, ОЙ; а 1’и 9! координаты этой 
же точки, относительно осей ОХ! и ОУ; мы имфемъ у= у’; и 


х = 09 =0Р с08 0—7 088, 2 = РО = ОРэш 8 = #' в 9; 


если эти величины 1,9, 2 внесемъ въ уравненше поверхности, то полу- 
чимъ уравнене кривой перес5четя 
1] г’? «1? 9 


—--——— =245' 080. 
р Ч 


Если ЗШ ‚=\ <, то эта кривая будетъ кругъ. Отсюда за- 


ключаемъ, что эллиптический параболоидъ иметь _ два. ряда круговыхъ 
_ сЪченйй, которыя перпендикулярны къ. главному съченю наименьшаго 
параметра, и которыя одинаково наклонены къ другому главному с5$- 
ченю. | 

Можно также изъ уравнения поверхности узнать о арен кру- 


| >. 
говыхъ сфченй. Для этого достаточно уравнен!я >. -- == —0 пред- 
ставить въ видъ > 
т. ; 2 № д г) 1 1 | 
и ео 

Ч _\4 р. 


р 
30* 
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Гпиерболичесян параболондъ. 


558. Разсмотримъ теперь случай, когда 5’и 8" имъютъ разные знаки. 
Допустимъ, что коеффищентъ Р ию" ‘им5ютъ одинаковые знаки, и поло- 


ЖИМЪ 
Р . Р 
р ее С!’ 24 — &”’ 
тогда уравненте будетъ 
5 У о 
| ОН. 
( ) р Ч 


Сченя, сдфланныя главными плоскостями ХОУ, ХОД, суть двЪ пара- 
болы Ри © (4. 310), оси которыхъ имЪютъ обратныя ‘направленя 
Плоскость 2ОУ пересфкаетъ поверхность по двумъ прямымъ ОА, ОВ, об- 


разующимъ съ 07 уголъ, тангенсъ котораго равенъ У- ‚ Свчешя, сдЪ- 
ланныя и параллельными 

Фиг. 510. плоскости `У0ОЙ, суть подобныя ги- 

„ перболы, но расположевше  кото- 


рыхъ измфняется; если плоскость 
будетъ находиться со стороны ОХ, 
то дйствительная ось гиперболы бу- 
детъ параллельна ОУ; если она бу- 
 детъ съ другой стороны, то дЪйетви- 
х  тельная ось будетъ параллельна 0. 
Такимъ образомъ, поверхность состо- 
итъ изъ одной плоскости, которая про- 
стирается неопредъленно справа и 
слЪва плоскости УО7Й; эта поверх- 
ность называется зимерболическимз 
параболоидомг. Прямая ОХ есть ось поверхности; точка О вершина. 
Съченя, сдвланныя плоскостями, параллельными главной плоскости ХОХ, 
суть параболы, равныя парабол Р, и вершины ихъ находятся на пара- 
болф ©). Точно также сфчешя, сдфланныя плоскостями, параллельными 
главной плоскости 40ОХ, суть параболы, равныя парабол$ ©), и вершины 
ихъ лежатъ на параболв Р; такимъ образомъ можно разематривать, что 
поверхность образуется параболою, которая перем$щается параллельно 
ей самой, а вершина описываетъ другую парабодлу. 
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559. СБчен1я, сдБланвыя плоскостями 
Ах | Ву (2—1, 
непараллельными оси, суть гиперболы, проекци которыхъ на плоскость 
УО7 выражаются уравненемъ ии. 
чу 2 9(1—Ву-— 02) 
р и’ А | 
Очевидно, что эти гиперболы будуть. подобны между собой, какое бы ни 
было положен!е съкущей плоскости. 
Если сфкущая плоскость 
Ву —- (2 =/ 
будетъ параллельна оси параболоида, то сБчеше, проекця котораго на 
плоскость ХОУ выражается уравненемъ 
| 2 (1 — Ви) _ 
9 Е ни ета 25, 
р (“4 
будетъ парабола, ось которой параллельна оси параболоида; `параллель- 
ныя с$5ченя суть равныя ПАО, Предъидущее уравнеше можно пред- 
ставить ВЪ ВИлЗ 


1 эй Вы а 
р — И - бы — = 28 
если - — + \/Р г, то это хравнеф обратится въ уравнеше первой 
9 5 


степени. Такимъ образомъ есть два ряда плоскостей, изъ которыхъ’ каж- 
дая пересзкаетъ поверхность` по прямой. Плоскости этихъ двухъ рядовъ 
соотвътственно- ры ДвВумъ ПЛОСКОСТЯМЪ, выраженнымъ рее 
шемъ 
у 2 
чо 


и которыя проходятъ черезъ ось ОХ и каждую изъ прямыхъ ОА, ОБ, по 
которымъ касательная плоскость въ вершин$ О перес$каетъ поверхность. 


ЖШаметральныя плоскости и маметры. 


560. Д!аметральная плоскость, сопряженная направлению 


выражается уравненемъ 


470 КНИГА УТ, ГЛАВА У. 


она параллельна оси. Если прямыя будутъ параллельны оси, то он пе- 
ресвкутъ поверхность только въ одной точк, и даметральная плоскость 
будетъ въ безконечности. Прямая, параллельная одной изъ двухъ плос- 
костей АОХ, ВОХ, пересъкаетъь поверхность также только въ одной 
точкф, потому что’ плоскость, проведенная черезъ прямую, параллельно 
одной изъ двухъ плоскостей, аи поверхность по прямой. Если 
будемъ разсматривать направлеше, параллельное плоскости АОХ, но не 
параллельное оси, то уравневше (6) выразитъ плоскость, параллельную 
‘оси и пересфкающую поверхность по лини, параллельной этому направ- 
леню. ь "о 

Всякая плоскость, параллельная оси, есть дламетральная плоскость, 
исключая ‘того случая, когда плоскость булетъ параллельна одной изъ 
плоскостей АОХ, ВОХ. 

Подобно тому, какъ. въ эллиптическомъ. параболоидъ, МЫ УВИДИМ, что 


геометрическое мфсто центровъ ряда параллельныхъ сфченй есть прямая, 
параллельная оси. 


— 


561. Если за начало оординатъ возьмемъ какую-нибудь точку М 
поверхности, за ось х даметръ, проходяпий черезъ эту точку, за плос- 
кость 229 какую-нибудь плоскость, проведенную черезъ прямую МХ;; за ось 9 
касательную къ параболЪ въ точкБ М и за ось 2 линшю, параллельную со- 
пряженному направлен1ю плоскости ХМУ, то уравневе будетъ вида 





Это позволяетъ намъ дополнить учеше о плоскихъ сфчешяхъ. Плос- 
кость УМ, пересвкаетъ поверхность по двумъ прямымъ; плоскости, па- 
раллельныя этой плоскости, пересъкаютъ поверхность по подобнымъ ги- 
перболамъ, но положеше которыхъ измзняется, смотря по тому, будетъ ли 
сфкущая плоскость находиться съ той или другой стороны плоскости УМЯ. 
Если бы за оси у и & взяли двз прямыя, проходящия черезъ точку М, 
то уравневе поверхности было бы вида 
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Шрямолинейныя образующ:я гиперболическаго параболонда. 


962. ДЪйствительную прамую невозможно помЪстить на эллиптиче- 
зкомъ пераболоидЪ. Въ самомъ дБлЬ, если черезъ эту прямую проведемъ 
плоскость, то эта плоскость пересфчетъ поверхность по эллипсу или па- 
раболБ. Въ гиперболическомъ параболоидЪ этой невозможности не суще- 
ствуетъ. Мы видфли, что всякая плоскость, параллельная одной изъ двухъ 
плоскостей АОХ, ВОХ, пересвкаеть поверхность по прямой. Черезъ 
какую-нибудь точку М поверхности проведемъ плоскость, параллельную 
плоскости АОХ; эта плоскость перес$четъ поверхность по прямой, про- 
ходящей черезъ точку М; плоскость, параллельная плоскости ВОХ, дастъ 
другую прямую, проходящую также черезъ точку М. Такимъ образомъ, 
черезь всякую точку зитерболическало параболочда проходятз двъ пря- 
мыя, расположенныя на поверхности. 

Плоскость этихъ двухъ прямыхъ есть касательная плоскость Въ точкВ 
М. Черезъ точку М невозможно провести третью прямую, расположенную 
на поверхности; потому что она находилась бы также въ касательной 
плоскости, а эта плоскость пересЪкаетъ поверхность только по двумъЪ 
прямымъ. Прямыя, расположенныя на поверхности гиперболическаго па- 
раболоида, можно раздЪлить на. два ряда, изъ которыхъ ‘каждый состав- 
ляетъ цфлую поверхность. Первый рядъ состоитъ изъ прямыхъ, парал- 
лельныхъ плоскости АОХ; второй рядъ изъ прямыхъ, параллельныхъ плос- 
кости ВОХ; эти дв плоскости называются ужравляющими плоскостями. 
Отсюда слёдуетъ, что проекщи на плоскость УОЙ прямыхъ одной и той 
же системы параллельны; потому что проектируюция плоскости прямыхъ 
первой системы параллельны управляющей плоскости АОХ, а саФдовательно, 
ихъ проекщи параллельны прямой ОА. Точно также проекщи прямыхъ 
второй системы параллельны ОВ. 

Будемъ теперь проектировать прямыя на одну изъ главныхъ плоско- 
стей, напримфръ на плоскость ХОУ. ЗамЪтимъ прежде, что прямая 
не можетъ быть параллельна этой плоскости, потому что сфчене, сдЪлан- 
ное плоскостью, параллельною плоскости ХОУ, есть: парабола, равная па- 
рабол$ Р. Прямая пересзкаетъ главную плоскость въ одной точкЪ параболы Р; 
но поверхность проектируется на эту плоскость вн параболы; проекщя 
прямой, проходящей черезъ точку параболы и находящейся внБ ея, есть 
касательная къ этой кривой. Такимъ образомъ, проекции прямолинейныхе 
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образующих на злавныя плоскости суть касательны кезлавнымь съ- 
ченямз. 

Такъ какъ дв образуюция одной и той же системы находятся въ 
двухъ плоскостяхъ, параллельныхъ одной и той же управляющей плоско-- 
сти, и сл5довательно, параллельныя между собой, то он не могутъ пе-. 
ресъкаться. ОнЪз не параллельны, потому что ихъ проекщи на главную 
плоскость ХОУ, будучи касательными къ параболв Р, не параллельны. 
Такимъ образомъ, 06% прямыя одной и той же системы никозда не. 
находятся в5 одной ‘плоскости. 

Разсмотримъ теперь двз образуюцния различныхъ системъ; такъ какъ- 
ихъ проекщи на плоскость УОЙ соотвфтственно параллельны прямымъ. 
ОА и ОВ, то онЪ пересзкаются; если черезъ точку пересёченмя проек- 
ций проведемъ линю, параллельную оси ОХ, то эта ливня пересъчетъ по- 
верхность только въ одной точк$, и слЪдовательно, пересЪчетъ обЪ дан- 
ныя Прямыя въ одной и той же точкЪ. Отсюда заключаемъ, что 06% 06- 
фазуюция различныхь систем вседа пересъкаются. 

563. Такъ какъ черезъ каждую точку поверхности проходятъ двъ 
прамыя, то ясно, что черезъ каждую точку О` 
главной параболы Р (4%. 311) проходятъ двз 
прямыя ПС, ОН, расположенныя на поверх- 
ности. Если за оси координатъ возьмемъ да- 
метрь ОХ', касательную ОБ.къ главной па- 
рабол5 и перпендикуляръ 0)’ къ главной 
плоскости, и если черезъ @ означимъ уголъ. 
. ВОХ,, то уравнене поверхности будетъ ($ 212). 


Фиг. 311. 


аз $20 ^ 2/9 


5 —= 9.0’: 
р 9 





Плоскость 2/05 иметъ слфдомъ на главной плоскости касательную ЭГ 
къ главной парабол$; эта плоскость 2’ = О пересЪкаетъ поверхность по 
двумъ прямымъ О@, ОН, выражаемымъ уравнешемъ 

1"? вт? 0 =! 


р Е. 
и которыя проектируются на главную плоскость по касательной ЭТ. Объ; 
прямыя ОС, ОН образуютъ равные углы съ главною плоскостью или съ 
перпендикуляромъ 1)7/, проведеннымъ къ этой плоскости; если черезъ у 
означимъ этотъ послБдай уголъ, то получимъ 
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у— м 1 

9 ’зшо 
Если точка М двигается отъ вершины О по главной парабол$ Р, то. 
уголъ у, который образуютъ двз прямыя ОС и ОН съ перпендикуляромъ 
РЯ’, будетъ болфе и болфе увеличиваться и приближаться къ прямому 
углу. | | 
Прямыя ОН, ОС: пересзкаютъ главную. плоскость ХОЙ въ точкахъ 
Ни К, которыя принадлежатъ главной параболв () и находятся на пер- 
пендикуляр$, возставленномъ къ оси ОХ въ точкЪ, въ которой она пе- 
ресзкается касательною ОБ. Проекшщи НО’, КО’ этихъ двухъ прямыхъ 
на главную плоскость ХО суть касательныя къ парабол5 () и прохо- 
дятъ черезъ точку 0)’, проекшю точки 0). Точка 0) проектируется въ О" 
на плоскость ХО; точки Н и К проектируются въ Н” и К"; соеди- 
нивъ 0” съ НИ, ГП” съ К", получимъ проекщи О’Н”, О"С/ двухъ 
прямыхъ ОН, ОС на плоскость УОЙ. Такъ какъ точки О) и. Н принад-_ 
дежатъ къ главнымъ параболамъ, то ОО”? —= 2р. ОО’, НТ* = 24. ОТ; 
лини ОП’и ОТ равны между собой; слвдовательно, — 

Де 
"ЕТ чт — ие р 

Такимъ образомъ, снова видимъ, что проекщя О"Н"” прямой ОН на плос- 
кость УО2 имБетъ постоянное направлене; точно также увидимъ, что 
проекщя К"О”С.”. прямой ВС имъетъ постоянное направлеше. 

Если точка О) будетъ двигаться по главной парабол5 Р въ опредБ- 
ленномъ направлени ОП, то прямыя, выспия части которыхъ надъ глав- 
ною плоскостю ХОУ образуютъ съ касательными, взятыми по направале- 
нию движен!я, острые углы, пересзкутъ другую главную плоскость ХОЙ 
_ниже первой; ихъ проекци на плоскость УОЙ параллельны ОА, и эти 
прямыя составаяютъ первую систему образукщихъ. Прямыя, выспия ча- 
сти которыхъ образуютъ съ касательными тупые углы, имфютъ проекщями 
лини, параллельныя ОВ и составляютъ вторую систему. 

Такъ какъ лв$ прямыя ОО”, НН" равны и параллельны, то ОО"НН” 
есть параллелограмъ, и слфдовательно д!агонали ОН, ШО”Н” пересзка- 
ются пополамъ; такимъ образомъ точка Т, въ которой образующая РН 
пересъкаеть плоскость УОЙ, есть средина части ОН этой прямой, за- 
ключающейся между главными плоскостями; слъдовательно, геометрическое 
м$ето’ точки [ есть прямая ОА первой системы. — 
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564. ИзвЪстно, что для опредфлемя движеня прямой, надобно три 
управляюция. Возьмемъ за директрисы три опредвленныя прямыя А, В, С, 
принадлежащия одной изъ системъ, напримфръ второй; эти прямыя бу- 
дутъ параллельны второй управляющей плоскости; лвижущаяся прямая, 
перем$щаясь по этимъ тремъ управляющимъ, совпадаетъ послфдовательно 
съ каждою изъ прямыхъ первой системы, и слБдовательно, ыы ГИ- 
перболическй параболоидъ. 
_ Движене прямой можно также опредфлить изъ услов!я, чтобы она пе- 
ремвщалась по двумъ опредзленнымъ прямымъ и оставалась параллельной 
опредъленной плоскости. Если за директрисы возьмемъ дв прямыя Аи В 
второй системы, а за опредзленную плоскость первую управляющую пло- 
скость, то, очевидно, движущаяся прямая совпадаетъ послфдовательно съ 
каждою изъ прямыхъ первой системы и образуетъ также параболоидъ. 

565. Обратныя заключен1я справедливы. Разсмотримъ прежде дви- 
жущуюся прямую, которая должна перемЪщаться по 
двумъ опредзленнымъ прямымъ 0 и АВ (физ. 312), 
оставаясь параллельною одной и той же плоскости. 
Возьмемъ `за ось 9 частное положеше ОА образую- 
щей, за ось 2 управляющую 07, за плоскость 2 
плоскость, параллельную управляющей плоскости, а 
за плоскость 21 плоскость, параллельную прямой 
АВ. Тогда вторая управляющая АВ выразится урав- 
‘нешями у =, д = а2. Пусть ММ будетъ какое- 
нибудь положен1е образующей; эта прямая, будучи параллельна плоскости 
ХОУ и пересвкая ось ОЙ, выразится уравнешемъ вида 


‚ Фиг. 312. 





(7) 2 =р, у == та, 


съ двумя перемфнными параметрами 7% и р. Чтобы она пересФкала вто- 
рую управлящую АВ, надобно, чтобы удовлетворялось условное уравнене 


(8) 8 | атр = 6. 


` Если изъ уравненй (т) и (8) искаючимъ два параметра ти р, то 
получимъ уравнене геометрическаго мЪста_ 


(9) ау; — 6х = 0. 


Эта поверхность есть второй степени; она не имфетъ центра, это не 
есть параболическ!й цилиндръ, потому что прямыя ОД и АВ, непарал- 


/ 
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дельныя, находятся на поверхности; слБдовательно, это есть гиперболиче- 
сюй параболоидъ. 

566. Разсмотримъ теперь прямую, которая должна перемфщаться по 
тремъ опредъленнымъ прямымъ ОЙ, ДВ, А'В’ 
(фи. 813), параллельнымъ одной и той же плос- Фиг. 318. 
кости. Возьмемъ за ось 2 управляющую ОЙ, за 
ось У частное положеше образующей, за плос- | 
кость 24 плоскость, параллельную тремъ управ- ® 
ляющимъ, а въ этой плоскости какую-нибудь 7 + ‚ 
прямую, проведенную черезъ точку О, за ось х. ОИ. < 
Тогда объ управляюция АВ, А!В’ выразятся —/ 6 
уравненями в 


АВ р ® А’В’ у 0!“ А 
2 — @Х, 2 — ам. 

Прямую ММ’, которая пересъкаетъ эти двЪ прямыя, можно разсма- 
тривать какъ пересфчене двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена 
черезъ прямую АВ, другая черезъ прямую А/В’; эти двф плоскости вы- 
ражаются уравнен!ями вида. | 


2 — д А (у—6) = 0, 


(10) 2 — @’х -|- ! (Ч 2 6") =— 0, 


въ которыхъ А и А! означаютъ произвольные параметры. Такъ какъ пря-. 
мая ММ!’ должна пересЪкать прямую О, то между параметрами полу- 
чимъ соотношене 


(11) _ =’. 


Исключивъ изъ этихъ уравнен!й (10) и (11) два параметра ли ^, полу- 
чимъ уравнене поверхности, образуемой прямою ММ’ 


(12) - 6 (у — 65) (# — ах) — 6' (9—0) (2. — @'5) = 0. 


Эта поверхность второй степени; очевидно, что она не имзетъ центра, 
сверхъ того, она содержитъ прямыя непараллельныя; сл5довательно, это 
есть гиперболическй параболоидъ. 

567. Мы нашли ($ 548) соотношеше, которое существуетъ въ гИ- 
_перболоидВ объ одной полости между ливями, описанными на двухъ опре- 
лфленныхъ прямыхъ АВ, СШ одной изъ системъ движущейся прямой 
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другсй системы. Это соотношевне бол$е проще для гиперболическаго 
параболоида. Пусть ММ, М’№, ММ” (фи. 314) 
будутъ три как1я-нибудь положеня движущейся пря- 
мой; если черезъ каждую изъ нихъ проведемЪ плос- 
кость, параллельную управляющей плобкости, то по- 
лучимъ три параллельныя между собой плоскости; но 
извзетно, что три параллельныя плоскости опред$- 
ляютъ на двухъ прямыхъ АВ, СШ пропорщюналь- 
`ные отр$зки; поэтому позучимъ соотношене 


Фиг. 314. 





ММ” _ ММ! 
ММ ММ! 


Такимъ образомъ, в5 зиперболическомь параболоидь движущаяся пря- 
мая одной изъ системь описываеть на двух опредъленныхь прямых 
друзой системы пропорилональныя лини. 

Обратно, если движущаяся прямая перемфщается по двумъ опредф- 
леннымъ прямымъ АВ, СО, описывая на этихъ прямыхъ пропорщональныя 
лини, то она образуетъ гиперболическй параболоидъ. Пусть ММ, М’№! 
будутъ два частныя положен!я образующей; разсмотримъ плоскость, парал- 
лельную этимъ двумъ прямымъ. Пусть теперь ММ!” будетъ какое-нибудь 
положене образующей; тогда получимъ соотношен!е 


ММ” __ ММ’ 
ММ ММ! 


Если черезъ каждую изъ двухъ прямыхъ ММ, М’М’ проведемъ плос- 
кость, параллельную плоскости, опредзляемой прежле, нежели черезъ 
точку М” проведемъ плоскость, параллельную той же плоскости, то полу- 
чимъ три’ параллельныя плоскости, которыя опредляютъ на двухъ пря- 
мыхъ АВ, СО пропорциональные отрфзки. Слфдовательно, плоскость, про- 
веденная черезъ точку М”, пройдетъ черезъ точку №” и будетъ содер- 
жать прямую М”М!”; отсюда заключаемъ, что движущаяся образующая 
М"М!” остается постоянно параллельною одной и той же плоскости; сл$- 
довательно, она образуетъ гиперболическй параболоидъ. 

568. На этомъ замфчательномъ свойствЪ основывается устройство 
нитяныхЪ моделей, представляющихъ гиперболичесмй параболоидъ. Пред- 
ставимъ себЪ деревянный квадратьъ АСОВ, имъющиЙ видъ неразгибающа- 
гося четыреугольника; если раздфлимъ дв противоположныя стороны 
АВ, СР на одинаковое число равныхъ частей и соединимъ натянутыми 
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нитками соотв$тетвующия точки дфленя, то эти нитки представятъ одну 
изъ системъ прямолинейныхъ образующихъ гиперболическаго параболоида. 
Если точно также раздфлимъ двз противоположныя етороны АС, ВО на 
одинаковое число равныхъ частей и соотвфтствуюция точки соединимъ 
нитками, то получимъ вторую систему образующихъ. м 

Если четыреугольникь АСОВ будетъ плоскй, то нитки будутъ нахо- 
диться ВЪ плоскости четыреугольника; но если четыреугольникъ преобра- 
зуемъ такъ, чтобы сдфлать его неразгибающимся, то итки не будутъ на 
ходиться въ одной и той же плоскости и образуютъ гиперболическнй пара- 
болоидъ; вотъ почему эта поверхность называется неразаибающейся плос- 


костью. 
569. Изъ уравнен1я гиперболическаго параболоида 


УЗЫ 


^ 9х 
9 


(5) 


легко вывести уравненя двухъ системъ образующих. Дъйствительно 
уравненше (5) можно представить въ видь 


[е+у=) [=-У 


Два уравнен1я первой спепени 


* 





= — 9х. 


въ которыхъ А есть произвольный параметръ, выражаютъ систему пря- 
мыхъ, расположенныхъ на поверхности, дъйствительно, умноживъ эти два 
уравнен!я почленно, снова получимъ уравнене (5). Два уравнен!я 





у и м = 
(=) ре т Ир Ис _ и ? 


въ которыхъ м есть произвольный параметръ, выражаютъ вторую систему 

прямыхъ, расположенныхъ на поверхности. Очевидно, что черезъ всякую 

точку поверхности проходатъ дв прямыя, по одной изъ каждой системыа 

Сверхъ того, первое изъ уравнен!й (^) показываетъ, что всз прямыя первой 
| _#_ 


у 
системы параллельны плоскости = — у — 0; точно также первое 
, р 4 


изъ уравнен!й (») показываетъ, что всф прямыя второй системы парал- 


# % . 
Зо: пообобе о {- -= —=0. Такимъ ‘образомъ уравнен!я (^) и (м) 


Ур Уз 
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выражаютъ дв системы прямолинейныхъ образующихъ гиперболическаго 
параболоида, тамя, камя мы опредзляли геометрически ($ 562). 

570. Замтимъ, что если отнесемъ гиперболичесюй параболоидъ къ 
его двумъ главнымъ плоскостямъ и касательной плоскости, проведенной 


къ вершин$, то прировнявъ нулю, въ уравнен1и поверхности, члены вто- 
рой степени, поЛУЧИМЪ уравнене : = 4 = 0, которое выражаетъ двЪ 
управляющ1я плоскости. То же самое будетъ имЪъть м$сто, когда поверх- 
ность будетъ отнесена къ какимъ-нибудь осямъ координатъ. ДЪйстви- 
тельно, если. прежде перемвнимъ направлеше осей, оставляя то же на- 
чало координатъ, то часть второй степени въ первомъ уравнении дастъ 
часть второй степени въ новомъ уравненти. сли потомЪъ перемъстимъ 
начало координатъ, сохраняя направлене осей, то члены второй сте- 
пени не измфнятся; слфдовательно, если приравняемъ нулю совокупность 
этихъ членовъ, то получимъ плоскости, соотвБтственно параллельныя двумъ 
предъидущимъ. 


ГЛАВА \У[. 
Разборъ числовыхъ уравнен1й второй степени. 


Дано числовое уравнене второй степени; опредфлить поверхность, 
выражаемую этимъ уравнешемъ.. 


1 


Шервый способъ. 


571. Къ данному уравнению прилагаютъ способъ приведен!я, изло- 
женный въ главё П; этимъ способомъ опредълимъ не только родъ поверх- 
ности, но съ точносто опредвламъ также ея положене и параметры. 
Если желаемъ только опредфлить родъ поверхности, то нЪФтъ необходи- 
мости’ выполнять вс показанныя вычислен!я. Сначала составляемъ урав- 
нен!е третьей степени, изъ котораго опредфлимъ 3; потомъ надо разли- 
чать н$сколько случаевъ. 

1-й. Если уравнен!е третьей степени не будетъ имфть никакого корня, 
то извфстно, что поверхность будетъ имфть только одинъ центръ, и урав- 
нене можетъ быть приведено къ виду ($ 506) 


ба? 4 6? + ЗИ Е, = 0. 
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_ Для опредфлен1я рода поверхности, вадо вычислить Е, и изелфдовать 
знаки корней ю, №!, 5"; эти знаки непосредетвенно опредфляются изъ 
теоремы Декарта. Би уравнене имфло бы два рН корня, то поверх- 
ность будетъ поверхностью вращеня. | 

2-й. Если уравнение третьей степени имфетъ только одинъ корень, ‘рав- 

ный нулю, то уравнеше можно привести къ одному изъ АВУхъ ВИдоВЪ 


($ 509). ь. 
ю'у* -+ "2? + Рх == 0, 
"9" ЕЕ, = 0. 


Первое выражаетъ поверхности, неимБюция центра, а второе выра- 
жаетъ поверхности, центры которыхъ суть вс точки прямой. Для опре- 
дфленшя вида, соотвфтствующаго данному примЗру, возьмемъ уравнения, 
которыя опредляютъ центръ. | 

_Если эти уравненя будутъ не совмфстны, то геометрическое мЪсто 
будеть или параболоидъ эллиптический, если 5 и 5!” булутъ имфтъ оди- 
наковые знаки, или гиперболическй, если Э’и В! будуть имъть. обрат- 
ные знаки. Если геометрическое м5сто допускаетъ безконечное число цен- 
тровъ, то это геометрическое мъсто будетъ цилиндръ, родъ котораго опре- 
ДЪлимМЪ сЪчешемъ, непараллельнымъ оси. Если бы два корня №’ и Ю!” были 
равны, то поверхность была бы поверхностью вращения. 

3-й. Если уравнеше третьей степени будетъ имБть два корня, равные 
нулю, то А можно привести къ одному изъ видовъ ($ 509) 


би Рх — 0, 
5/2? Е. НА 


Первое выражаетъ поверхность, неим5ющую центра; второе поверхность, 
центры которой суть вс$ точки плоскости. Здзеь точно также беремъ 
уравнен!я, опредвляюция центръ. Если эти уравненля будутъ не совм5стны, 
то геометрическое мЪсто будетъ параболичесяй цилиндръ. Если они при- 
ведутся къ одному уравнентю, то геометрическое мзсто будетъ или двЪ 
плоскости, или одна плоскость, или уравнеше не будетъ 


параллельныя 
непараллельное плоскости цен- 


имъть дъйствительнаго рёшен!я; сзчеше, 
тровть, опредзлитъ родъ геометрическаго мъста. 
Замъчаще. При приведенш, изложенномъ въ главё Ц, предполагаем, 


что’ первоначальныя оси прямоугольныя. Но очевидно, что если съ по- 


мощью двухъ различныхъ системъ осей построимъ геометричесмя м$ста, 
то они будутъ всегда одного и того же рода; однако одна изъ поверхностей - 
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можетъ быть поверхностью вращен!я, между т$мъ какъ другая не будетъ. 
Такимъ образомъ предъидуция заключеня прилагаются къ системъ какихъ- 


нибудь осей. 


572. Этотъ разборъ можно представить въ сл5дующей таблицЪ 


1-Й КЛАСС. 


Уравнене треть- 
ей степени не 
имфетъ никакого 
корня. 


ОСТ, 
МЮ я одинъ 
центръ. _ 


| 
= 
| 


2-й КЛАССЪ. 


Уравнен!е треть- 
ей степени имъетъ 
одинъ или два кор- 
ня, равныхъ нулю. 
Поверхности, не- 
имф5ющ!я центра, 
или съ безконеч- 
НЫ МЪ ЧИСломМЪ 
центровъ. 


‚ 
\ 


| 


а 


Три корня съ одина- 


ковымъ знакомъ. 
Родъ эллипсоида. 


Два корня съ одинако- 


вым знакомъ, одинъ съ 


обратнымъ. 


Родъ гаперболоилда. 


Одинъ только корень, 


равный нулю. и НЪтТЪ 
центра. _ 


Родъ параболоида. 


Только олинъ корень, 
равный нулю и безконеч- 
ное число центровъ на 
прямой лини. 


=«—=—— — —3— 


Лва корня равны пузю 1 


и ньтъ центра. 


Два корня, равные нулю 


и безконечное число 


центровъ въ одной плос- 
‚ КОСТИ. 


Е, имфетъ знакъ. 


обратный знаку ЭллипсоилЪ. 
корней. 
ТЫ о во 
‚ иметь тотъ 
же знакъ. — Ничего. 
Е, имъетъ знакъ, 
обратный знаку Гиперболоидъ 


двухъ первыхъ кор- объ одной пол$. 


ней. 

Ро ва ‚ Конусъ. 

Е, имъетъ тотъ | Гиперболоидъ 
же знакъ. | двухъ полахъ. 


Два друге кор- 
нЯ съ одинаковымъ 
знакомъ. 


Эллиптическ!й 
параболоидъ. 


Съ обратными 
знаками. 


Г  Гиперболическй 
\ параболоидъ. 

Эллинтическй 
ЦИЛИНДОЪ. 

Прямая. 

Начего. 


Два друге кор- 
НЯ СЪ ОДИНаковымМЪ 
знакомъ. 


Гиперболический 
цилиндрЪ. 

ДвЪ перес$каю- 
щ!яся плоскости. 


Съ обратными 
знаками. 

Параболическ!й 
ЦИлЛИНдОЪ. 

ДвЪ параллель- 
НЫЯ плоскости. 

Плоскость. 

Ничего. 


Примьр5. ОпредЪлить поверхности, выражаемыя уравненемъ 
а (12° + 2?) + 6 (у -- 225) с 7 --25у) =1. 


въ которыхъ а, 6, с означаютъ произвольные параметры. 
Как!я бы ни были величины параметровъ, начало координатъ будеть ценгромъ 


поверхности; такимъ образомъ это уравнен!е выражаетъ только поверхности съ 
центромъ. 


Уравнен!е третьей степени, относительно 8, будетъ 
| (В — а) $ — 6) ($ — с) — 4*(8—@)— 06° (8—0) — с —@-—2а6с=0 
ИЛИ 


5" — (ао 05? — (а 5+ с* — 6 — са— аб) 8 -- а - 63 -- с — 3абс = 0. 
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Если для краткости означимъ черезь жи п 2вЪ суммы а ее б--сй 56-- се -- 0%, +0 
получимъ 
а? $ 62 -|- с? — 66° — са — аб =т? — 3, 
@* -- 60° -| с — Забс = т? — Зип = т (т — 3п}, 
и уравнение, относительно 8. будетъ вида 


53 и: ("зто и) = тв С — 313} =9 


Везичина 7? — Зи или а°-|- 6?-- 6’ — 66 — са — аф, будучи приравнена 
) -1- с\2 
(«- =) | -- с 6- к 


никогха не будетъ отрицательною; она обратится въ нуль, когиа а = Ре. Въ этомъ 
случа$ данное уравневе приведется къ виду 


тута =- 


это уравнене выражаетъ лв параллельный плоскости, хЪйствительных или мнимых, 
смотря по тому, будетъ ли коефФфишентъ а положительный или отрицательный, 7 

Положимъ теперь, что три коеффищента а, 6, с не равны между собой, в озна 
чимъ черезъ А? положительное количество Ви тогда три корня уравнен!я отно- 
сительно 5 будуть т и = К, и данное уравнен!е, помощью преобразованя координатъ, 
можетъ быть приведено къ виду 


та? -- 2 — К = |. 


Эта поверхность будетъ гиперболоилъ объ одной илв © двухъ позахъ, емотря по 
тому, будеть ли 71 величина положительная или отрицательная. Если этотъ КоеФФГ- 
щентъ будетъ нуль, то уравнене выразитъ цилиндръ, прямое с$чея!е котораго будетъ 
раввосторонняя гипербола. 

Если 270 = + # или 90° =”, т.е. п = 0 или де -- са + аб =0, то получим вх 
болоидъ вращен!я. Тогда ваправлен!е осв опрелфлигся изъ Формулъ ($ 500} | 


аа — 0В = ву, 
если тра чисаа а, 6, с не булутъ равны вулю; и изъ зормузь 


@& — В = Ь, 


7 
о’ 
если два коезфищевта 6 ис будуть равны нулю. Въ. 2то ом стуча5 ось вращен!я бу- 
деть лин!я, яБаящая уголь УО7 пополамъ. — 


№торон способе, 


573. Составляемъ уравненя, опредфляюния центръ поверхности; здЪсь 
надо различать н$фсколько случаевъ. р) 5 | 
Брю и Буки. ГЕОМЕТРИЯ. | ЭТ 
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1-й. Поверхность имфетъ только одинъ центръ. Въ этомъ случаъ, ДЛЯ 
простоты, перенесемъ оси въ центръ, ‘и тогда уравнеше приведется къ виду 


1) Ая - А” АИ - 2Вуг -- ЭВ’ -- ЗВИжу Е, = 0. 


Если постоянный членъ К, будетъ равенъ нулю, то геометрическое мъ- 
сто будетъ одна точка или конусъ. Чтобы изслфдовать этотъ вопросъ, 
сдзлаемъ сЪчеше плоскостью, параллельною одной изъ плоскостей коорди- 
натъ; если сфчеше будетъ дфйствительная кривая, то геометрическое мз- 
сто будетъ конусъ; если сфченте будетъ мнимое, то НЮ мето 
будетъ точка. | 

Разсмотримъ случай, когда постоянный членъ Е, не равенъ нулю. 
Положимъ, что уравнене содержитъ квадраты трехъ перемфнныхъ; р$- 
шивъ уравнене относительно 2, и положивъ для краткости 


М = В" — АИА, М = ВВ — ДиВи, р = В* — АА! 


получимъ 


Атх = — в т ВУ) = =. Уи Е 2№у -Е Бу? — АЕ. 


Плоскость 
(2) А"; — — (В'®- Ву) 


есть дламетральная плоскость хорды, параллельная ОЙ. Сфчеше поверх- 
ности этою даметральною плоскостью проектируется на плоскость Хоу 
по кривой, выражаемой ‘уравненемъ 


(3) Мл? Р 2М№жу - Ру? — АИЕ, = 0. 
Эта кривая имЪетъ только одинъ центръ; потому что 
_ № — МР — АО, 


гдБ П есть знаменатель или детерминантъ, относяшийся къ уравненямъ 
центра. Кром того постоянный членъ А”Ё, не равенъ нулю. 

Положимъ, что геометрическое мЪсто, выражаемое уравнешемъ (3) будетъ 
родъ эллипса; это геометрическое м$сто будетъ дЪиствительный или мни- 
мый эллипсъ,—но не точка. Если это геометрическое мъето будетъ дЪй- 
ствительный эллипсъ, то цилиндръ кривой будетъ начало координатъ и 
извфетно, что-въ этомъ случав многочленъ Ма? -- 2№2у -- Ру? — А"Е, 
не изм5нитъ знака, когда 1 и у замфнимъ координатами внутренней ТОЧКИ 
(этотъ знакъ есть знакъ члена — А”К,); для внфшнихъЪ точекъ много- 
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_чденъ имфетъ обратный знакъ. Если количество — АЕ, будетъ положи- 
тельное, то вез точки поверхности проектируются внутри эллипеа; елфг. 
довательно поверхность будетъ эллипсоидъ. Если величина — АЕ бу- 
детъ отрицательная, то точки поверхности проектируются внЪ эллипса, и 
мы получимъ гиперболоидъ объ одной полости. Если геометрическое М$- 
сто будетъ мнимое, то Функщя Ма? | 2Мху Ру? — АЕ, не измз- 
няетъ знака для всфхъ точекъ плоскости ХОУ (этотъ знакъ есть знакъ 
члена. — А"Е,) и не обращается въ нуль. Если величина — АЕ, бу- 
детъ’ положительная, то поверхность будетъ состоять изъ двухъ неопре- 
дъленныхъ полостей, раздфленныхъ даметральною плоскостью; это есть 
гиперболоидъ о двухъ полостяхъ; если количество — А"Ё, будетъ отри- 
цательное, то уравнене (1) не будетъ имфть дЪйствительнаго рЪъшешя, 
потому что 2 всегда мнимое. Положимъ, что уравненше (3) выражаётъ 
геометрическое м$сто рода гиперболы; такъ какъ членъ — АЕ, не рав- 
няется нулю, то геометрическое м$Ъсто будетъ всегда гипербола, а не си- 
стема двухъ прямыхъ. Если количество — АЕ, будетъ положительное, 
то вс точки поверхности проектируются между двумя вфтвями гипер- 
болы; слБдовательно поверхность будетъ 'гиперболоидъ объ одной полости. 
Если величина — АЕ, будетъ отрицательная, то’ поверхность будетъ 
гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. | 
Замътимъ, что знакъ количества — А7ЁК, показываетъ, будетъ ли 
дтаметръь ОЙ дьйствительный или мнимый. Этотъ даметръ, въ соединении 
съ двумя сопряженными д!аметрами съченя, образуетъ систему трехъ со- 
пряженныхъ даметровъ поверхности, помощью которыхъ можно непосред- 
ственно узнать родъ этой поверхности. ПНоложимъ, что дламетральное 
сБчене будетъ дьйствительный эллипсъ; этотъ эллипсъ допускаетъ два 
дъйствительные сопряженные ‘д!аметра; если величина — А”ЁЕ, будетъ 
положительная, то, такъ какъ трет!й дламетръ также дъйствительный, поверх- 
ность будетъ эллипсоидъ; если это количество будетъ отрицательное, то, такъ 
какъ трет даметръ мнимый, поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной 
полости. Если сфчеше будеть мнимый эллипеъ, то оно допускаетъ два 
мнимые сопряженные д1аметры; если третй дламетръ будетъ дЪйствитель- 
ный, то геометрическое мЪ$сто будетъ гиперболоидъ о ‘двухъ полахъ. 
Положимъ теперь, что сфчеше будетъ гипербола; одинъ изъ двухъ сопря- 
женныхЪъ дламетровъ этой гиперболы дЪйствительный, другой мнимый; если 
трет даметръ будетъ дЪйствительный, то поверхность будетъ гипербо- 
лоидЪ объ одной полв: если онъ будетъ мнимый, то поверхность 0у- 


детъ типерболоидъ о двухъ полахъ. 
31* 
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ЗамфтимЪ также, что дламетральное  сфчеше есть кривая соприкосно- 
вешя цилиндра, описаннаго около поверхности, ребра котораго парал- 
лельны оси 2. 

Если два изъ коеффишентовъь А, А’, А", напримёръ А и А’, будутъ 
имфть разные знаки, то поверхность будетъ гиперболоидъ, потому что 
сфчеше, сдфланное плоскостью 2 = 0, будетъ гипербола. 

Положимъ теперь, что одинъ изъ коеффищентовъ при квадратахъ, напри- 
мръ А", будетъ нуль; тогда уравнеше 


и  эувю 2-я АТР Ву Е) 0 

будетъ первой степени относительно $, и всякой систем дфйствительныхъ 
величинъ х и у будутъ соотвфтствовать дфйствительныя величины 2; та- 
кимъ образомъ поверхность простирается въ безконечность; слЪдовательно, 
это есть одинъ изъ гиперболоидовъ. Асимптотическй конусъ выражается 
уравнешемъ 


2 (Ву-- В’) 2-- (Аз? -- А’у? - 28"зу) =0; 


прямая ОЙ есть ребро этого конуса. Если поверхность будетъ гипер- 
болоидъ объ: одной пол, а 0бЪ прямыя, параллельныя 02, будутъ на- 
ходиться на поверхности, тогда прямая, параллельная 02, выразится урав- 
ненями 2 —, у —; координата 2 точки пересфчешя этой прямой съ 
поверхностью опредъляется уравненлемъ _ 


2 (ВВ -- В") 2 А? -- А!В? -- А 2Виав + Е, =0. 


Чтобы прямая принадлежала поверхности, надобно, чтобы “и В были 
выбраны такъ, чтобы удовлетворялось предъидущее уравнене при всякой 
везичин$ 2, т. е. чтобы 


ВВ -- В’„—=0, Ах Е А’В? ф- 2В".8 + Е, = 0; 
В’а р; ВЕ, 
— АВ А!'В? — ЭВВВ! 

Если величина 2? будетъ положительная, то поверхность будетъ ги: 
перболоидъ объ одной полф; если эта величина будетъ отрицательная, 
то поверхность будетъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. 

2-й. Поверхность не имфетъ центра. Эта. поверхность можеть быть 
только однимъ изъ параболоидовъ или параболическимъ цилиндромъ. Если 


это будетъ параболоидъ, то по крайней мЪрЪ одна изъ трехъ плоскостей 
координатъ не будетъ параллельна оси и дастъ эллиптическое сЪчеше или 
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гиперболическое, смотря по тому, будетъ ли параболоидъ элиптичесяй или 
гиперболичесмй. Если поверхность будетъ параболичесюй цилиндръ, то 
свчешя, сдфланныя тремя плоскостями координатъ, будутъ параболы. 

Если поверхность будетъ параболоидъ, то даметральныя плоскости, 
выражаемыя уравненями Г’, —= 0, /', —=0 7’, = 0, пересзкутся по пря- 
мымъ, параллельнымъ оси поверхности; помощью двухъ изъ этихъ уравне- 
ный опредзлимъ угловые коеффищенты @ и В оси. Плоскости, перпенди- 
кулярныя къ оси, опредфляются уравнешемъ ал - Фу 2 = [; геометри- 
ческое мЪсто центровъ этихъ параллельныхъ сфчешй или ось поверхности 
опредфляется уравнешемъ ($ 486) 


Ли у 
а еб ом. 

3-й. Поверхность имфетъ центромъ вс$ точки прямой. Въ этомъ случав 
поверхность будетъ цилиндръ; одна по крайней м$рЪ изъ трехъ плоскоетей 
координатъ не параллельна его оси; сфчене цилиндра этою плоскостью 
опредзлитъ его родъ. 

4-й. Поверхность имфетъ центрами всЪ точки плоскости. Въ: этомъ случа 
геометрическое мЪсто будетъ или дв параллельныя плоскости, или одна 
плоскость, или уравнене ничего не выражаетъ. Чтобы разобрать вопросъ, 
дълаемъ сфчене. одною изъ плоскостей координатъ не параллельно плоскости 
центровъ. о 


Примьрз Г. 42? -Р 3? -- 92° + 842 1 4жу + 4у + 82-4 9=0. 
Уравнения, опредфляюния центръ, суть 


2х Ну 22=0, 2х +3у-+-2=0, 4=-- 9%+4=0. 


ет 7 у: 
Эти уравнен!я допускаютъ только одно рёшене х = их У= 3, = =—82. Всди на- 


чало координатъ перенесемъ въ центръ, то постоянный членъ будетъ равенъ -- - 5, я 
уравнен!е будетъ 


42° - зу" -+ 92° -|- 82 + 4лу— 5 =0. 


РЬшивъ относительно х, получимъ 


т = -у— 9% -И — 9 — 5 425. 
Уравневте ие тн 
— 342 — 527 - 4у--5=0 


выражаетъ дЪйствительный эллипсъ; такъ какъ постоянный членъ подъ корнемъ п020- 
жительный, то поверхность проектируется на Плоскость 4/2 внутри эллипса; саЪдова- 
тельно, это есть эдирсовъ. 
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Если бы въ данномъ уравнении замфнили постоянный членъ 9 — 14, то получен- 
ное, такимъ образомъ, новое уравнене выразило бы только одну точку. Еели бы 
постоянный членъ замфнили числомъ, которое больше 14, то уравнене не имфло бы 
болфе дЪйствительныхъ р5шений. 

Примтър5 11. 45? — 154? -- 1442 -- 4х — 4ху 4х — 344 + 242 —18=0. 

Уравнен!я, опредфляющя центръ, суть 


| 3 3 
Они допускаютъ только одно рЕшеше 1х = — д У= 1. Если начало ко- 


2 


‘ординат перенесемъ въ центръ, то уравнене поверхности будетъ 
45° — 15у* + 142 -- 4х —4лу —6=0. 


Р$фшивъ относительно 1х, получимъ 


| т = у—2- У = + 16у* — 16у2 4 6. 
Уравненге | 
22 |+ 16у* — 1692 6 =0 


выражаетъ гиперболу; такъ какъ постоянный членъ подъ РЕ положительный, то 
поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной полф. 

Если въ ханномъ уравнении членъ — 18 замфвимъ черезъ — 12. то получимъ но- 
вое уравнене, выражающее конусъ. Если постоянный членъ зам вн ви числомъ, кото- 
рое больше — 12, то получимъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. 

Примър5 ПТ. 44* -- 4 - 122? — 1242 -|- 4ху | 4х - 2у + 32 = 

Уравнения, прану центръ, суть 


22 у 1=0, а ЗЬь 4у—8—1=0. 
Если первое уравнен!е вычтемъ изъ втораго, то получимъ уравнен!е 
у—92=0, или 49 — 82—=0, 


несовмЪетное съ третьимъ. Слдовательно, данное уравнене выражаетъ поверхность, 
неимф$ющую центра. СЪчеше поверхности, сдфланвое плоскостью ху, выражается 
уравнен!емъ 


44° -- 4 -- 4ху + 4х - 2у =0; 
такъ какъ это сфчене есть эллипеъ, то поверхность будетъ эллиптический параболоилъ. 
Ось, угловые коеффищенты которой суть —1 и 2, выражается уравнениями 
— 79 — 62 1= 242 — 12у 3. 
Приморв ГУ. 41° — 24? — 127 -- 12у2 -- 4ту.-Р 45 + у + 32 = 0. 


Уравнен!я, опредфляющ!я центръ, суть 


ее % И ие у— 150. 


са второе уравнеше вычтемъ изъ перваго, то получимъ уравнене у— 9 = 0, 
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несовмжстное съ третьимъ. Такъ какъ плоскость у пересЪкаетъ. поверхность по ги- 
пербол® 


да ду аау Раю Рау =0, 


то поверхность будетъ гиперболическй параболоидъ, ось котораго выражается урав- 
нен!ями 


— (82 + 4у -+- 4) = — 29 -{ 62 2х 1 = — 942 + 19у +3. 


Примър5 Г. 2 -- 2%? -- 427? — 412 — 2%у | 2 — 9 -—4=0. 
_Уравнен!я, опред$лаяюцщ!я центръ, суть 


х—у-1=0, 2у— 22 —х—1=0, у— 22 =0. 


Сложивъ почленно первыя два уравненя, получимъ третье; сл довательно, поверх- 
ность имфетъ центромъ всЪ точки прямой х = 22 —1, у = 22; слбдь ея на плоскость 
ХОУ есть дфйствительный эллипсъ 


2* -| у? — Э%у + 9 —3у—4=0. 
Такимъ образомъ поверхность есть эллиптический цилиндръ. 


Трей снособъ. 


574. Этотъ способъ основывается на извстныхъ преобразованяхъ, 
которымъ можно подвергнуть Функщи второй степени съ тремя. перемЪн- 
ными; и которыя, какъ мы увидимъ, приводятся къ преобразованию коор- 
динатъ. Во всемъ послфдующемъ буквы а, 6, с, Ё будутъ означать по- 


стоянныя количества, а буквы «, В, у линейныя Функщи одного или 
нёсколькихъ перемфнныхъ х, у, 2 


Раземотримъ. прежде 1 многочленъ второй степени съ однимъ перем$н- 
НЫМЪ 5 


(1) Да’ ++ Во С: 


такЪъ какъЪ коефФфищентъ А не рн нулю, то многочленъ можно на- 
писать такъ 


В \? В* 
А й - 5 ее да, 
и слБдовательно, привести къ виду — 
(2) 5 а? | К. 
Возьмемъ теперь многочленъ второй стелени съ двумя перемфнными 
(3) Аз? - Вау -- Су + Бе + Еу- Е, 
.ВЪ которомъ сперва предположимъ, что одинъЪ изъ коеффищентовъ при 27° 


и 9, напримзръ С, не равенъ нулю. Многочленъ (3) есть второй сте- 
пени относительно 1/; расположивъ его по этому перемзнному, получимъ 


_ Су? - (Вз + Бу- А -- В Е, 
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или. 





 //-: ВЕ - Вх - Е)? 
с (у+- = лы + ров Ст 


4С 
чденомъ второй или первой степени, или величина постоянная. Кели оиъ 
будетъ второй степени, то его представимъ въ видф 68 -|- А; такимъ 


образомъ, если коефФищентъ С не равенъ нулю, то многочлень можно 
привести &ъ одному изЪ ВИДОВ 


В Е) _ ЗИ 
Вторая часть А.2* -{- Ох -|- Е И. будетъ относительно х много- 


4) де -- 08° -- К 
(5) | аа? -|- В. 
(6).  *- — @-ЬЁ. 


Если оба коехФищента А и С въ одно время равны нулю, то В не 
должно равняться нулю, и мы получимъ 


Вау -- 02+ Ву -+Р == (Ву 0) Еу+Е 
= 2+! В+ + (Е) 
многочденъ получитъ видъ 
{1} о в А. 


Замвтимъ, что видъ (1) приводитея къ виду (4); дьйствительно, мы 
имъемъ 





о /“-Н В\? — (ш— В). 
48 = И. ЕЁ: 5) 


«В о-в 
пре” 2. | 
тьмъ какъ эъ многочленв (4) Функщя [2 содержитъ только перемфнное #. 
Раземотримъ, накомецъ, многочленъ съ тремя перемёнными 


МАУ АИ Вуз Е ЭВИае 4 ЭВИзУ 
я А, @ + 205-20 | 207: Е, 


и положимъ, что коефФищентъ при одномъ изъ квадратовъ, напримфръ при 
3 
# , не равенъ нулю. Расположивъ относительно 2, получимъ 


А 9 (Ву -- ВЕ С") 2 | Аз? -- А’? 2В"лу + оС 


Ву -- В’ + С") 
4-2 бу РЕ— 4 


Но многочлены 








содержатъ два перемённыя хи 9, между 
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Вторая часть будетъ многочленъ второй или первой степени относительно 
_ перемфнныхъ хи у, или будетъ величина постоянная: если онъ будетъ 
второй степени, то его представимъ въ ОДНОМЪ изъ видовъ (4), (5), (6); 
‚ такимъ образомъ многочленъ (8) получить одинъ изъ видовъ 


(9) а=? —- 68° с? К, (10) а - 68 у (1 6: + | 
(12) __ _ @®--В, (13) а  &.. 

Кели три. коеффищента А, А’АМ" въ ОДНО время равны нулю, то 
одинъ, по крайней мЪрЪ, изъ коефеищентовъь В, В’ В", напримвръ В, ие 
будетъ равняться нулю; тогда полуУЧчимМЪ 

2Вуг -- 2В’2х -- 2В"зу -- 20 - Су Си. Е. 
= 2(2Ву + 2В& + 20") 2ВИхжу -- 2Сх + 20 Е 
= (2+ 52+ в) (Ву + 282 + 20") + 26+ Е 


ов!В” 1 9В//С!! во Си 


В р: а: В 








Такъ какъ вторая часть есть многочленъ, по большей мЪрЪ второй; ете- 
нени относительно х, то данный многочленъ. можно привести къ одному 
ИЗЪ ВИДОВЪ 


(14) в сей: 
(15) | аб -- у, | 
(16) 28 ++ К. 








. 0% вх. 2 — [4 | 
Если произведеше об замзнимъ (= | -- (= 5 : ‚, то много- 


члены видовъ (14), (15), (16) приведутся къ видамъ (9), (10), (11). 
575. Если будетъ дано числовое уравнене второй степени, то.сна- 
чала первую часть этого уравнения приведемъ къ одному изъ предъидущихъ. 
видовъ, и потомъ отсюда легко будетъ опредфлить родъ поверхноети. Раз- 
смотримъ, напримЪръ, случай, когла уравнене можно представить въ видф 


(17) а? + 6В* -- су НА = 0. 
Представимъ, что преобразовываемъ координаты, принимая за ме 
у'2’, 2х’ 1’у’ плоскости, выражаемыя уравнемями х — 0, В — 0, у=0. 


Изъ какой-нибуль точки ‘', пространства (физ. 315) опускаемъ перпенди- 
куляръ ММ на плоскость `Х’О’У”’ и проводимъ МГ параллельно О’/’; 
означимъ черезъ х, у, 2 прежвшя координаты точки М, черезъ 2’, у, 2' 
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новыя координаты, черезъ 9 уголь двухъ прямыхъ ММ, МГ, уголь, оди- 
наковый ая, вс5хъ точекъ пространства, и пусть 


пу Ч ог 4. Тогда перпендикуляръ 
х выразится, относительно первой системы коор- 


5 ыР С _ динатъ ($ 438), такт 


. та -- пу + р2-- 9 У 
а а 
о М... и У т { и р? У т пе - р’ 


а относительно второй 


Фиг. 315. 





т” 


9 А 


Мет: 2 с0з 0. 


Въ каждой изъ этихъ формулъ, знакъ второй части измфняется при пере- 
ходф точки М съ одной стороны плоскости Х'О’У’ на другую; слдова- 


тельно, если черезъ 4 назовемъ произведене У 22? | 2? - р?. соз 0, взя- 
тое съ приличнымъ знакомъ, то для вефхъ точекъ пространства получимъ 
соотношеше › . Точно также найдемъ соотношене В — 49/’, « = }%'. 


Отеюда слвдусть, < Что. уравнение поверхности, относительно новыхъ осей, 
будетъ | 


Оз е ор у" де о. 


Эта поверхность имъетъ только одинъ центръ, а новыя плоскости коорди- 
натъ суть три сопряженныя д!аметральныя плоскости. Родъ поверхности 
непосредственно показывается знаками коеффищентовъ а, 6, с, К. 

576. Замъчане Г. При преобразованши координатъ, мы предполагали, 
что плоскости, выражаемыя уравнен!ями «—=0, В —= 0, у—=0, пере- 
сЪкаютея въ одной точкЪ. Это услове можетъ не выполняться, если линей- 
ныя Функции а, В, 7 будуть взяты произвольно; но оно всегда выполняется, 
когда эти многочлены  происходятъ отъ проумюнини тункци второй 
степени по изложенному способу. 

Замъчане П. Если три коеффищента а, 6, с не имфютъ одинаковыхъ 
знаковъ, то поверхность будетъ гиперболоидъ; отбросивъ въ уравнении (18) 
постоянный членъ А, получимъ уравнеше асимптотическаго конуса отно- 
сительно новыхъ осей; отсюда заключаемъ, что, отбросивъ также въ урав- 


нени (17) постоянное Ё, получимъ уравнене асимптотическаго конуса, 
относительно прежнихъ осей. 





Замъчаме ПЛ. Если аи ® будуть величины подожительныя, то 
поверхность будетъ ерооАА объ одной пол$. 
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К = — №,, это уравнение будетъ 


Положивъ с = — с, 


‘её — с; 71 =, Е 


ДвЪ системы прямолинейныхь ‘образующих в ря ‘уравнениями. 


= ^ Ус ив у; Е Ут ВИ, 


въ которыхъ А им суть произвольные. параметры. | 

577. Если первая часть уравнен1я приведетбя къ виду (10), то по- 
мощью того же преобразования увидимъ, что поверхность будетъ парабо- 
ЛОИДЪ эллиптическй или гиперболическй, смотря по тому, будутъ ли коеф- 
фищенты ‘а и 6 имъть одинаковые знаки или разные. Въ этомъ послБд- 
немъ случаЪ, если положимъ, что а есть величина положительная, 6 отри- 
Цательная и равно —6,, то увидимъ, что об5 системы прямолинейныхъ 
образующихъ выражаются уравнешями 


И 
“Уа—ВУ, = |[«Иа НВУБЕЕ 


й 

прямыя первой системы параллельны плоскости 
«Ув Е ВУ, = 0, 

 прямыя второй системы параллельны плоскости 
х Уа — ВУБ, —=0; 


совокупность двухъ управляющихъ плоскостей выражается уравненемъ 
ао? — 6, В — 0, что согласно замфчаню & 560._ 

Если первая часть приведется къ виду (11), то, взявъ за новыя 
плоскости координатъ дв плоскости © = 0, В = 0 и третью плоскость, 
не параллельную прямой пересфченя двухъ первыхъ, увидимъ, что по- 
верхность будетъ эллиптическй или гиперболическй цилиндръ. Много- 
_ членъ вида (12) соотвфтствуетъ параболическому цилинлру, а многочлен вида 
(13) системв двухъ параллельныхъ плоскостей. 

Многочлены видовъ (14), (15), (16) приводятся къ предъидущимъ; но 


это приведен!е не есть необходимое. Очевидно, что многочленъ вида (14) 


выражаетъь гиперболоидъ объ одной полё, если с и Е будуть имЪтТЬ 
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разные знаки, и гиперболоидъ о двухъ полахъ, если они будутъ имЪть 

одинаковые знаки. Для перваго случая, пусть с будетъ положительное, Ё 

отрицательное и равно — №,; тогда уравненя двухъ системъ прямолиней- 
ныхЪ образующихъ поверхности булутъ_ 

рус с УХ, Де “ [Ус — Ид, ее 

и 


=. ъ 
замы 


о 
< 
< | 

` 
Я 
= 
| 
| 
5 


Многочденьъ вида (15) соотвфтетвуетъ гиперболическому параболоиду: 
тогда двф системы прямолинейныхъ образующихъ выражаются урав. 
нен1ями 


Наконецъ, многочленъ вида (16) выражаетъ гиперболическй цилиндръ. 

578. Въ предъидущемъ мы предполагали, что оси прямоугольный. 
Тотъ же способъ преобразования можно м для косоугольных% 
координатъ и найти, что 


о + — Р 22! соз 9! 
у = та -т пу р 9== у, 


гдв 9 и 0’ означаютъ углы, которые нормаль, проведенная къ плоскости 
у — 0, образуеть съ осями ОЙ и 0О’1'; отеюда находимъ, какъ и для 
прямоугольныхъ координатъ, у = #2’, гдф 1 есть величина постоянная. 


_ Иримтъре [. 42” -- Зуз -- 92° 812 -- 4ту - 4у + 8 + 9 = 0. 
Расположивъ первую часть по т, получимъ 


4 4 4 (у 92) + Зу? + 9 - 4у + 82+ 9, 
ИДИ 


(25 ЗУ 2) — У 3) Зи 9 49 + 821 9, 
и, ола приведен во второй части, и + 
(оз + "359 — 42 + 4у - 82 - 9. 
_Расподоживъ вторую часть по у, получимъ 
2у* — 4 (2—1) + 527 + 82 -- 9=2(у— 2+ 1) — 2 (2 — 05 + 82 +9. 
Наконедцъ, аи часть этого новаго многочлена будетъ 


ая -- 12: +1=3 + 2) — 5. 
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Изъ предъидущаго савдуеть, ‹ что данное уравнене можно представить въ ва 
(2 -| у 22) 2—2 1+ 3+ -5=0. 
Это уравнен!е выражаеть эллипсоидъ; а три ллоскости, выражаемыя уравнен ями 
2% 9-2 =0, у—2-+1=0, 2 =0. 
суть три сопряженныя д1аметральныя п поскоСти поверхности. Эти плоскости пересз- 
каются Въ точкз Я > у = —3, 2= —&, которая есть центръ поверхности. 


Примърё Ц. 42° — 15? -- 14у2 | 4х —4ху г 4х — 34у -|- 242 — 18 =0. 
ПослФловательно позучимъ 


45° — 15у? -- 1492 -- 42х — да + 4л — 34у - 242 = 18 
—=45- 45 (2 —у+ 1) — 15у: -- Му2 — 344 -| 242 — 18 
= (22 —у-- 24-1)" — 16у? -{ 16у2 —  — 39 -| 29 — 19; 


ПОТОМЪ 
— 169? | 16у (2—2) —2-+ 29:— 19 = —4(2у— 2+2) + 3 62—83 


и наконецъ 
327 | 68 —З= 3 (2+ 1) — 6; 


это уравнение выражаетъ гиперболондъ объ одной позЪ. Уравнения хвухъ систем» прямо- 
зинейвыхъ образующихь поверхности булутъ 

[2% Зу— 2 +45 = [У6 + +03], 

„7 1 х С 

[22 — бу 32—8= ‚Уз-е+10у3} 


ое в 46=.[Уб-в+1У3, 
паре Ув+етру:]. 


Уравнене асимптотическаго конуса будетъ 
(22 У!" — 429 —1--2+8@+ 1}* =0. 


Примтьрь 1. 45? -- 4у*- 1222 — 12у2-- 4ху + 45 + 2у 5 — = 
Лаходимъ 
41° -- о 1) -- 4/2 -+ 187 — 1212 + 2у+ 32 
= (2х + у-|- 1) -- 34° -- 122 — 122 -- 8у -{ 32 — 1, 
Зу? -- 12° — 132 + 3 —1=3(у— 22) + 32— 1, 


й уравнев!е поверхности можно представить въ ведъ 
(25 у 0+3 -— 24 &—1=0; 


оно выражаеть эззиотический парабозоидъ. 
Примтър5 1У. 44" — 2? — 1227 -- 12уз | 44ут 45 + ый ++ 32 = 0. 


Уравнен:е представится въ ВИДЪ 
(2х у 1* — 3 (и — 22° + (38 —0= 0; 
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оно выражаетъ гиперботичесь!й параболоидъ. Дв$ системы прямозинейныхь образую - 
щихъ поверхности выражаются уравнен!ями 


ру 1-- (и — 2 УЗ=А, 
о ву Там 


2% + у-+-1-- (у— 22) Уз=в а — 32), 
2 Ну1— 9—2 Уз = 


|= 


Примтьр5 7. 21° -- 41° -- 2 — 42 — 225 - 4 у + 65 + 4у — 523 =0. 
Расположивъ первую часть по 2, найдемъ 


2х (у — +) - 4: и Чи — +3 
о аи 


ны а оАыВ уравнене ПОЛУЧИТЬ м 
е ем +62 950 


это уравнене выражаетъ параболически цилиндръ; рзбра цилиндра параллельны пря- 
мой, ‚ ВираЩЕРмОЕ двумя уравненяни 


с + 2у—23=0, 2 — 8у — 6= 0. 
Примтр5 ИТ. Найти различныя поверхности, выражаемыя уравнен!емъ 
2” + (т - 1) (У 2) — 2 (у -- 22 + 29) = 2т? — т + Ъ 


ВЪ ор т есть произвольный параметръ. Вторая часть есть многочленъ третьей 








| | 1 Уз ео В и: 3, 
степени, корни котораго суть 1 и ат если пПоложимъ т - - + 
| 1 
т’ = НЕ то этоть многочленъ можно написать въ видЪ 


2 (т — т) (т — т’) (т м 1). 


Если параметръ 7% ве будетъ равенъ нулю, то, преобразовавъ первую часть въ 
сумму квадратовъ, получимъ 


фу — 2 9т*(. — (тв) = 2 (т— т!) (т — т”) (т— ТП. 
\7 в \ т? | 


Если параметръ т будетъ равенъ нулю, то уравнение будетъь 
(х — Ч — 2)" — 442 = 


Корень т’ менфе единицы, абсолютная величина ти, наоборотъ, болЪе единицы. 
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1. Если величина параметра т Заключается между — ©и т’, то, такъ какъ коез- 
Фищенты квадратовъ положительные. а вторая часть отрицательная, получимъ мнимый 
эллипсоилъ. Если величина 7% будетъ равна 0’, то геометрическое мЪсто будетъ точка. 

2. Если т заключается между т' и — 1, то такъ какъ коеффищенты квадратовъ, 
‘положительные и вторая часть также положительная, поверхность. будетъ залипсоядъ. 
и т = — 1, эллипеоидъ обратится въ эллиптический цилиндръ. 

‚ Если т заключается между —1 и т/”, то геометрическое мЪсто будетъ гипер- 
=. объ одной полф. Въ этомъ промежутк заключается величина 2 = 0, кото- 
рой не соотв$тствуетъ первый видъ; но второй показываетъ; что’ ВЪ ЭТОМЪ случа$ по- 
верхность будетъ всегда гиперболонлъ объ ОЕ пол$. При т = и’ гиперболоидъ 
обратится въ конусъ. 

4. Если т заключается между т”’ и +1, то, такъ какъ вторая часть должна 
быть отрицательвая, получимъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. При т = 1 получимъ 
прямую. 

5. Наконецъ, если т заключается межлу Ти |<, получим снова эллипсоидъ. 

Чтобы поверхность была поверхностью вращен!я, то, такъ какъ три коефхФищента 
В, В!, В” отличаются отъ нуля, надобно, чтобы 

В’'В”. В”В ВВ! 


д АЕ е = САМ 


В В *-ВН’ 
ЧТО ВЪ ЭТОМЪ случа приводится КЪ 7% = 0. Въ этомъ ре уравненге МОЖНО пред- 
ставить въ видЪ 


2 (2 У - =“) — @ + У- 2) =1 


и отсюда видно, что поверхность есть поверхность вращения. 


ГЛАВА УП. 
Обиия теоремы о поверхностяхъ нон порядиа. 


579. Общее уравнене втораго порядка 


(1) _ А? -- А’ Е А" -- 262 - 2В'х + ВИ 
—- 2Сз - 2С'у + 20": Е = 0, 


съ тремя перемфнными х, у, 2 содержитъ десять членовъ, и поверхность, 
опред$ляемая этимъ уравнентемъ, зависитъ отъ девяти произвольныхъ пара- 
метровъ, отношений девяти коехфищентовъ къ десятому. Сл довательно, 
лля опредфленля поверхности втораго порядка, надобно девять геометриче- 
“ скихъ условй, предполагая, что каждое геометрическое условте выражается 
ТОЛЬКО ОДНИМЪ СООТ ношешемъ между коехФищентами. Такъ, напримфръ,: по- 
верхность втораго порядка опредъляется девятью точками. 
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580. Чтобы выразить, что плоскость Ах - Ву -| (2 -{- В — О есть 
касательная къ поверхности Е (5, 9, 2) = 0, то замфтимъ, что коорди- 
наты (5, у, 2) точки прикосновентя должны удовлетворять въ одно и то же 
время уравненшю поверхности и уравнению илоскости; кромЪ того, такъ 
какъ эта плоскость должна совпадать СЪ касательною плоскостью, урзв- 
нене которой есть 


и-ЭР, 4-Е, 
то мы дояжны имфть соотношеня 
ЕР Е, 


АУ с’ 





Исключивъ изъ этихъ четырехъ уравнешй 2, у, 2, получимъ соотношенте 
между перемфнными коехФищентами, заключающимися въ уравнени поверх- 
ности. Такъ какъ прикосновеше плоскости и какой нибудь поверхности 
выразится однимъ уравнешемъ, то для опредБленля поверхности второй 
степени надобно точно также девять касательныхъ плоскостей. 
_Вычислеше можно сдфлать другимъ образомъ, когда поверхность бу- 

детъ второй степени; въ самомъ дфлВ, ливня пересфчения поверхности вто- 
рой степени и касательной плоскости состоитъ изъ двухъ прямыхъ, или 
приводится къ точкь, т. е. къ двумъ сопряженнымъ мнимымъ прямымъ. 
Слфдовательно, чтобы выразить, что плоскость есть касательная къ поверх- 
ности, надобно написать услове, чтобы линя пересфчевня приводилась къ 
двумъ прямымъ. 

Ясно, что касательная плоскость съ точкою п прикосновен:я равнозна- 
чуща тремъ усломямъ. Чтобы выразить, что поверхность второй степени 
есть конусъ, напишемъ, что координаты центра удовлетворяютъ уравненю 
поверхности, или что новый членъ. постоянный, когда перенесемъ начала 
въ центръ, есть нуль, что даетъ соотношене между коефФишентами. Что- 
бы выразить, что поверхность есть параболоидъ, надо приравнять нулю 
общий знаменатель или детерминантъ координатъ центра. Такимъ образомъ 
восемь точекъ достаточно для опредълешя конуса второй степени или 
параболоида. Чтобы выразить, что поверхность есть цилиндръ, надо ири- 
равнять нулю знаменатель. ‘координать центра и одинъ изъ числителей, 
что дастъ два условая; такимъ ооразвомъ, для опредЪлентя цилиндра второй 
степени, достаточно семь точект. | 
— Мы придемъ къ тёмъ же результатамъ, разлагая квадраты. Чтобы по-. 
верхность была конусомъ, ‘надобно, чтобы, составивъ три перемфнныя Ква- 
драта, получить постоянную часть нуль. Чтобы поверхность была пара- 
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_болоидъ, надобно, чтобы, составивъ два первыхъ квадрата, оставшаяся 
часть была Фхункщя первой степени съ одвимъ `перемфннымЪ; слБдова- 
тельно, приравниваемъ нулю коехфищентъ члена второй степени. Чтобы 
поверхность была цилиндрт, надобно, чтобы эта оставшаяся часть была 
постоянная; сл$ довательно, приравниваемъ нулю коеффищенты членовъ пер- 
вой и второй степени. Чтобы поверхность была параболичесый цилиндръ, 
надобно, чтобы, составивъ первый квадратъ, оставшаяся часть была Фхунк- 
шя первой степени съ двумя перем$нными; слъдовательно, приравниваемъ 
нулю коеффищенты трехъ членовъ второй степени. 

581. Чтобы прямая была расположена вся на поверхности 22-го по- 
_рядка, надобно, какъ мы видфли въ ( 552, чтобы уравненше, происхо- 
дящее отъ исключеня хи / изъ уравненмя прямой и уравнетя. поверх- 
ности, удовлегворялось при всякой величинз 2, и мы получимъ 7 — 1 
соотношен!й между параметрами перемзнныхъ поверхности. Къ подобному 
заключевню придемъ другимъ способомъ, замЪчая, что для того, чтобы 
прямая принадлежала поверхности, надобно и достаточно, чтобы т -- 1 
этихъ точекъ удовлетворяли уравнению этой поверхности. Для частнаго 
‘случая, если поверхность будетъ второй степени, то прямая соотвфтетвуетъ 
‘тремъ точкамъ, а три прямыхъ опредъляютъ поверхность. Если между 
данными точками четыре иди большее число будетъ находиться на одной 
прямой, то эти точки надо считать за три. 

Три какя нибудь прямыя опред$ляютъ гиперболоидъ объ одной полости. 
ДвЪз каюмя нибудь прямыя и двЪ точки опредфляютъ гиперболичесвй пара- 
болоидъ. Пять прямыхъ, проходащихъ черезъ одну и. ту же точку, опре- 
дфляютъ конусъ второго порядка; потому что точки, въ которыхъ эти пять 
прямыхъ пересЪкаютъ плоскость, опредълаютъ кривую втораго порядка, ко- 
торая, вм ств съ Верин, опредфляетъ конусъ. 


Теорема Е. 


582. Через» девять данныхь точекз можно вседа провести, по 
крайней мъръ, одну поверхность вторало’` порядка. . О 

Мы сказали, что девять точекъ опредЗляютъ поверхность втораго по- 
рядка; остается иногда изслфдовать, допускаетъ-ли система девяти урав- 
ненй первой степени между косфФищентами всегда одно рфшене. ели 
черезъ 5”, 4", 2! назовемъ координаты первой точки, черезъ, 2’, 9”, 2” 
координаты второй точки, и т. д., то для опредъленя отношенай девяти 


коефФфищентовъ къ ‘десятому получимъ уравненя вида 
Бр:о и БукеЕ. ГЕОМЕТРИЯ. 


9 
г 
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( Аа" Ат) А-В с 
Е де”! Би в = а 
|. 


2 ® 5 ® Ф ® ® ® е ® ® ® Ф * ® Ф ® 


Чтобы составить детерминантъ, возьмемъ члены въ каждой горизонталь- 
ной линш и членъ въ каждой вертикальной лини всЪми возможными спо- 
собами; два члена детерминанта не могутъ быть составлены точно ОДНИМЪ 
и тёмъ же образомъ и, слфдовательно, детерминантъ не равенъ нулю; та- 
кимъ образомъ, вообще есть только одно ръшеше. 

Положимъ теперь, что для частнаго положеня данныхъ точекъ детер- 
минантъ будетъ нуль; этотъ детерминантъ есть Функщя второй степени 
координатъ каждой точки; если въ немъ замфнимъ 2’, 9”, 2’ перемёнными 
х, у, 2, то получимъ Функц второй степени 7 (х, у, 2). Разсмотримъ 
поверхность второй степени, выражаемую уравнешемъ { (х, 9, 2) = 0; 
эта поверхность проходитъ черезъ первую точку; дфйствительно, если 
5, 9, 5 замёнимЪъ 2Г, 44, 2', то’ снова получимъ детерминантъ, который 
равенъ нулю. Она проходить также черезъ вторую точку, потому что есди 
х, у, 2 замвнимъ въ уравненм 2”, у", 2”, то придемъ къ замфнВ въ де- 
терминантв 2’, у’, 2—2", у", 2", и тогда, извфетно, что детерми- 


нантъ будетъ нуль. Поверхность проходитъ также черезъ девять дан- 


ныхъ точекъ. 

Мы располагали детерминантъ относительно 2’, 9’, 5’; разсуждеше 
было бы ошибочно, если бы всф коехищенты были нули; но тогда рас- 
пологаютъ относительно 2”, у", 2" или относительно 2”’”, у", 2’ и 
т. д.; разсуждевне. небудеть ошибочно, если всЪ коехфищенты этихъ 
различныхъ многочленовъ были бы въ одно время нули. Положимъ, 


что это имфетъ м5сто, и разсмотримъ коехфищентъ однаго изъ членовъ 


въ первомъ многочденв; этоть коеффищенть содержитъ координаты 
х", у", 2", в", у", И" и т. д; если въ немъ <", 4", 2" за- 
изнимъ перемёнными х, у, 2, то получимъ Функшю второй степени 
УТ: (@,`9, 2). Подобный коеффищентъ во второмъ многочленв содержитъ 
координаты а’, у’, 2х’, у’", 2!", ....; если въ немъ замнимъ 27, 4/', 2', 
черезъ х, у, 2, то получимъ ту же Функщю }, (5, 9, 2). Очевидно, что 
поверхность, опредъляемая уравнешемъ [, (2, у, 2), проходитъ черезъ 
дв® первыя точки; по предъидущему увидимъ, что она прохолитъ также 
чрезъ каждую изъ сльдующихъ точекъ. То же затруднен!е представилось бы, 
если бы вс коефФищенты предъидущихъ многочленовъ, будучи располо- 


>... ——ы—ы ----—---- —-- 


— а ——————-—..--.-— 
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жены относительно координатъ одной какой нибудь изъ точекъ, которые 
они содержатъ, вс частные коехфищенты были въ одно время нули. Но, 
продолжая подобное разсуждене, такъ какъ число точекъ, координаты 
которыхъ входятъ въ каждый коехфищентъ, уменьшаются, получимъ коеффи- 
цтенты, содержание только координаты одной буквы; коехфищенты всфхъ 
этихъ многочленовъ, будучи числовыми, не могутъ быть въ одно время 
нулями; дЪйствительно, тогда `детерминантъ будетъ равенъ нулю. Отсюда 
заключаемъ, что черезъ девять точекъ, взятыхъ произвольно, всегда можно 
провести, по крайней м5р$, одну поверхность втораго порядка. 


Теорема Е1. 


`583. Черезз линю пересъчетя 0678 поверхностей вторало 70- 
фядка и одну точку можно провести только одну аа 6то- 
разо порядка. 

Пусть В = 0, 5, —= `0 будутъ уравнешя двухъ поверхностей втораго 
порядка; уравнеше $ — А, —=0, въ которомъ К есть‘ произвольный па- 
раметръ, выражаетъ поверхность втораго порядка, проходящую черезъ 
неразгибающуюся прямую четвертаго порядка, пересфчеше двухъ пер- 
выхЪ; параметръ Ё можно опредълить такъ, чтобы эта поверхность про- 
ходила черезъ точку М, взятую произвольно въ пространствф. Такимъ’ 
образомъ, черезъ линшю пересфченя двухъ данныхъ поверхностей И в. 
М можно всегда провести поверхность” втораго порядка. 

Аромв того, легко доказать, что можно провести только одну по- 
верхность. Дъйствительно, какая нибудъ плоскость, проходящая черезъ 
точку М, пересъкаетъ об поверхности 8 и $, по двумъ коническимъ 
съченямъ; эти сфченя, находясь въ одной и той же плоскости, имфютъ 
четыре обшия точки; ‘эти четыре точки и точка М опредфляютъ кони- 
ческое сЪчеме, которое должно принадлежать искомой поверхности; такъ 
какъ каждая изъ плоскостей, проведевныхъ черезъ точку М, пересЪкаетъ 
искомыя поверхности по одному и тому же коническому сфченю, то 
нельзя имфть двф различныя поверхности, удовлетворяюпия изложенннымъ. 
услов1ямъ. 

Отсюда слФдуетъ, что уравнеше 


(1) ю — АЮ, =0 
можно разсматривать, какъ общее уравнене поверхностей втораго порядка, 
которые проходятъ черезъ линшю пересзченя двухъ поверхностей 8 — 0, 
| 

| 32° 
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584. _Примочане Га Разсмотримъ два коническ1я сфченуя, По КотТо- 
рымъ поверхность втораго порядка 5 — 0 пересъкается двумя плоскостями 
« = Ои В = 0; такъ какъ уравнеше «8 == 0 опредФляетъ поверхность 
втораго порядка, то ноя, 


(2) и $ — 16 =0 


выражаетъ всф поверхности втораго порядка, которыя проходятъ чрезъ 
эти два коническая сЪченя. мг 
Точно также уравнение 


(8 _ в =0 


выражаетъ вс поверхности втораго порядка, которыя проходятъ черезъ 
четыре прямыя пересзченмя двухъ системъ плоскостей «3 —= 0 ид = 0. 
Эти четыре прямыя составляютъ неразгибаюцщийся четыреугольникъ. 

585. Примъчаще 11. Если 0ва коничестя съчетя, находящияся 
вх различных плоскостяль, импютвз двь обийя точки, то черезь эти 
два коничестя съчешя можно провести м число поверлностей 
в70разо порядка. 

Если на каждомъ изъ двухъ сЪченй возьмемъ три другя точки, то 
получимъ вс восемь точекъ, черезъ которыя можно провести безко- 
нечное ‘число поверхностей втораго порядка. Разсмотримъ одну изъ этихъ 
поверхностей; плоскости двухъ коническихъ съченй пересЪкаютъ эту 
поверхность по двумъ коническимъ сЪчевмамъ, изъ которыхъ каждое 
имфетъ пять общихъ точекъ съ однимъ изъ данныхъ коническихъ с5чешй, 
и слБдовательно, совпадаетъ съ этими. Сверхъ того, изъ предъидущаго 
сл5дуетъ, что для опредфленля поверхности достаточно внфшней точки, 


'Кеорема ШЕЕ. 


586. Если двъ поверхности вторало порядка имъють пять 0б- 
чить точекб, находящихся в5 одной и той же плоскости, то лия 
перестченя двухь поверхностей СОСтИОиИ8 35 двух5 плоских кривыхб. 
Положимъ, что дв поверхности Зи 5, имвютъ пять общихъ точекъ, 
находящихся въ одной и той же плоскости Р; эти пять точекъ опредЪ- 
ляютъ `коническое сфчеше С, которое принадлежитъ двумъ поверхностямъ. 
Возьмемъ три друмя` точки, не находянияся въ плоскости Р; плоскость 
Р!', которая проходить черезъ эти. три точки, пересъкаетъ коническое 
съчене С въ двухъ. точкахъ, которыя съ тремя предъидущими опред- 
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ляютъ коническое сфчеше С’, принадлежащее также двумъ поверхностямъ. 
ДвЪ поверхности не могутъ имфтЬ общей Точки, ‚не находящейся на ко- 
вическихъ сфчен1яхъ Си 0” но чтобы он не совпадали всл$детве 
предъидущаго примфчаня. Слдовательно, лин!я пересфчения состоитъ изъ 


двухъ коническихъ сфчени Си С”. 


теорема Е. 


587. Если .0вь поверхности вторалю порядка прикасаются вв 
9вухь точкахь, то онь пересъкаются по 0вум5 плоскимз кривымз. 

Разсмотримъ двЪ поверхности втораго порядка, которыя прикасаются 
въ двухъ точкахъ @и 6. Пусть с будетъ третья точка, общая двумъ по- 
верхностямъ; черезъ три точки а, 9, с проведемъ плоскость Р; эта. 
плоскость пересфчетъ каждую изъ поверхностей по коническому сфченю; 
эти два коничесмя сфчемя имзютъ три обпия точки а, 6, си одни 
т5 же касательныя въ двухъ точкахъ @и 6; слБдовательно, онЪ совпада- 
ютъ ({ 218). Такъ какъ плоскость Р пересЪкаетъ обЪ поверхности по 
одной и той же кривой, то изъ предтидущей теоремы слЪдуетъ, что 
лин1я пересёченя двухъ поверхностей состоитъ изъ двухъ коническихъ 
о5ченй. | ео 
Въ предъидущемъ доказательствв мы предполагали, что касательныя 
плоскости въ точкв аи 6 не пересфкаются по прямой аб, т. е. что 
данныя точки не принадлежать прямой, находящейся на поверхности, Въ 
этомъ послфднемъ случа$ мы увидимъ, что вообще ЛИН! Я пересфченая 
состоитъ изъ прямой лиши и неразгибающейся ливни третьяго порядка. 


Теорема №. 


588. Если двъ поверхности второло' порядка прикасаются вз трех 
точках, то онъ соединяются по длинъ плоской лиц. 

Разсмотримъ двф поверхности втораго порядка, которыя касаются въ 
трехъ точкахъ а, 09, с; эти поверхности не ‘имфютъ общей точки внЪ 
плоскости Р, опредфляемой точками а, 6, с; потому что, если бы онЪ 
имБли общую точку 4, внЪ плоскости Р,. то, По предъидущей теоремф, 
каждая изъ трехъ плоскостей 4а6, 46с, 4са пересЪкала бы двф поверх- 
ности по одному и тому же коническому сфченю, что невозможно. 06 
поверхности пересекаются плоскостью Р по одному и тому же кониче- 
скому сфченю (С; очевидно, что онф имЪютъ одну и ту же касательную 
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плоскость въ каждой ТОЧК$В. 7% кривой. Дфйствительно, черезъ точку т и 
точку а, напримфръ, проведемъ какую нибудь плоскость, отличающуюся 
отъ плоскости Р; эта плоскость пересфкаетъ обз поверхности по двумъ 
кривымъ, которыя суть касательныя въ а, `и такъ какъ онф не имютъ 
другой общей точки, кром$ 7, то онЪ также касательныя въ этой точкф. 

589. Примъчиме Е Мы видфли, что уравнене » — А>8 — 0 выра- 
жаетъ поверхность втораго порядка, которая проходитъ черезъ кривыя 
перес5ченя поверхности $ — 0 съ плоскостями х == 0, В —=0. Отсюда 
слфдуетъ, что поверхности, выражаемыя уравненемъ 


(4) 2 У — А" 0 


касаются поверхности В по кривой пересзчения С этой поверхности и 
плоскости а. 

Уравнеше (4) содержитъ произвольный параметръ К, который позво- 
ляетъ провести поверхность черезъ произвольную точку; съ другой сто- 
роны, докажемъ, какъ 583, что поверхность, которая должна быть каса- 
тельна къ поверхности втораго порядка во вс$хъ точкахъ плоской кривой 
и проходить черезъ данную точку, совершенно опредфлена. СлЪфдовательно, 
уравнеше (4) можно разсматривать, какъ общее уравнеше поверхностей 
втораго порядка, которыя прикасаются съ поверхностью ® по длин$ кони- 
ческаго сфченая, опред$ляемаго плоскостью «. 

590. Примъчане ГП. Два коничесюя съчешя С и С’, проведенныя 
на одной и той же поверхности втораго порядка №, пересЪкаются въ 
двухъ точкахъ ди 6; хорда аб есть прямая пересъчен!я плоскостей двухъ 
коническихъ сфченй; отсюда слвдуетъ, что двЪ поверхности втораго по- 
рядка, которыя прикасаются съ первой поверхностью по двумъ кониче- 
_екимъ съчешямъ Си С", прикасаются въ двухъ точкахъ а и Б, и слБ- 
довательно, по теоремв ТУ, пересъкаются по двумъ плоскимъ кривымъ. 
Такъ какъ р двухъ поверхностей ИМЪЮТЪ ВИДЪ 


‚5 — К® =0, $ — да — 0 


то два коническия сЪченйя, которыя составляютъ линиЮ переовчени, на- 
ходятся Въ плоскостяхъ =" — — №". 


591. Найдемъ, напримфръ, уравнеше конуса, описаннаго около эллипсоида 
ы 2. 


у и —1=0, 


и вершина вотораго находится въ данной точк$ р, координаты которой суть х,, у,, 2, 
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Такъ какъ уравнене соприкасающейся плоскости есть а < ТР —1=0, то 


общее уравнене поверхностей втораго порядка, которыя сливаются съ эллиисойломъ 
по коническому ес опредъляемому этою плоскостью, будетъ 


у, я 1.5 | 91 | 22 № 
4 аи а: _ — сна, ® пиетсевииненидииия откачки фин ва р ртиьнежль БЕСЫ ь 
р? т х № а? | 6 С? 5. у. 


Если возьмемъ Ё такъ, чтобы предъидущее уравнен!е удовлетворялось координатами 
х.. |, 2: ТОЧки Р, то оно выразитъ вписанный конусъ, потому что существуетъ только 
одна поверхность втораго порядка, касающаяся эллипсойда по ‘разсматриваемой. кри- 
вой и проходящей черезъ данную точку; такимъ образомъ получимъ искомое уравнен!е 


2? т, У 2 а 
(Е + 2+ ++ В НЯ 


= \, а? 2 


Теорема \и. 


592. Если двъ поверхности вторалю порядка имъютз одну и ту 
же баметральную плоскость, для извьъстнолю ряда параллельныхь 
10005, то проекщя лиши поресьченя на эту плоскость ро 
хордамз будеть коническое съчете. 
Известно, ‘что, исключивъ 2 изъ двухъ уравнев!й второй степени съ 
тремя неизвестными 2, 7, 2, Получимъ вообще уравнене четвертой сте- 
‘пени относительно хи у. Такимъ образомъ лия пересъчен!я` двухъ по- 
верхностей втораго порядка проектируется вообще на плоскость ло кри- 
вой четвертаго порядка. Исключен!е составляютъ нзкоторые случаи. Раз- 
смотримъ дв поверхности втораго порядка, которыя имфють одну и ту 
же д!аметральную плоскость для одного и того же рада хордъ; если эту 
Даметральную плоскость возьмемъ за плоскость ху, а линио, параллельную 
хордамъ, за. ось 2, то уравненя двухъ поверхностей будуть имЪть видъ 
А? С —=0, А’? -- С’—=0, гл С и С’ означаютъ два многочлена 
второй степени, которые содержатъ только два перемънныя хи у. Ис- 
ключивъ 2 изъ двухъ предъидущихъ уравневшй, получимъ уравненше вто- 
рой степени А’С — АС! —= 0. Это есть уравнеше проекщи лини пере- 
сфченя двухъ поверхностей на дламетральную плоскость. Вели двф по- 
верхности имфютъ общую прямолинейную образующую, то лишя пере- 
сфчен:я двухъ поверхностей проектируется. на какую- нибудь плоскость по 
прямой линш и кривой третьяго порядка. | 
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ПРИМЗРЫ. 


1.  Проводниъ нормаль. КЪ алипСоИиду черезъ различныя точки плоскаго сфчен!я; 
найти. геометрическое мЪсто слЪда этихъ нормалей на одну изъ главныхъ плоскостей. 
Изслфдовать случай, когда плоскость сЪчен1я перпендикулярна къ главной плоскости. 

2. Данъ эзлиисондъ; проводимъ цаметральныя плоскости, которыя пересЪкаютъ элли- 
ПСОидЪ по элливсу, имфющему постоянную площадь; найти геометрическое м$Ъсто: 1) пер- 
пендикуляра, проведеннаго чрезъ центръ къэтой плоскости; 2) сопряженнаго хламетра. 

3. Глазъ помфщенъ въ точкЪз поверхности эллипсойда, перспективы звсЪхЪъ плос- 
кохъ сфченшй поверхности на д1аметральную плоскость, сопраженнуто радусу, ко- 
торый идетъ къ ражусу, суть подобныя кривыя; центръ каждой изъ нихъ есть пер- 
спектива вершины ‘конуса, описаннаго около эллипсопла по разсматриваемому плоскому 
сЪченно. 

4; Доказать, зто геометрическое м$сто прямой пересучен!я двухъ перпендикуляр- 
ныхъ плоскостей, проведенныхъ черезъ двЪ данныя прамыя, есть гиперболоидъ объ 

_ одной полости, круговыя сЪченя котораго перпендикулярны къ каждой изъ двухъ 
мВ прямыхъ. 

. Вонусъ вершивою имфетъ точку гиперболоила вращеня съ одной ‘полостью, 
мо равностороннею гнперболою, а основашемъ горжевой кругъ; доказать, что. 
анти-паралтельныя сфчен1я этого конуса перпендикулярны къ плоскости горжеваго крута. 

б Четыре перпендякуляра, опущенвые изъ вершинъ тетраэдра на противополож- 
ныя стороны, находятся па гнперболовд» объ одной полости. Центръ шара, описан- 
наго около тетраэдра, центръ тяжести тетраэдра и центръ гиперболоида находятся на 
прямой лини. 

.{. Найти геометрическое мЪсто такихъ точекъ, чтобы отношен!я разстоянй каж- 
дой изъ нихъ къ двумъ даннымъ прямымъ было. постоянное. ОпредЪлить потомъ по- 
верхность втораго порядка, способную къ этому роду, различныя пары мы, КО- 
торыя можно употреблять. 

8. Геометрическое м$сто нормалей, проведенныхъ къ какой-нибудь прямолинейной 
поверхности, по длинЪ одной итой же образующей, есть гиперболическ!й параболоидъ. 

9. Даны точка и дв перпендикулярныя плоскости; найти геометрическое м$ето 
такихъ точекъ, чтобы разстоянше каждой изъ нихъ отъ данной точки было среднее 
пропорц!ональное между ея разстоян1ями отъ двухъ опред$ленныхъ плоскостей. 

10. Найти лин!ю пересфчен!я для, каждой изъ системъ прямолинейныхъ образую- 
ЩИХЪ гиперболическаго параболоида. 


11. Найти конусъ, который вершиною выъетъ центръ, а управляющею лини пе- 
рес$чен1я гиперболоила объ одной полости. 

12. Черезъ точку О, взатую на ребрЪ двуграннаго угла, проводимъ на одной изъ 
сторонъ прямую ОА, а на второй сторовЪ$ прямую ОВ, перпендикулярную къ ОА; 
найти геометрическое м5ето роририхикузра: проведеннаго изъ точки О на плос- 
кость АОВ.. 

о 18. нь кругъ И т дв опредфленвыя точки А и В ВЪ пространств; черезъ точку 
В. ‚и прямую соприкосновен!й, отвосящуюся къ какой-нибудь точк% Р плоскости круга, 


`проводимъ плоскость; найти геометрическое мЪсто точки пересфчения этой плоскости 
“ съ прямою АР. 


и 


14. Если двЪ поверхвости втораго порядка проходатъ черезъ двЪ прямыя, не на- 
_- ходащтяся въ одной плоскости, то пересфчеше двухъ поверхностей состоптъ изъ этихЪ 
прямых. и ДвухЬ другихъ грямыхъ, аи, ИЛИ МНИМЫХЪ. 
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15. Если дв поверхности втораго порядка соприкасаются по одной образующей, 
то на этой образующей вообще нахолятся лвЪ так!я точки, что вторая образующая. 
которая проходитъ черезъ каждую изЪ нихъ, одет одна и та же на двухъ поверх- 


ностяхъ. 
16. Перспективы на одну и ту же плоскость плоскихъ сфчен!й поверхности ВТО- 


раго порядка им5ютъ двойное соприкосновен!е, дъйствительное или мнимое, съ конту- 
ромъ поверхности. 

17. ЛвЪ поверхности втораго порядка, которыя имф$ютъ однЪ и т5 же главныя 
плоскости, называются одноФокусвыми, если ихъ главный сБчентя имЪютъ одни и ТБ же 


Фокусы, ц&йствительные или мнимые; такимъ образомъ уравнен!е 


ны 2 272 
а =1 
Ад еВ "А. 0—4 





въ которомъ Л означаетъ А параметръ, выражаетъ вс поверхности, одно- 
у 
ФОКУусныя СЪ поверхност!ю - Е += —=1. Доказать, что черезъ данную точку 


прохолятъ три поверхности и порядка, одноФокусныя съ данной поверхност!ю; 

изъ этихъ трехъ поверхностей „одна есть эллипсоилъ, другая гнпербозлондъ объ одной 

полости, третья гиперболондъ о двухъ полостяхъ. | 
18. Три уравнен!я х 








ны — 
а” ее 2 фр? ее 7? с* с т? 


Въ когорыхъ мы предполагаемъь абс, р<с, << 9«Ь, 6<г<а, выражаютъ- 
одноФОокусных поверхности; первая есть эллипсойлъ, вторая гиперболойдъ 0бъ одной 
полости, третья гиперболоидъ о хвухъ полостяхъ. Доказать: 1) что эти поверхностн 
перес$каются по двз подъ прямымъ угломъ; 2) что пв$ кравыя, по которымъ одна 
изъ поверхностей перес$кается двумя пругими, имфють касательнымя ВЪ ихъ точку 
перес5чен!я. прямыя, параллельныя осямъ с5чен!я, сдфланнымъ въ первой поверхности 
плоскостью, параллельною касательной плоскости въ этой точк$. 

19. Около даннаго эллипсойла описанъ конусъ, который вершиною имфетъ давную 
точку; доказать, что три оси этого конуса суть нормали къ одноФокуснымъ поверх- 
ностямь даннаго эллипсоида и проходащаго черезъ данную тозку. 

20. Даны двъЪ одноФокусныя поверхности; найти поверхность вращен!я втораго по- 
рядка, им5ющую осью одну изъ осей этихъ аи и которой принадлежитъ 
лин1я пересфченшя. 

21. Даны два одноФокусныз параболоида, выражаемые уравненемъ 


к —= 2% — 4, 
р — А 9— А. Е 








въ которомъ 4 есть произвольный параметръ: если параметру А дадимъ дв$ таюя ве- 
чичины, чтобы соотв5тствующ!е параболоиды перес$кались, то они пересжкутся подъ 
прямымъ угломъ. Если параболоидъ перес5чемъ двумя другими различными образами, 
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то касательныя къ двумъ лишямъ пересфчения въ общей точкф параллельны осямъ 
сфчен!я, субланнаго въ первой поверхности плоскостью, параллельною касательной 
плоскости въ ЭТОЙ ТОЧКФ. 

29. Даны два одноФокусные параболоида; найти поверхность вращен!я втораго по- 
рядка, им$ющую ось, общую ось ся и которой принадлежить лин1я пе- 
рес$чентя. 

93. Лана поверхность втораго порядка и двЪ прямыя, касательныя къ этой поверх- 
ности; найти поверхность, образуемую прямою, которая двигаетсл. по двумт. даннымъ 
прямымъ, оставаясь касательною къ данной поверхности. 

` 24. Найти геометрическое м$сто вершинъ трехграннаго угла, описаннаго около 
эллипеоида, и стороны котораго параллельны тремъ: д1аметральнымъ плоскостямъ, со- 
пряженнымъ другому эллипсоиду. | 

25. Найти геометрическое м$сто вершины трехграннаго угла, ребра котораго суть 
касательныя къ эллипсоиду. 

26. Черезъ различныя точки плоскаго сфченя конуса вращен!я проводимъ вор- 
мали къ поверхности; найти геометрическое мъсто второй точки ‘перес$чен!я каждой 
нормали съ поверхностью. 

21. Прямая двигается такъ, что три изъ ея точекъ остаются въ трехъ опредфлен- 
‚ныхЪ плоскостяхъ; какое будетъ геометрическое м$сто, описанное какою нибудь точ- 
кою движущейся прямой? 

28. Вершина конуса находится въ центр$ эллипсоида, а основашемъ имЪетъ кри- 
вую перес5ченя эллипсоида съ концентричнымъ шаромъ; всякая касательная плос- 
кость къ конусу перес$каетъ эллипсоидъ по эллипсу, ребро приона котораго 
есть ‘одна изъ осей. — | | 


3 
9. НересЪкаемъ эалиисоилъ > Би +: — — 1 = 0 плоскостью 


< с03 « -|-- у созВ -- 4 08 у = 0; 


доказать, что оси с$чен!я опрелфляются уравненемъ 
а? с03* ® 0? 033 В Ц < с03* у 
Гат 


въ которомъ 7 означаетъ величину одной изъ осей. 
30. ДвЪ поверхности втораго порядка, которыя соприкасаютея въ двухъ точкахъ, 
могутъ быть вписаны въ одинъ н тотъ же конусъ втораго порядка. 
31. Два эллипсоида соприкасаются по плоской кривой; проводимъ касательную 
плоскость къ одному изъ эллипсоидовъ параллельно круговымъ сЗ$ченямъ этого эллип- 
соида; эта плоскость пересзкаетъ другой эллипсойдъ по эллипсу, одинъ изъ Фокусовъ 
котораго есть точка соприкосноветя. 
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